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PRÉPAGE 


Cet  ouvrage  est  en  grande  partie  la  reproduction  du  cours 
que  j'ai  pi'ofessé  pendant  plusieurs  années  à  la  Faculté  des 
sciences  de  Nancy,  à  Tusage  des  étudiants  candidats  à  la 
Licence  es  sciences  physiques,  n'ayant  pas  fait  d'études  de 
Mathématiques  Spéciales  ni  de  Calcul  différentiel  et  intégral. 
Ce  cours,  que  je  fais  encore  en  partie,  est  actuellement  l'un 
des  cours  fondamentaux  de  la  Faculté  des  sciences,  et  répond  à 
un  réel  besoin. 

La  plupart  des  étudiants  en  Mathématiques,  en  Physique  ou 
en  Chimie  arrivent  à  l'Université  sans  autres  connaissances 
que  celles  qui  sont  exigées  pour  le  baccalauréat  es  sciences, 
et  il  est  nécessaire  de  leur  enseigner  les  éléments  de  l'Algèbre, 
du  Calcul  différentiel  et  intégral  et  de  la  Géométrie  analytique 
pour  leur  permettre  de  suivre  les  cours  de  sciences  pures  ou 
appliquées  qui  font  l'objet  du  véritable  enseignement  supérieur. 

Ces  Éléments  de  mathématif/ues  supérieures  sont  destinés  à 
mettre  les  étudiants  à  môme  de  profiter  le  plus  rapidement 
possible  de  l'enseignement  supérieur  théorique  ou  appliqué  ; 
ils  s'adressent  aux  jeunes  gens  qui  ont  fait  de  bonnes  études  de 
mathématiques  élémentaires  et  qui,  désirant  suivre  des  cours 
d'analyse,  de  mécanique,  de  physique,  d'électrotechnique,  de 
chimie  physique,  d'électrochimie,  etc.,  ne  peuvent  consacrer 
toute  une  année  à  acquérir  dans  une  classe  de  Mathématiques 
spéciales  le  peu  d'Algèbre  ou  de  Géométrie  analytique  qui  leur 
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est  nécessaire,  ni  suivre  un  cours  complet  de  Calcul  différentiel 
et  intégral. 

Ils  s'adressent  également  aux  maîtres  répétiteurs  des  lycées 
et  des  collèges  qui  n'ont  pas  la  ressource  de  suivre  un  cours  de 
Spéciales  et  désirent  cependant  se  préparer  à  des  certificats 
dX'niversité  ;  ils  pourront  aussi  intéresser,  je  Tespère,  les 
personnes  se  destinant  à  l'industrie  ou  aux  travaux  publics, 
n'ayant  à  acquérir  et  à  appliquer  qu'un  ensemble  restreint  de 
connaissances  mathématiques  supérieures  qu'elles  trouveraient 
difficilement  mises  à  leur  portée  dans  des  ouvrages  trop  complets. 

Je  me  suis  limité  dans  ces  Eléments  aux  théories  fondamen- 
tales et  je  me  suis  efforcé  de  les  présenter  de  la  manière  la 
plus  simple,  laissant  de  côté  les  distinctions  trop  subtiles  et  les 
longues  discussions  ;  il  est  toujours  facile  d'appliquer  à  chaque 
cas  spécial  une  théorie  ou  un  résultat  établis  dans  un  cas  simple 
et  général. 

Parmi  les  matières  qui  font  partie  du  cours  de  Mathéma- 
tiques Spéciales,  je  n'ai  gardé  que  celles  qui  sont  absolument 
indispensables  ;  loin  de  moi  la  pensée  de  considérer  comme 
inutiles  les  autres  parties  de  ce  cours  ;  elles  sont  d'un  puissant 
intérêt  pour  rompre  l'esprit  à  la  discipline  mathématique  et 
former  des  mathématiciens,  mais  elles  sont  superflues  pour  les 
physiciens  et  les  chimistes. 

J'ai  introduit  la  notion  de  déterminant  en  partant  des  for- 
mules de  résolution  des  équations  linéaires  à  deux  ou  trois 
inconnues.  J'ai  défini  la  fonction  <?*  au  moyen  de  son  dévelop- 
pement en  série  ;  cette  méthode,  qui  n'est  pas  nouvelle,  amène 
quelques  simplifications  dans  le  calcul  et  dans  la  démonstration 
des  propriétés  de  la  fonction  exponentielle,  ainsi  que  dans  la 

recherche  de  la  limite  de  (iH — 1  .  Je  n'ai  conservé  de  la 
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théorie  des  imaginaires  et  de  celle  des  équations  que  les  parties 
indispensables  pour  la  pratique  :  la  formule  de  Moivre  et  ses 
applications  trigonométriques,  la  définition  des  racines  mul- 
tiples et  la  résolution  numérique  des  équations. 
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En  géométrie  analytique,  je  me  suis  limité  dans  le  corps  de 
l'ouvrage  aux  questions  générales  relatives  à  la  représentation 
des  lignes  et  des  surfaces,  à  la  détermination  de  leurs  tangentes 
et  de  leurs  plans  tangents,  et  à  leur  construction,  mais  sans 
insister  sur  les  théories  particulières  relatives  aux  courbes  et 
aux  surfaces  du  second  ordre.  Cependant,  comme  il  est  utile, 
dans  certaines  questions  d'analyse  ou  de  physique,  d'étudier 
particulièrement  les  coniques  et  les  quadriques,  leurs  dia- 
mètres ou  plans  diamétraux,  leurs  axes,  etc.,  j'ai  placé  dans  des 
notes  à  la  fin  du  volume  quelques  remarques  relatives  aux 
propriétés  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre  ;  j'y  ai 
joint  les  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie  sphérique. 

Il  n'est  pas  indispensable,  dans  la  lecture  de  cet  ouvrage,  de 
s'astreindre  à  Tordre  qui  y  est  suivi  ;  les  questions  de  géomé- 
trie analytique  peuvent  être  étudiées  en  même  temps  que  celles 
d'algèbre,  et  les  applications  géométriques  du  calcul  différentiel 
supposent  seulement  la  connaissance  des  dérivées.  J'ai  insisté 
dans  le  calcul  intégral  sur  les  intégrales  curvilignes,  les  inté- 
grales de  surface,  et  leurs  transformations  les  unes  dans  les 
autres  ;  je  me  suis  limité  à  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles les  plus  simples  et  les  plus  usuelles.  J'ai  réuni  à  la  fin 
du  volume  un  certain  nombre  d'exercices  courants  se  rappor- 
tant à  l'Algèbre,  à  la  Géométrie  analytique  et  au  Calcul  diffé- 
rentiel et  intégral. 

Je  recevrai  bien  volontiers  les  réflexions  et  les  critiques  que 
suggérera  la  lecture  de  ce  livre  aux  membres  de  l'enseignement 
et  aux  personnes  qui  s'y  intéresseront.  Je  remercie  mes  col- 
lègues des  indications  qu'ils  ont  bien  voulu  me  donner  relati- 
vement à  la  rédaction  de  cet  ouvrage.  Je  tiens  aussi  à  remercier 
MM.  Nony  et  C**  de  l'empressement  qu'ils  ont  mis  à  l'accueillir. 

Nancy,  mars  1901. 


r 


ÉLÉMENTS 


DE 


MATHÉMATIQUES  SUPÉRIEURES 


PREMIÈRE  PARTIE 


COMPLÉMENTS  D'ALGÈBRE 


CHAPITRE  I 


ÉQUATIONS  LINÉAIRES  A  DEUX  INCONNUES.  —  DÉTERMINANTS 


1.  Résolution  de  deux  équations  linéaires  à  deux  inconnues.  — 

Considérons  deux  équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues  x  et  y, 
écrites  sous  la  forme  générale 

(     ax-\-bu  ^  c, 
(i)  )  '^ 

^  ^  (    a'x-hb'y  =  c\ 

Supposons  que  les  coefficients  des  inconnues  a,  b,  a',  b'  ne  soient 
pas  tous  les  quatre  nuls  et  que  a,  par  exemple,  soit  différent  de  zéro  ; 
on  peut  tirer  la  valeur  de  x  de  la  première  équation  et  la  porter  dans 
la  seconde  ;  on  forme  ainsi  un  système  équivalent  au  premier  : 

c  —  bu 
x  = ^, 

(2)  ^  _  "" 

a' ^  4-  b'y  =  c'. 

a 

Dans  ce  système,  la  deuxième  équation  ne  renferme  que  Tinconnue 
VocT.  —  Math.  sup.  1 
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y  ;  en  chassant  le  dénominateur   a   qui  n'est  pas  nul,  on  écrira  cette 
équation  sous  la  Tonne 

(3)  [ab'  —  ba')  y  =  ac'  —  ca' . 

Différents  cas  peuvent  se  présenter. 

1°  Si  ab'  —  ba'  n'est  pas  nul.  l'équation  (3)  est  satisfaite  par  une 
seule  valeur  de  y  égale  à  -  ■  ■  ■;  ■  et  la  première  des  équations(2) 
fournit  une  seule  valeur  correspondante  de   x   qui,  tous  calculs  faits, 

est  égale  à  -y-, ï— ,-  lesyslème(l)  a  donc  une  solution  et  une  seule, 

et  elle  est  exprimée  par  les  formules 

(«)  «   ''■'   '■"'         ' 


ab'  —  ba'  ab'  —  ba' 

2°  Si  ab'  —  ba'  est  nul  sans  que  ne'  —  ca'  le  soit,  l'équation  (3) 
n'est  satisfaite  par  aucune  valeur  de  t/,  et  le  système  donné  n'a  aucune 
solution  ;  on  dit  qu'il  est  impossible. 

3"  Si  ab' — ba'  et  oc'  —  ca'  sont  tous  les  deux  nuls,  l'équation  (3) 
estsatisfaitequellequesoit  la  valeur  de  y  ;  ou  en  conclut  que  le  système 
donné  à  une  infinité  de  solutions  ;  on  peut  donner  à  y  une  valeur  ar- 
bitraire, et  la  première  des  équations  (2)  fournit  une  valeur  correspon- 
dante de  j;  on  dit  que  le  système  (1)  est  indéterminé. 

Dans  ce  cas,  les  coefficients  et  les  termes  connus  satisfont  à  la 
condition 


a'      b'       c' 
et   cb'  —  bc'   est  aussi  nul. 

Lorsque  les  quatre  coefTicients  a,  b,  a',  b'  sont  nuls,  on  voit  immé- 
diatement que  les  équations  données  n'ont  aucune  solution  si  c  et  c' 
ne  sont  pas  tous  les  deux  nuls,  et  en  ont  une  infinité  si  les  termes 
connus  sont  nuls  ;  on  peut  dans  ce  dernier  cas  attribuer  à  x  et  à  t/ 
des  valeurs  arbitraires. 

Remarquons  que  dans  ces  derniers  cas  ab'  —  ba'  est  nul  ;  on  peut 
réunir  tous  les  résultats  précédents  et  les  énoncer  sous  la  forme  sui- 
vante : 

Si   al'  —  ba'   n'est  pas  liai,  le  syatème  {{)  a  une  seule  solution 
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fournie  par  les  formules  (4);  si  dU  —  6a'  est  nul^  ce  système  est 
impossible  ou  indéterminé, 

2.  Équations  homogènes.  —  Si  les  termes  constants  c  et  c'  sont 
nuls,  on  dit  que  les  équations  (1)  sont  homogènes.  Il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  si  ab'  —  ba'  n'est  pas  nul,  elles  n'ont  d'autre  solution  que 
X  =  0,  1/  =  0  ;  si  au  contraire  ab'  —  ba^  est  nul,  elles  ont  une  infinité 
de  solutions,  et  Ton  peut  attribuer  une  valeur  arbitraire,  différente  ou 
non  de  zéro,  à  Tune  au  moins  des  deux  inconnues.  On  arrive  ainsi  à 
la  conclusion  suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  équations 
homogènes  à  deux  inconnues  aient  une  solution  où  les  inconnues  ne 
soient  pas  toutes  les  deux  nulles  est  que  ab'  —  ba'  soit  nul;  les 
équations  ont  alors  une  infinité  de  solutions, 

3.  Déterminant  du  second  ordre.  —  On  représente  la  quantité 
ab'  —  ba'  par  la  notation 

\  a       6  1 

I 

;  «     b'  \ 

que  Ton  appelle  un  déterminant  de  second  ordre.  Les  quatre  nombres 
a,  b,  a',  b'y  que  Ton  appelle  les  éléments  du  déterminant,  sont  dis- 
posés suivant  un  carré  placé  entre  deux  traits  verticaux  ;  le  déterminant 
renferme  deux  lignes  horizontales  et  deux  colonnes  verticales  ;  la  pre- 
mière ligne  est  toujours  celle  du  haut  et  la  première  colonne  celle  de 
gauche. 

Par  définition,  la  valeur  d'un  déterminant  du  second  ordre  est  la 
différence  des  produits  en  croix  de  ses  éléments,  en  commençant  par 
celui  qui  est  placé  en  haut  et  à  gauche,  comme  Tindique  l'équation 


a       b 
a'      b' 


=  ab'  —  ba' , 


Les  deux  parties  du  second  membre  sont  appelées  les  termes  du 
déterminant. 

4.  Les  numérateurs  des  formules  (4)  peuvent  être  écrits  sous  forme 
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de  déterminants  ;  avec  cette  notation,  les  valeurs  de  x  et  de  y  sont 
données  par  les  formules 


("') 


X 


c 

b 

a 

c 

c' 

b' 

—   A                                   *!*     — 

a' 

c' 

!  « 

b 

'       y 

a 

b 

a' 

b' 

a' 

b' 

Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  relativement  à  la  résolution 
de  deux  équations  linéaires  peuvent  être  énoncés  de  la  façon  sui- 
vante : 

Supposons  que  Ton  écrive  deux  équations  linéaires  à  deux  inconnues- 
de  façon  que  les  termes  renfermant  les  inconnues  soient  placés  dans  les 
premiers  membres  et  les  termes  constants  dans  les  seconds  ;  formons, 
le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  et  désignons-le  par  D. 

Si  D  n'est  pas  nul,  les  équations  ont  une  seule  solution.  Les 
valeurs  des  inconnues  sont  exprimées  par  des  fractions  dont  le  déno- 
minateur commun  est  le  déterminant  D  ;  le  numérateur  de  la  valeur 
de  chaque  inconnue  est  un  déterminant  que  Von  déduit  du  dénomi- 
nateur en  y  remplaçant  les  coefficients  de  cette  inconnue  par  les 
termes  connus  correspondants. 

Si  D  est  nul,  le  système  des  équations  est  impossible  ou  indéter- 
miné. 

Si  les  équations  sont  homogènes,  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  qu'elles  aient  une  solution  où  les  inconnues  ne  soient 
pas  toutes  nulles,  est  que  le  déterminant  D  soit  nul;  les  équations  onl 
alors  une  infinité  de  solutions. 

Exemple.  —  Soit  à  résoudre  le  système 

3x  — 2y  =  5, 

X  -f-  4  y  =  3 . 

Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est 


D  = 


3—2 
1         4 


=:12-f-2  =  14; 


il  n'est  pas  nul,  et  le  système  a  une  solution  ;  les  numérateurs  des 
valeurs  de  j:  et  de  y    sont  respectivement 
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5     —2 


3  4 

<le  sorte  que  l'on  a 


=  26, 


3      5  I 
\      3 


^26^1^  ^  A  —  = 

^""li"  7  '         •^~  14  ""  7 


5.  Élimination  de  deux  Inconnues  entre  trois  équations  linéaires. 

—  Ëliminer  une  ou  plusieurs  inconnues  entre  des  équations  dont  le 
nombre  surpasse  celui  de  ces  inconnues,  c'est  former  les  conditions  que 
doivent  remplir  les  coefficients  pour  que  ces  équations  admettent  au 
moins  une  solution  commune  ou,  comme  on  dit,  soient  compatibles. 

Considérons  trois  équations  linéaires  à  deux  inconnues,  écrites  sous 
la  forme 

!ax  -h  hy  =  c , 
a'x-hb'y=c\ 
a'x  -h  h" y  =  c" , 

et  cherchons  dans  quelles  conditions  elles  seront  satisfaites  pour  un 
même  système  de  valeurs  de  x  et  de  y. 

Lorsque  ah'  —  ba'  n>st  pas  nul,  les  deux  premières  ont  une  solu- 
tion fournie  par  les  formules  (4)  ;  en  écrivant  qu'elle  satisfait  à  la 
troisième,  on  obtient  la  condition  suivante  : 

a\ch'  —  bc')  -h  b'iac'  —  ca')  =  c\ab'  —  ba') . 

Si  ab'  —  ba'  est  nul,  il  ne  peut  exister  de  solution  commune  aux 
trois  équations  que  si  les  deux  premières  ne  sont  pas  impossibles,  ce 
qui  exige  que  cb'  —  bc'  et  ac'  —  ca'  s.oient  tous  les  deux  nuls  ;  dans  ce 
<*as,  la  condition  prt'»cédente  est  encore  remplie  ;  c'est  donc,  dans  tous 
les  cas,  une  condition  nécessaire. 

Nous  dirons  qu'elle  est  le  résultat  de  l'élimination  des  deux  incon- 
nues X  et  y  entre  les  trois  équations.  Nous  l'écrirons,  en  faisant  passer 
tous  les  ternies  au  second  membre,  sous  la  forme 

(7)  ab'c"  -f-  bc'a"  H-  ca'b'  —  cb'a"  —  ac'b"  —  ba'c"  =  0 . 

6.  Déterminant  du  troisième  ordre.  —  Nous  représenterons  le 
premier  membre  de  l'équation  précédente  par  la  notation 
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abc 

(8)  D=    a'     6'     c' 

a'     b"    c" 

que  nous  appellerons  déterminant  du  troisième  ordre.  Il  possède  neuf 
éléments  disposés  en  carré  entre  deux  traits  verticaux  ;  ces  éléments 
sont  rangés   dans  trois   lignes   et  dans  trois    colonnes;   on    appelle 
première  ligne  celle  du  haut  et  première  colonne  celle  de  gauche. 
Par  définition,  la  valeur  de  ce  déterminant  est 

(9)  D  =  ab'c"  -4-  bc'a'  -h  ca'b'  —  cb'a"  —  ac'b"  —  ba'c\ 

et  elle  se  compose  de  six  produits  ou  termes  dont  trois  sont  additifs  et 
trois  soustractifs.  Pour  les  former  facilement,  on  opère  de  la  façon 
suivante  : 

Écrivons  à  la  suite  des  colonnes  du  déterminant  deux  autres 
colonnes  qui  sont  la  répétition  de  la  première  et  de  la  seconde,  et 
formons  le  tableau 

a      b      c      a      b 

a'     b'     c'     a'     y 

a'    b'    c"     a"     b\ 

Considérons  la  diagonale  issue  du  premier  élément  en  haut  et 
gauche  a  et  contenant  a^  b'  et  c"  ainsi  que  les  deux  lignes  parallèles 
à  cette  diagonale  issues  de  b  et  c,  puis  formons  les  produits 

ab'c\  bc'a",  ca'b" 

des  éléments  situés  dans  ces  lignes  ;  considérons  de  même  la  diago- 
nale du  déterminant  dirigée  dans  l'autre  sens  et  issue  de  c,  ainsi  que 
les  lignes  parallèles  à  cette  diagonale  issues  des  éléments  suivants 
a  et  by  puis  formons  les  produits 

cb'a\  ac'b",  ba'c' 

des  éléments  situés  dans  ces  lignes;  la  valeur  du  déterminant  est 
formée  des  trois  premiers  produits  pris  avec  le  signe  -f-  et  des  trois 
derniers  pris  avec  le  signe  — . 

7.  Développement  d'un  déterminant.   —    Le  calcul  d'un   dé  ter- 
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minant  du  troisième  ordre  tel  que  (8)  se  ramène  à  celui  de  plusieurs 
déterminants  du  second  ordre  ;  en  se  servant  de  la  valeur  (9)  du  déter- 
minant D  on  vérifie  que  cette  valeur  est  égale  à  celle  de  chacune  des 
lignes  suivantes  : 


a 


—  a' 


a 


a 


—  6 


b' 

c' 

a' 

c' 

a' 

b' 

b' 

c" 

b 

a" 

c" 

-hc 

a" 

b" 

b 

b" 

c 

c" 

-f-fc' 

a 
a" 

c 
c" 

c' 

a 
a" 

b  1 

b' 

b 

b' 

c 

c' 

// 

a 
a' 

c 
c' 

-hc" 

a 

a' 

b  ! 
b' 

1  b' 

c' 

b 

c 

b 

1 

c 

b' 

c' 

a' 

b" 

c" 

-ha' 

b' 

c' 

a' 
a" 

c' 
c" 

-hb' 

a 
a" 

c 

b" 

a 

c 

c' 

a' 

b' 

a 

b 

a 

b 

a" 

b" 

1         c' 

a' 

b" 

.  -+-^'' 

a' 

b' 

Chacune  renferme  les  produits  des  éléments  successifs  soit  d'une 
ligne,  soit  d'une  colonne  du  déterminant  D  par  certains  déterminants 
du  second  ordre  que  Ton  appelle  déterminants  mineurs;  en  écrivant 
Tune  de  ces  sommes,  on  dit  que  Ton  effectue  le  développement  du 
déterminant  d'après  les  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne  et  ce 
développement  est  soumis  à  la  règle  suivante  qui  renferme  tous  les  cas  : 

Règle.  —  Pour  développer  un  déterminant  suivant  les  cléments 
d'une  ligne  ou  d'une  colonne,  on  considère  successivement  chacun  des 
éléments  de  celte  ligne  ou  de  cette  colonne,  et  on  le  multiplie  par  un 
déterminant  d'ordre  moindre  que  l'on  déduit  du  déterminant  donné  en 
supprimant  la  ligne  et  la  colonne  qui  se  croisent  sur  l'élément  con- 
sidéré. 

On  compte  ensuite  à  partir  du  premier  élément  en  haut  et  à 


8 


COMPLÉMENTS    d' ALGÈBRE 


gauche  du  déterminant  primitif  alternativement  -\-  et  —  sur  les  élé- 
ments successifs  des  lignes  et  des  colonnes  que  Von  doit  suivre  jusqu'à 
ce  qu^on  aboutisse  à  Vêlement  considéré,  et  Von  affecte  le  produit  du 
signe  énoncé  en  dernier  lieu.  La  somme  algébrique  des  produits  ainsi 
composés  est  la  valeur  du  déterminant  donné. 


8.  Propriétés  d'un  déterminant.  —  En  se  servant  de  la  valeur  (9) 
du  déterminant  D  ou  des  développements  du  n°  précédent,  on  aper- 
çoit les  prop:iétés  suivantes  d'un  déterminant; 

1°  Si  les  lignes  d'un  déterminant  sont  f(>rmées  des  mêmCvS  éléments 
que  les  colonnes  d'nn  autre,  et  dans  le  même  ordre,  ces  deux  déter- 
minants sont  égaux,  c'est-à-dire  que  Ton  a 


a 

b 

c 

a' 

b' 

c' 

a" 

b" 

c" 

a     a'     a'^ 


=     b     b'     b' 


t  !l 

C     c       c 


2°  En  intervertissant  denv  lignes  ou  denx  colonnes  élément  à 
élément,  on  change  le  signe  d'un  déterminant. 

3*^  Un  déterminant  qui  a  deux  lignes  ou  deux  colonnes  identiques 
est  nul  ;  par  exemple  le  déterminant 

abc 

a'     b'     c' 
a'     b'     c' 

est  nul,  car  si  on  le  développe  suivant  les  éléments  de  la  première 
ligne,  les  mineurs  qui  sont  les  cocflicients  de  a,  b,  c,  sont  tous  les 
trois  nuls. 

4°  Si  Ton  multiplie  ou  si  l'on  divise  tous  les  éléments  d'une  même 
ligne  ou  d'une  même  colonne  par  un  même  nombre,  le  déterminant 
est  multiplié  ou  divisé  par  ce  nombre  ;  on  a 


ma 


ma 


ma 


b 
b' 
b" 


c 


c 


r." 


=  m 


a 


a' 


a 


b 
b' 
b"     c" 


c 


,f 


car  le  développement  du  premier  membre  suivant  les  éléments  de  la 
première  colonne  est 
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maib'c"  —  c'b')  —  nia'ibc'  ~  cb")  -h  ma\bc'  —  cb') 

et  est  égal  au  produit  de  m  par  le  déterminant  qui  entre  au  second 
membre. 

5^*  Si  Ton  décompose  en  deux  parties  les  éléments  d'une  ligne  ou 
d'une  colonne  d'un  déterminant,  on  peut  le  remplacer  par  la  somme 
de  deux  autres  déterminants.  On  a  par  exemple 

a 

a' 

a 

il  suffît  en  effet  de  comparer  les  développements  des  déterminants  en- 
trant dans  les  deux  membres  suivant  les  éléments  de  la  première  co- 
lonne pour  vérifier  cette  égalité. 

6°  Si  Ton  ajoute  aux  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne  d'im 
déterminant  les  éléments  correspondants  d'une  ligne  ou  d'une  colonne 
parallèle,  après  les  avoir  multipliés  par  un  même  facteur,  on  forme  un 
déterminant  ayant  même  valeur  que  le  premier.  On  a  par  exemple 


Ol 

b 

c 

a 

b 

c 

Ol 

b 

c 

a'i 

h' 

c' 

a' 

b' 

c' 

-f- 

a'i 

b' 

c' 

«". 

h' 

c' 

a' 

b" 

1* 

c 

a\ 

b' 

c" 

a 


a' 


a' 


mb 
mb' 


m 


b' 


b  c 
b'  c' 
b"     c" 


a 


a'     b'     c' 


a 


b" 


Le  premier  membre  peut  en  effet  se  mettre  sous  la  forme  dune 
somme  de  deux  déterminants  dont  l'un  est  le  déterminant  du  second 
membre  ;  et  dont  l'autre  est 

'      b     c 


mi 


mb'     //     c' 

mb'     //     c' 

d'après  la  quatrième  propriélé,  il  est  le  produit  par  m  d'un  détermi- 
nant dont  les  premières  colonnes  sont  identiques  et  il  est  nul  (3°). 


9.  Ces  propriétés  permettent  de  simplifier  le  calcul  d'un  détermi- 
nant. Soit  à  calculer,  par  exemple,  la  valeur  du  déterminant 


1 

2 


3 

8 


8       15 
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retranchons  des  éléments  de  la  seconde  ligne  ceux  de  la  première  mul- 
tipliés par  2,  et  des  éléments  de  la  dernière  ceux  de  la  première  multi- 
pliés par  3  ;  nous  obtenons  un  déterminant  ayant  même  valeur  que  le 
premier,  et  égal  à 

i       2      3 


0 
0 


1 
2 


2 

6 


en  développant  ce  dernier  suivant  les  éléments  de  la  première  colonne, 
il  ne  reste  qu'un  seul  produit,  celui  de  1  par  le  mineur 


! 
2 


2  ; 

6 


dont  la  valeur  est  6  —  4  =  2  ;  2  est  la  valeur  cherchée. 

10.  En  employant  la  notation  des  déterminants,  nous  pouvons 
énoncer  de  la  façon  suivante  le  résultat  du  n°  5  : 

La  condition  nécessaire  pour  que  trois  équations  linéaires  à  deux 
inconnues  soient  compatibles  est  que  le  déterminant  formé  par  les 
coefficients  des  inconnues  et  les  termes  connus  soit  nul. 

Cette  condition  n'est  pas  toujours  suffisante.  Il  résulte  cependant 
des  raisonnements  du  n°  5  qu'elle  Test  dès  que  deux  des  équations  ont 
une  solution  unique,  et  c'est  la  solution  commune  aux  trois  équations. 


«h 


CHAPITRE  II 


ÉQUATIONS  LINÉAIRES  A  TROIS  INCONNUES 


11.  Résolution  de  trois  équations  linéaires  à  trois  Inconnues.  — 

Considérons  trois  équations  du  premier  degré  à  trois  inconnues  x,  y,  z, 
écrites  sous  la  forme  générale 

(     ax-hby  -4-05  :=d, 
(1)  I    a'x-hb\y-hc'z  =  d\ 

[    a"x-hb'y-^c''z  =  d\ 

Nous  nous  proposons  de  remplacer  ce  système  par  un  autre  dont 
chaque  équation  renferme  une  seule  inconnue. 

Nous  désignerons  par  D  le  déterminant  des  coefficients  des  incon- 
nues, 

abc 

1)=     a'     b'     c' 

a"    b'    c" 

et  par  Di,  D^,  D3  ceux  qu'on  en  déduit  en  remplaçant  successivement 
les  éléments  d'une  des  colonnes  par  les  termes  connus  correspondants, 
c'est-à-dire 


Di  = 


d 

h 

c 

a 

d 

c 

a 

d' 

b' 

c' 

Di  — 

a' 

d' 

c' 

,     D3- 

a' 

d" 

b" 

c' 

a" 

d' 

c' 

a' 

b  d 
b'  d' 
b'  d" 


Considérons  le  développement  du  déterminant  D  suivant  les  élé- 
ments de  la  première  colonne  (n°  7)  : 


b' 

c' 

a' 

b 

1 

c    i 

-f-a' 

6 

h' 

c" 

b' 

c'  1 

b' 
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l)  =  a 

puis  multiplions  les  deux  membres  des  équations  (1)  respectivement  par 
fës  coefficients  de  a,  a'  et  a"  dans  ce  développement,  et  ajoutons 
membre  à  membre. 

Le  coefficient  de  x  dans  le  résultat  est  identique  à  D;  le  coefficient 
de  y  est  égal  à  la  valeur  obtenue  en  remplaçant  dans  D  les  éléments  a, 
a%  a"  par  b,  b',  b\  et  il  est  nul,  car  ce  serait  le  développement  d'un 
déterminant  ayant  deux  colonnes  identiques:  le  coefficient  de  z  est  égal 
à  la  valeur  obtenue  en  remplaçant  de  même  dans  D  a,  a\  a*  par  c*,  c' 
r"  et  il  est  également  nul,  enfin  le  second  membre  est  égal  à  la  valeur 
obtenue  en  remplaçant  dans  D  les  éléments  a  y  a',  a^  par  les  termes  J, 
d\  d\   et  il  est  égal  à  D,. 

Nous  obtenons  de  cette  façon  l'équation 

Dx  =  D, . 

Opérons  de  même  en  développant  D  suivant  les  éléments  de  la 
seconde  colonne  ;  multiplions  les  deux  membres  des  équations  respecti- 
vement par  les  coefficients  de  b,  b' ,  b"  dans  ce  développement,  et  ajoutons 
membre  à  membre  ;  Féquation  résultante  ne  contiendra  que  y   et  sera 

Développons  en  dernier  lieu  D  suivant  les  éléments  de  la  troisième 
colonne,  et  opérons  comme  précédemment  ;  nous  aurons  une  équation 
qui  ne  contiendra  plus  que  z  et  sera 

Nous  déduisons  ainsi  du  système  (l)  un  nouveau  système,  composé 
des  équations 

(2)  Dj  =  Di,  Dy  =  D,,  Dz  =  D3  ; 

nous  sommes  certains  que  toute  solution  du  système  (1)  satisfait  au 
système  (2). 

Différents  cas  peuvent  se  présenter  suivant  la  valeur  des  coefficients. 

12.  1  or  Cas.  D  n'est  pas  nul.  —  Les  équations  (2)  ont  une  seule 
solution  exprimée  par  les  formules 
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Cette  solution  satisfait  aux  équations  (1).  Vérifions  par  exemple 
qu'elle  satisfait  à  la  première,  ou  bien  que  Ton  a,  en  substituant  et 
chassant  le  dénominateur, 

firD,-f-6D2-f-cD3  =  f/D; 

en  développant  Di,  D2  et  D3  suivant  les  éléments  d,  d'  et  d%  on  constate 
que  le  coefficient  de  d  dans  le  premier  membre  est  identique  à  D,  et  qiîe 
ceux  de  d'  et  de  d"  sont  nuls;  la  vérification  est  ainsi  faite  pour  la  pre- 
mière des  équations  données  et  elle  se  ferait  de  la  même  manière  pour 
les  deux  autres. 

Le  systèmip  proposé  a  donc  une  solution  unique,  fournie  par  les 
formules  (3). 

Exemple.  —  Soit  à  résoudre  le  système  d'équations 

x-h  y  —   z  =  0 , 

2x—   ,i/-f-3z  =  9, 

—  3.y  ^~  ^  =  —  '^  • 

Les  déterminants   D,  Di,  D2,  D3   ont  respectivement  pour  valeur 


D  = 


D,=- 


1 

1 

1 

2 

1 

3 

0 

3 

1 

l 

0 

i 

2 

9 

3 

0 

3 

i 

=  12,         D,= 


0  1  — 1 
9—1  3 
3    —3        1 


=  12, 


=  24,        D3  = 


1  1  0 
2—1  9 
0   —3    —3 


=  3G; 


On  a  par  suite  une  seule  solution,       x=  i^      3/  =  2,       5  =  3. 

2*  Cas:  D  est  nul;  Di,  D2,  D»  ne  le  sont  pas'  tous  les  trois,  — 
Les  équations  (2)  n'ont  aucune  solution  ;  les  équations  (1)  ne  peuvent 
en  avoir;  on  dit  que  le  système  proposé  est  impossible. 

3*  Cas:  D,  Di,  D2,  D3  sont  nuls.  —  Les  équations  (2)  sont  satii:- 
faites  pour  toute  valeur  attribuée  h  x,  y  et  5,  mais  il  n'en  est  pas  tou- 
jours de  même  des  équations  données,  et  il  est  nécessaire  de  les  con- 
sidérer directement. 

Supposons  d'abord  que  tous  les  mineurs  du  déterminant  D  ne  soient 
pas  nuls,  et  que  le  déterminant 


^ 
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a 


a' 


b 
h' 


par  exemple  soit  différent  de  zéro. 

Nous  pouvons  tirer  des  deux  premières  équations  les  valeurs  de  x 
et  de  y  en  fonction  de  z  ;  après  avoir  fait  passer  dans  les  seconds 
membres  les  termes  contenant  cette  inconnue,  nous  aurons,  d'après 
les  formules  (5)  du  n°  4, 


(4) 


d  —  cz 


d'  — 


c'z 


b 
b' 


X  = 


a 


a' 


b 

b' 


y 


a 

d 

cz 

a' 

d'      c'z 

a      h 

a'     b' 

Si  nous  transportons  ces  valeurs  dans  la  troisième  équation,  nous 
vérifions  qu'elle  est  satisfaite  identiquement.  Nous  en  concluons  que 
les  équations  données  ont  une  infinité  de  solutions  ;  on  peut  donner  à 
z  une  valeur  arbitraire  ;  les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  y  sont 
données  par  les  formules  (4). 

Supposons  maintenant  que  tous  les  mineurs  du  déterminant  D 
soient  nuls,  mais  que  les  coefficients  des  inconnues  ne  le  soient  pas 
tous  ;  par  exemple,  que  a  soit  différent  de  zéro. 

Nous  pouvons  résoudre  la  première  équation  par  rapport  à  x,  ce 
qui  donne 

(/  —  bv  —  cz . 
X  = ^ , 


(5) 


a 


si  nous  transportons  cette  valeur  dans  les  deux  autres  équations,  et  si 
nous  chassons  le  dénominateur  a  qui  n>st  pas  nul,  nous  avons  le  sys- 
tème d'équations  suivantes  par  rapport  à  y   et  à   z: 

{ab'  —ba')y-^  [ac'  —ca')z  =  ad'  —  da' , 
[ab'  —  ba")  y  -|-  [ac"  —  ca")  z  =  ad"  —  da". 

Les  coefficients  de  y  et  de  z  sont  tous  nuls  d'après  les  hypothèses 
faites;  si  donc  ad'  —  da'  et  ad"  —  da"  ne  sont  pas  tous  les  deux  nuls, 
ce  système  d'équations  est  impossible,  et  les  équations  proposées  n'ont 
aucune  solution. 

Si  au  contraire  ad'  —  da'  et  ad"  ^ —  da"  sont  tous  les  deux  nuls,  on 


ÉQUATIONS    LINÉAIRES    A    TROIS    INCONNUES  13 

peut  attribuer  à  ,t^  et  z  des  valeurs  arbitraires  ;  ces  valeurs  et  celle  qu'on 
en  déduit  pour  x  d'après  l'équation  (5)  satisfont  au  système  proposé  ; 
celui-ci  est  donc  indéterminé. 

Supposons  enfin  que  les  coefficients  des  inconnues  soient  tous 
nuls  ;  si  dy  d'y  d"  ne  le  sont  pas  tous  les  trois,  les  équations  proposées 
n'ont  aucune  solution  ;  si  au  contraire  les  termes  connus  sont  tous  nuls, 
elles  ont  une  infinité  de  solutions,  et  on  peut  donner  aux  inconnues  des 
valeurs  arbitraires. 

En  résumé,  si  D  n'est  pas  nul,  le  système  (1)  a  une  seule  solution 
fournie  par  les  formules  (3)  ;  si  D  est  nul,  il  est  impossible  ou  indéterminé. 

13.  Équations  homogènes.  —  Si  les  termes  connus  dy  d',  d"  sont 
tous  les  trois  nuls,  les  équations  (1)  sont  homogènes. 

Si  le  déterminant  D  n'est  pas  nul,  elles  ont  une  seule  solution  ; 
comme  Di,  D2  et  D3  sont  tous  les  trois  nuls,  cette  solution  est  consti- 
tuée par  les  valeurs    x  =  0,    ^  =  0,    2  =  0. 

Si  D  est  nul,  Di,  D2,  D3  le  sont  aussi,  ainsi  que  les  quantités  telles 
que  ad'  —  da'  et  aJ"  —  da"  ;  on  en  conclut,  en  se  rapportant  à  ce  qui 
précède,  que  les  équations  proposées  ont  une  infinité  de  solutions,  et 
Ton  peut  donner  à  l'une  au  moins  des  inconnues  une  valeur  arbitraire. 
Il  suffit  en  général  de  résoudre  deux  des  équations  données  par  rapport 
à  deux  des  inconnues,  en  donnant  à  la  troisième  une  valeur  arbitraire. 

Nous  pouvons  énoncer  ces  résultats  sous  la  forme  suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisanle  pour  que  trois  équations 
linéaires  et  homogènes  à  trois  inconnues  aient  une  solution  oii  toutes 
les  inconnues  ne  soient  pas  nulles  est  que  le  déterminant  des  coefficients 
des  inconnues  soit  nul;  les  équations  ont  alors  une  infinité  de  solutions. 

14.  Élimination  de  trois  inconnues  entre  quatre  équations 
linéaires.  —  Cherchons  la  condition  pour  que  quatre  équations  liné- 
aires à  trois  inconnues  écrites  sous  la  forme  générale 

ax  -\~  by  -h  cz  =  d, 

a!x  -h  h' y  H-  c'z  =  d'y 

a''x-hb''y-hc'z=d''y 

a"'x  -h  b'"y  -hc'"z  =  d" 

aient  au  moins  une  solution  commune. 
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Si  le  déterminant  D  des  coeriiclents  des  Jnconiuies  dans  les  trois 
premières  équations  nest  pas  mil,  elles  ont  une  solution  fournie  par 
les  formules  (3)  ;  en  écrivant  qu  elle  satisfait  à  la  quatrième,  on  obtient 
la  condition 
(6}  a"D,  +  i"Dt  +  c'D,  =  (TD. 

Si  D  est  nul,  les  trois  premières  équations  ne  peuvent  avoir  de 
solution  que  si  Di,  D^  et  D^  le  sont  également;  la  condition  précédente 
se  trouve  alors  remplie. 

Cette  condition  est  donc  toujours  nécessaire  pour  que  les  quatre 
équations  proposées  soient  compatibles;  elle  n'est  pas  toujours  suffi- 
sante, mais  on  peut  af(irm?r  cependant  qu'elle  l'est,  daprès  ce  qui  pré- 
cède, lorsque  trois  des  équations  ont  une  solution  unique;  cest  alors 
la  solution  commune  aux  quatre  équations. 


15.  Délermlnanldti  quatrième  ordre.  —  En  faisant  passer  au  se- 
cond membre  tous  les  termes  de  l'équation  précédente,  on  obtient  dans 
ce  second  membre  une  expression  que  l'on  représente  par  la  notation 


6'     c' 

b"    c" 

et  l'on  appelle  cette  dernière  expression  un  déterminant  du  quatrième 
ordre. 

La  formule  qui  donne  la  valeur  d'un  tel  déterminant  en  fonction 
de  SCS  éléments  contient  un  grand  nombre  de  termes  et  ne  présente 
aucune  utilité  pour  le  calcul  numérique.  On  ramène  ordinairement  le 
calcul  d'un  déterminant  du  quatrième  ordre  à  celui  de  plusieurs  déter- 
minants du  troisième  ordre,  en  le  développant  suivant  les  éléments 
d'une  ligne  ou  d'une  colonne. 

La  valeur  du  déterminant   précédemment  écrit  est  celle  de  la 


■  b'  d" 
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on  peut  la  calculer  de  plusieurs  autres  manières  :  on  vérifie  facilement 
que  la  règle  donnée  au  n°  7  pour  le  calcul  d'un  déterminant  du  troi- 
sième ordre  s'applique  encore  dans  le  cas  actuel. 

L*équation  (6)  est  identique  à  celle  que  Ton  obtiendrait  en  déve- 
loppant le  déterminant  du  quatrième  ordre  précédent  suivant  les  élé- 
ments de  la  dernière  ligne  et  en  annulant  le  résultat. 

16.  Généralisation.  —  Tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  les  déter- 
minants du  troisième  ordre  et  sur  leur  application  aux  équations 
linéaires  peut  être  répété  à  propos  des  déterminants  du  quatrième 
ordre.  On  vérifierait  que  les  propriétés  énoncées  au  n**  8  sont  encore 
vraies  pour  ces  derniers. 

La  résolution  de  quatre  équations  linéaires  à  quatre  inconnues 
repose  sur  le  calcul  de  plusieurs  déterminants  du  quatrième  ordre; 
l'élimination  de  quatre  inconnues  entre  cinq  équations  linéaires  conduit 
à  la  considération  d'un  déterminant  du  cinquième  ordre. 

On  peut  ainsi  s'élever  de  proche  en  proche  jusqu'aux  déterminants 
d'un  ordre  quelconque.  En  général  un  déterminant  d'ordre  n  est  une 
expression  composée  de  n^  éléments  disposés  en  carré  suivant  n  lignes 
et  n  colonnes  entre  deux  traits  verticaux.  On  calcule  sa  valeur  au 
moyen  de  déterminants  d'ordre  moindre  en  appliquant  la  règle  du  n°  7. 
Cette  règle  suffit  pour  démontrer  que  les  propriétés  énoncées  au  n°  8 
s'appliquent  aux  déterminants  d'ordre  quelconque. 

Nous  admettrons,  sans  faire  une  démonstration  qui  nous  entraîne- 
nerait  trop  loin,  que  les  résultats  que  nous  avons  trouvés  dans  le  cas 
des  équations  linéaires  à  deux  et  à  trois  inconnues  s'étendent  à  un 
nombre  quelconque,  et  nous  nous  contenterons  de  les  énoncer  sous  la 
forme  générale  suivante  : 

Considérons  n  équations  linéaires  à  n  inconnues  où  les  inconnues 
sont  placées  dans  les  premiers  membres  et  les  termes  connus  dans  les 
seconds.  Formons  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  et 
désignons-le  par  D. 

Si  D  n'est  pas  nul,  les  équations  ont  une  seule  solution;  les 
valeurs  des  inconnues  sont  exprimées  par  des  fractions  dont  le  déno- 
minateur commun  est  D;  le  numérateur  de  chaque  inconnue  est  un 
déterminant  que  Von  déduit  de  D  en  y  remplaçant  les  coefficients  de 
cette  inconnue  par  les  termes  connus. 

VoGT.  —  Math.  sup.  2 


n 
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Si  D  est  nul,  le  système  des  équations  est  impossible  ou  indé- 
terminé. 

Si  les  équations  sont  homogènes ^  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
santé  pour  qu'elles  aient  une  solution  où  toutes  les  inconnues  ne  sont 
pas  nulles  est  que  D  soit  nul;  elles  ont  alors  une  infinité  de  solutions. 

Pour  que  n  -f- 1  équations  linéaires  à  n  inconnues  soient 
compatibles,  il  est  nécessaire  que  le  déterminant  d'ordre  n-h  i 
formé  par  les  coefficients  des  inconnues  et  les  termes  connus  soit  nul. 


CHAPITRE  III 


FORMULE  on  BINOME 


•'.-f-:*' 


V:.' 


.> 


17.  Développement  de  [x  H-  a)*".  —  La  formule  du  binôme  est  celle 
qui  donne  le  développement  d'une  puissance  entière  quelconque  de  la 
somme  de  deux  quantités,  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes 
ou  décroissantes  de  Tune  d'elles.  Si  on  les  représente  par  x  et  a,  la 
formule  donne  le  développement  de  [x-ha)'"  ordonné  suivant  les 
puissances  décroissantes  de    x. 

Considérons  d'abord  le  cas  de   m  =2;   on  a 

(x  -f-  a)'^  =  x^-\-  2ax  -h  a'^ . 
En  multipliant  les  deux  membres  par  x-ha    et  ordonnant,  on  a 

[x  -h  ay  =  x^-h  ^ax^  -h  3a^x  -f-  a^ . 
En  multipliant  encore  par  x-ha   et  ordonnant,  on  a  de  même 

(x  -h  ay  —  x^  -f-  ^ax^  -f-  Ga-x*  -h  ia^x  -h  a* . 

On  pourrait  continuer  ainsi  de  proche  en  proche,  mais  il  est  pré- 
férable de  chercher  une  loi  de  succession  des  coefficients;  dans  les 
exemples  qui  précèdent  on  vérifie  la  règle  suivante  : 

Rôgle.  —  Pour  écrire  les  termes  successifs  du  développement 
d\ine  puissance  de  x-\-a  ordonné  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  Xy  on  commence  par  écrire  x  affecté  d*un  exposant 
égal  à  celui  de  la  puissance  considérée  ;  chacun  des  termes  successifs 
se  déduit  ensuite  de  celui  qui  le  précède  en  diminuant  V exposant  de 


Sfi 
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X  (Tune  unité,  et  augmentant  celui  de  a  d'une  unité,  puis  en 
multipliant  le  coefficient  numérique  par  l'ancien  exposant  de  x 
et  le  divisant  par  le  nouvel  exposant  de     a. 

Ainsi  dans  le  cas  de  la  puissance  quatrième,  cette  règle  donne 
comme  développement  de    {x~\-aY 


x' 


^  3 

—  ax^ 
1 


4.3 
1.2 


a^x^ 


4.3.2    , 


4.3.2.1 
1.2.3.4 


aS 


ce  qui  s'accorde  bien  avec  celui  que  nous  avons  trouvé  précédemment. 
Si  la  règle  s'applique  au  cas  de  la  puissance  m'  du  binôme,  elle 
doit  conduire  à  la  formule 


{jc  -h  a)"*  =  x"»  -+- 


-j-  ax'^i  H —— —  a'x""^  ■+- ~M~t~^ a^x^^  -h    •  •  • 


aPx'^-P 


(») 


m(m  —  1)  fw  —  2^  ...    (in  —  p  -h  \) 

1.2.3  .  ,  .    p 

mhn  —  \){m  —  2)  ...    (m  —  p -^- i)  (m  —  p)  ^p^i^.^_p_i 

1.2.3  .  .  .    p[p-^i) 


mm  —  1  \  (m  —  2)    .  .  .    2.1 
1.2.3    ...    [m  —  ]}m 


a 


m 


dont  le  dernier  terme    «"    a  un  coefficient  égal  à  l'unité. 

Pour  démontrer  qu'elle  est  exacte,  nous  employerons  un  mode  de 
raisonnement  fréquent  en  mathématiques  ;  nous  démontrerons  qu'en 
la  supposant  vraie  pour  l'exposant  m,  elle  Test  encore  pour  l'exposant 
m  -h  1  ;  comme  elle  se  vérifie  pour  m  =  2,  elle  sera  vraie  pour  toutes 
les  valeurs  suivantes  de  l'exposant. 

Supposons  donc  que  la  formule  (1)  soit  exacte;  multiplions  les 
deux  membres  par  x-ha,  et  ordonnons  le  produit  effectué  du  second 
membre  par  cette  somme  ;  nous  aurons 


{X  4- a) 


m+l  __      ^in-«-l 


m 


.m 


ax'"    -+ 


m(m  —  V 


1.2 


m 
1 


a^x^-^ 


mjm—  \)(m  —  2) 
1.2.3 

m(m  —  {) 


^3jjOT-J 


m{m  —  \)(m  —  2)    ...    (7n  —  p -h  i)  (m  —  p) 
1.2.3    .  .  .    p(p-l-l) 

m(m  —  {](m  —  2)    ...    (m  —  p -^  i) 
1.2.3    .  .  .    p 


1.2 
aP^^x^-P-h  •  •  •  -ha*"**, 
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OU  bien,  en  réduisant  les  coefficients, 

1  1.2  1.2.3 

(m-hl)m(w-O   ...    (m  -  p -h  \)  ^p^i  j,^_p  _^_    ...    H-am^i- 
1.2.3    .  .  .    p{p-hi) 

ce  dernier  résultat  est  identique  à  celui  que  donnerait  l'application 
de  la  règle  au  développement  de  (j*-f-a)'"+' ;  elle  est  donc  encore 
vérifiée  dans  ce  cas,  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

18.  Propriétés  des  coefficienls  du  binôme.  —  On  appelle  coef- 
ficients du  binôme  les  coefficients  d?  ar",  flrjr^-',  .  .  .  ,  a^x^-f, 
.  .  .  ,  a"  dans  le  développement  de  (jr-f-«)'";  ils  se  déduisent  du 
premier,  qui  est  l'unité,  par  la  règle  que  nous  avons  énoncée.  Elle 
nous  indique  que  les  coefficients  vont  en  augmentant  tant  que  l'expo- 
sant de  X  reste  supérieur  à  celui  de  «,  puis  vont  en  diminuant  jus- 
qu'au dernier,  qui  est  égal  à  l'unité. 

Les  coefficients  de  deux  termes  équidistants  des  extrêmes  sont 
les  mêmes  ;  en  effet,  si  l'on  échange  les  deux  lettres  x  et  a  dans  la 
formule  (1),  elle  devient 

(2)       ia  -^xY  =  a"*-{~  —  xa""-^  H -r—^ — -  x^a"*-^  -h    •  •  •    -f-  a?'"  • 

1  1  .i 

Comme  les  premiers  membres  sont  identiques,  les  seconds  doivent 
l'être  et  avoir  les  mêmes  coefficients  ;  lorsqu'on  les  ordonne  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  la  même  lettre  x,  ceux  de  Tune  des 
formules  sont  égaux  à  ceux  de  l'autre  pris  en  ordre  inverse  ;  il  en 
résulte  que  les  coefficients  équidistants  des  extrêmes  sont  respecti- 
vement égaux. 

Lorsque  Ton  veut  trouver  le  développement  de  (-r  —  «)",  il  suffit 
de  changer   a   en  — a   dans  la  formule  (1). 

Si  l'on  veut  développer  la  puissance  m'  d'une  somme  ou  d'une  dif- 
férence de  plus  de  deux  quantités,  par  exemple  de  x  -h  y  -h  z,  on  con- 
sidère cette  somme  comme  composée  de  deux  termes,  l'un  x  et  l'autre 
a  ^  y  -h  s  ;  on  applique  la  formule  du  binôme,  et  Ton  remplace  ensuite 
les  différentes  puissances  de  y  -\-z  au  second  membre  par  leurs  déve- 
loppements. 
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19.  Somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres.  —  Nous  nous 
proposons  de  calculer  la  somme 

n 

que  nous  représenterons  par  2/)^ . 

Le  symbole  2  indique  en  général  une  somme  de  termes  semblables 
à  celui  qui  est  écrit  à  la  suite  de  ce  symbole  ;  on  écrit  au-dessous  et  au- 
dessus  delà  lettre  2  les  valeurs  du  premier  et  du  dernier  nombre  entre 
lesquels  s'étend  la  sommation  considérée. 

Nous  nous  servirons  de  la  formule  donnant  [x-\-ay,  et  nous 
écrirons 

-f-         3.1^-f-         3.1-+-1, 

-h         3.22-h         3.2-j-l, 
» 

n^  =  {n  —  1  -h  1)3  =  (n  —  1)3  -f-  3(/i  —  1)^  -f-  3(n  —  1  )  -f- 1 , 

{n-+-\y=  [n-h\Y=  n3-h  3«-^-f-  3fi -h  1 . 

Faisons  la  somme  de  ces  égalités  membre  à  membre,  et  remar- 
quons que  les  cubes  se  présentent  dans  les  deux  membres,  sauf  [n  -+-1)3 
nous  aurons  après  réduction, 

(n.  -h  1)3  =  3(1'-^  H-  2*  H-   ...   -f-  n^)  -f-  3(1  -f-  2  -i-  •  .  •  -f-  n)  -f-  n  -h  1  ; 
en  remplaçant  la  somme  des  n  premiers  nombres  par  sa  valeur  ^ — - — -•, 

mi 


1»- 

1'  — 

9» 

(1  +  1)' 

1» 

33  _ 

(2  +  1)» 

2' 

nous  aurons 


3n(/i+1) 


(„  -f- 1)3  =  3/^2/>^^-f-"'""^/    '^  -h  /n-  1 , 
d'où,  après  réductions. 


^      _  »(n.+  l)(2>,  +  l) 
V  6 


CHAPITRE  IV 


RADICAUX  ET  EXPOSANTS 


20.  Radicaux.  —  Ëtant  donné  un  nombre  positif   a,    on  sait  qu'il 

existe  un  nombre  positif  a  et  un  seul,  rationnel  ou  irrationnel,  dont  la 

puissance  m"  est  égale  à  a;  on  appelle   i  la  racine  m*  arithmétique 

01  — 
de  fl,  et  on  la  représente  par  y  a. 

Le  calcul  des  radicaux  est  Tensemble  des  règles  qui  permettent 

d'effectuer  les  produits,  les  quotients,  les  puissances  ou  les  racines  de 

radicaux  donnés,  en  les  ramenant  à  des  calculs  analogues  effectués  sur 

les  nombres  placés  sous  les  radicaux.  Ces  règles  sont  exprimées  par  les 

égalités  suivantes  : 

m  ,—    m  / —    m  i —  m  / 

y/a       "      a 

P  I  m  .—  mit  1— 

\J\a=   \Ja, 

Pour  vérifier  la  première,  il  suffît  d'élever  les  deux  membres  à  la 
puissance  m;  la  puissance  m*  du  premier  membre  est  égale  au  produit 
des  puissances  m**  des  trois  radicaux,  et  est  égale  à  abc  ;  elle  est  bien 
égale  à  la  puissance  m'  du  second  membre;  comme  les  puissances  m** 
des  deux  membres  sont  égales,  ces  deux  membres  sont  également  égaux. 

On  vérifierait  de  même  la  deuxième  égalité  ;  la  troisième  cstTap- 

plication  de  la  première  à   p    facteurs  égaux  à  \! a  ;  enfin  on  vérifie  la 
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quatrième  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  mp  ;  on  peut 
obtenir  la  puissance  mp'  du  premier  membre  en  l'élevant  d'abord  à  la 
puissance  p,  puis  le  résultat  à  la  puissance  m,  et  Ton  obtient  finalement 
le  nombre  a  ;  la  puissance  m/>*  du  second  membre  est  aussi  égale  à 
rt,   de  sorte  que  l'égalité  est  vérifiée. 

21.  Corollaires.  —  Comme  conséquences  des  règles  précédentes^ 
nous  mentionnerons  les  suivantes  : 

1°  On  peut  faire  sortir  d'un  radical  un  nombre  dont  l'exposant  est 
un  multiple  de  l'indice. 

On  a  par  exemple 

comme  cela  résulte  de  la  première  égalité;  on  peut  effectuer  le  premier 
radical  et  le  remplacer  par  (i^b  ;    on  a  finalement 


2°  On  peut  multiplier  ou  diviser  par  un  même  nombre  l'indice  d'un 
radical  et  l'exposant  du  nombre  placé  sous  ce  radical. 
On  a 

car  on  a,  d'après  la  quatrième  égalité, 


3°  On  peut  simplifier  un  radical  en  divisant  par  un  même  nombre 
l'indice  et  l'exposant  ;  cela  résulte  de  l'égalité  précédente. 
On  a  par  exemple 

12, 8. 

4°  On  peut  réduire  plusieurs  radicaux  au  même  indice,  l'indice 
commun  étant  le  plus  petit  commun  multiple  des  indices  donnés. 
On  peut  remplacer  par  exemple 

par  des  radicaux  ayant  pour  indice  commun  12  ;  il  suffit  d'appliquer  le 
deuxième  corollaire  ;  les  radicaux  seront  égaux  à 

)/a\        \/b\        \/c'\ 
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5°  Coinme  application,  on  peut  efl'ectuer  le  produit  ou  le  quotient 
de  radicaux  d'indices  différents  en  les  ramenant  d'abord  au  même  in- 
dice ;  on  a  par  exemple 


i«, — —      li ï*. 


\/ ah^ X\/ a%^ >C\/ ab"*  =  \/a^b^X  ^a^b^X  s/ a^b'"^ 

=  V^«»%^^  =  ab'^  ^y/b^  =  fi¥  \/b, 

2:2.  Exposants  fractionnaires.  —  On  représente  par  définition  le 

radical  y  a"*  par  le  symbole  a  «  ,  dont  l'exposant  est  appelé  exposant 

9,—  1 

fractionnaire;  par  exemple,  ya^  sera  représenté  par  a^ .  Pour  que  Tin- 

troduction  de  ces  exposants  soit  d'une  utilité  pratique  en  algèbre,  il  faut 

m 

d'abord  qu'à  un  symbole  ««   corresponde  une  seule  valeur  numérique; 
or  on  peut  substituer  à  la  fraction  — ,  sans  en  changer  la  valeur,  toute 

autre  fraction  équivalente  ;  il  faut  donc  voir  si  a"  est  égal  à  a"'  lorsque 


m m^ 

n  ~7î' 


C'est  ce  qui  a  lieu  en  effet  ;  pour  le  voir,  il  suffit  de  vérifier  par 

m  mp 

exemple  que  a  "  et  a  "''  représentent  la  même  valeur  numérique  ;  or  ces 

deux  symboles  représentent  les  nombres  ya'"  et    ya'^^'  et  ces  nombres 
sont  égaux  d'après  le  numéro  précédent. 

Après  avoir  justifié  l'introduction  des  exposants  fractionnaires,  nous 
allons  montrer  que  les  règles  de  multiplication,  de  division  et  d'éléva- 
tion aux  puissances  données  dans  le  cas  des  exposants  entiers  s'appli- 
quent encore  aux  exposants  fractionnaires;  nous  allons  vérifier  que  l'on  a 


m  p  m       p 


(*)  a"  Xa"  =0""'"'  , 


(2) 


m 


a 


a      a 

=  a         » 


/Q'  I     J!L\JL  fL.PL 


Dans  la  première  égalité,  le  premier  membre  a  pour  valeur  numé- 


^, — 


rique  ya'^x.yaP;  d'après  le  numéro  précédent  (5°),  ce  produit  peut  être 
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nq  , nq  I——  ng  , 

remplacé  par   ya'"''x  y/a"p=  y/a^^+np ,  et  c'est  la  valeur  numérique 

mq-¥np  m       p 

du  symbole  a    "'^     ou  a  "     ^ ,  c'est-à-dire  du  second  membre  ;  l'égalité 
est  donc  vérifiée  ;  on  ferait  de  même  pour  la  seconde,  dans  laquelle 

—  est  supposé  >>  — . 
n  q 

Le  premier  membre  de  la  troisième  est  égal  à 


v'  (v^y = y/  s/^*^^  =  "v^»"''  ^ 


et  il  est  bien  égal  au  second  membre,  ce  qui  vérifie  l'égalité. 

-1         -L         J-  +  -L         -L 
Exemple  :  a'x«®=«^     ^  =  a  ^  \ 

c'est  la  traduction  de  l'égalité        i/a  ya  =  [/a . 


23.  Exposants  négatifs.  —  Nous  venons  de  voir  que  le  quotient 

de  a"  par  a'',  lorsque  —  est  supérieur  à  i_,  est  égal  à  a"     *'.  Lorsque 

n  q 

les  deux  exposants  sont  égaux,  le  quotient  est  égal  à  l'unité,  et  l'expo- 
sant   ^  devient  nul  ;  on  est  amené,  dans  un  but  de  généralisation, 

n       q 

à  conserver  encore  dans  ce  cas  l'égalité  (2),  et  à  dire  par  définition  que 
le  symbole  a®  est  égal  au  quotient  de  deux  puissances  égales  de  a,  c'est- 
à-dire  égal  à  l'unité. 

m  p 

De  même,  lorsque  —  est  inférieur  h'-,\t  quotient  de   a"  par  a'' 

n  q 


peut  être  remplacé,  en  divisant  les  deux  termes  par  a",  par 


a'     " 
le  symbole  a"     '^  a  un  exposant  négatif,  égal  à  —  (^ j  ;  on  con- 
serve encore,  dans  un  but  de  généralisation,  Tégalité  (2),  et  Tondit, par 

-(^--]                       t 
définition,  que  le  symbole  a    ^^     "^  est  égal  à —^  ou,  plus  sim- 

plement,  que  a~'  représente  —  ,  s  étant  un  nombre  positif  entier  ou 

fractionnaire. 

Nous  allons  montrer  que  les  règles  de  calcul  des  exposants  positifs 
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entiers  ou  fractionnaires  démontrées  précédemment  s'étendent  encore 
aux  exposants  nuls  ou  négatifs,  c'est-à-dirç  que  Ton  a 

a"* 

aP 

[a'"Y  =  c^P^ 

quelles  que  soient  les  valeurs  entières  ou  fractionnaires,  positives, 
nulles  ou  négatives  des  exposants. 

Vérifions  par  exemple  la  première  pour   m   positif  et  p   négatif  ; 

soit  />  =  — p',  p'  étant  positif:  le  premier  membre  est  égal  à  — ;  et 

ex 

peut  être  représenté  dans  tous  les  cas  par  a'^f*'  \  c'est  bien  la  même 
valeur  que  celle  du  symbole  a"*^P.  On  vérifierait  de  même  les  autres 
dans  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Exemples  :  a*  a    •  =  a*    •'*  =  a^  ; 

c'est  la  traduction  des  égalités 


\/a      8/-  i  1 


CHAPITRE  V 


DES  LIMITES 


24.  Limite  d'une  suite  déterminée.  —  Soit    a   un  nombre  auquel 
on  attribue  une  suite  indéfinie  de  valeurs 

on  dit  qu'une  telle  suite  est  déterminée  lorsqu'on  donne  le  moyen  de 
calculer  un  terme  de  rang  quelconque  dès  qu'on  connaît  le  rang  de  ce 
terme  ;  par  exemple,  la  suite  des  valeurs 

12         3  n 


(2) 


r    3^    4'    —    /1-+1 


est  déterminée  ;  le  terme  de  rang  n  est  égal  à j  ;  on  l'appelle  terme 

général  ;  de  même,  la  suite  des  nombres 

(3)  1,4,       1,41,       1,414,       1,4142,       

qui  sont  les  valeurs  approchées  par  défaut  de  v/2  avec  1,2,3,  ... 
chiffres  décimaux  est  déterminée,  car  on  sait  calculer  le  terme  de  rang 
u  qui  est  la  valeur  approchée  de  \2  avec  n  chiffres  décimaux. 

On  dit  qu'une  suite  telle  que  (1)  a  une  limite  À  si  la  différence 
entre  A  et  les  termes  successifs  de  cette  suite  devient  et  reste  en  valeur 
absolue  plus  petite  qu'un  nombre  quelconque  pris  aussi  petit  qu'on  le 
veut.  Cela  signifie  que  si  l'on  donne  un  tel  nombre  e,  on  peut  trouver 
un  rang  p  assez  élevé  pour  que  tous  les  termes  dont  le  rang  n  est  égal 
ou  supérieur  à  p  soient  compris  entre  A  —  £  et  A-f-e. 

Par  exemple,  la  limite  de  la  suite  (2)  est  égale  à  l'unité  ;  la  diffé- 
rence entre  1  et  le  n*  terme  est  en  effet  égale  à 


1 
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n       _        i 

n-hl  ~  n-h  1 


et  elle  devient  et  reste  plus  petite  que  n'importe  quel  nombre. 

Les  nombres  d'une  suite  peuvent  être  indifféremment  supérieurs 
ou  inférieurs  à  leur  limite  ;  la  suite 

1  ^  .    1  i 

2  3  4  5 

a  pour  limite  zéro,  et  ses  termes  sont  alternativement  supérieurs  et 
inférieurs  à  cette  limite. 

La  suite  (3)  n'a  pas  de  limite  au  sens  défini  précédemment,  car 
il  n'existe  aucun  nombre  entier  ou  fractionnaire  dont  ses  termes  s'ap- 
prochent indéfiniment.  Comme  ils  finissent  par  rester  compris  entre  deux 
valeurs  approchées  quelconques  de  v/2,  l'une  par  excès  et  l'autre  par 
défaut,  on  dit  par  extension  que  la  suite  a  pour  limite  le  nombre  irra- 
tionnel v/2. 

Dans  tous  les  cas,  si  une  suite  telle  que  (1)  a  pour  limite  un  nombre 
rationnel  ou  irrationnel  A,  la  valeur  absolue  de  la  différence  A  —  cr„ 
devient  et  reste  plus  petite  que  n'importe  quel  nombre  aussi  petit  que 
Ton  veut  :  on  dit  encore  pour  abréger  que  cette  différence  tend  vers  zéro. 

25.  Principe  londamentai .  —  Nous  admettrons  comme  un  prin- 
cipe, sans  entrer  dans  le  détail  d'une  démonstration  qui  nous  entraîne- 
rait trop  loin,  que  si  les  termes  d'une  suite  sont  tels  que  chacun  d'eux 
est  égal  ou  supérieur  à  celui  qui  le  précède  ou,  comme  on  dit,  vont  en 
croissant,  et  s'ils  restent  inférieurs  à  un  nombre  donné,  cette  suite  a 
une  limite  au  plus  égale  à  ce  nombre. 

De  même,  si  les  termes  d'une  suite  sont  tels  que  chacun  d'eux  est 
égal  ou  inférieur  à  celui  qui  le  précède  ou,  comme  on  dit,  vont  en 
décroissant,  et  s'ils  restent  supérieurs  à  un  nombre  donné,  cette  suite  a 
une  limite  au  moins  égale  à  ce  nombre. 

Lemme  I.  —  Si  Von  multiplie  les  termes  d'une  suite  aijant  pour 
limite  zéro  par  des  facteurs  restant  inférieurs  en  valeur  absolue  à  un 
nombre  fixe  M,  on  forme  une  suite  de  termes  ayant  également  pour 
limite  zéro. 

On  peut  affirmer  que  les  valeurs  absolues  des  termes  de  cette  seconde 
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suite  deviennent  et  restent  inférieures  à  un  nombre  quelconque   e   pris 
aussi  petit  qu'on  veut;  il  suffît  en  effet  que  celles  des  termes  de  la  pre- 

mi  ère  deviennent  et  restent  inférieures  à  ---  »  ce  qui  a  lieu  par  hypothèse 

M 

à  partir  d'un  rang  suffisamment  élevé  :  la  proposition  se  trouve  donc 
démontrée. 

Lemme  II.  —  Si  Von  fait  la  somme  des  lermes  de  même  rang 
de  deux  suites  ayant  pour  limite  zéro,  on  forme  une  suite  de  termes 
ayant  également  pour  limite  zéro. 

On  peut  affirmer  que  les  valeurs  absolues  des  termes  de  cette  der- 
nière suite  deviennent  et  restent  inférieures  à  un  nombre  quelconque  £ 
pris  aussi  petit  qu*on  veut  ;  il  suffit  en  effet  que  celles  des  termes  des 

deux  premières  deviennent  et  restent  inférieures  à  —  »  ce  qui  a  lieu  par 

ma 

hypothèse  à  partir  d'un  rang  suffisamment  élevé,  et  cela  démontre  la 
proposition. 

26.  Théorèmes  sur  les  limites.  —  Soient  deux  suites  de  nombres 

ai  t       1*8  f       .  .  .  ,       M„  j       ... 


■       •       • 


ayant  respectivement  pour  limites  des  nombres  A  et  B  ;  je  vais  montrer 
que  les  suites 


fll-h 

6., 

a-i-h 

b,, 

•    ■    •    1 

«n  -f-  &n  , 

ai  — 

A., 

ai  — 

b,. 

•    •    •    * 

an  —  bn, 

cr,6i, 

ciibi , 

...» 

dnbn. 

a, 
6.' 

Oi 

b.r 

.    .    .    , 

an 

b: 

•       •       • 


•       •       • 


dont  les  termes  successifs  sont  obtenus  en  faisant  la  somme,  la  diffé- 
rence, le  produit  et  le  quotient  des  termes  de  même  rang  dans  les  deux 
suites  données,  ont  des  limites  respectivement  égales  à   A  -f-  B,  A  —  B» 

AB  et  —  »  en  supposant  toutefois  pour  la  dernière  que  B  ne  soit  pas  nul. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  je  forme  la  différence  entre 
A  -h  B  et  le  terme  général  a„  -\-  6„  ;  on  peut  l'écrire 

A-i-B-(cr„-f-6„)  =  (A-fla)-h(B-fc„). 

Le  second  membre  est  la  somme  de  deux  termes  ayant  pour  limite 


1 
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zéro  ;  d  après  le  second  lemme,  il  a  également  pour  limite  zéro,  ce  qui 
montre  que  la  suite  a^-hK  a  pour  limite  A -f-  B. 

Le  raisonnement  est  le  même  dans  le  cas  de  la  différence. 

Dans  le  cas  du  produit,  nous  écrirons  la  différence  AB  —  a„6„  sous 

la  forme 

AB  —  a  A  =  A(B  —  b„)  -h  6„(A  —  a„)  ; 

les  deux  termes  B  —  6„  et  A  —  a„  tendent  vers  zéro  ;  leurs  produits  par 

A  et  &«,  qui  restent  finis,  tendent  aussi  vers  zéro  (lemme  I)  et  la  somme 

de  ces  produits  a  pour  limite  zéro  (lemme  11)  ;  la  proposition  est  ainsi 
démontrée. 

Dans  le  cas  du  quotient,  nous  écrirons  la  différence  —  —  -7^  sous 

B        6„ 

la  forme 

A  _  ^  _  A/>„  —  Brz„  ^  B(A  — fl„)~-A(B  — ft„) 
B       &„~        B6„  B6„ 

Le  numérateur  de  la  dernière  fraction  a,  d'après  ce  qui  précède, 
pour  limite  zéro  ;  comme  6„  a  pour  limite  un  nombre  B  non  nul,  sa 
valeur  absolue  devient  et  reste,  à  partir  d'un  certain  rang,  supérieure 
à  un  nombre  fixe  et  son  inverse  est  inférieure  à  un  certain  nombre 
M  ;  on  en  conclut  (lemme  I)  que  le  second  membre  a  pour  limite  zéro, 
ce  qui  démontre  la  proposition. 

On  énonce  ordinairement  ces  résultats  sous  la  forme  suivante  : 

Théorème.  —  La  limite  d\ine  somme,  d'une  différence ,  d'un  pro- 
duit ou  d*un  quotient  est  égale  à  la  somme,  à  la  différence,  au  produit 
ou  au  quotient  des  limites. 

27.  Ce  théorème  s'étend  à  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
termes  et  au  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  égaux  ou 
inégaux.  On  arrive  ainsi  de  proche  en  proche  à  considérer  une  fonction 
entière  ou  rationnelle  de  plusieurs  lettres  a,  b,  c,  ...  auxquelles  on 
donne  des  valeurs  successives  égales  aux  termes  de  même  rang  de  suites 
données  ayant  pour  limites  des  nombres  A,  B,  C,  ...  En  appliquant  le 
théorème  précédent  aux  opérations  successives  que  l'on  a  à  effectuer, 
on  arrive  au  résultat  général  suivant  : 

Théorème.  —  La  limite  d'une  fonction  entière  ou  rationnelle  de 


"H 
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'^[//  nombres  variables  ayant  des  limites  données  est  égale  à  la  valeur  de 

^,  i'ette  fonction  pour  les  limites. 

\'' 

|, 

*  Remarque.  —  Lorsque  quelques-unes  des  variables  entrant  dans 

une  fonction  prennent  des  valeurs  augmentant  indéfiniment,  on  cherche 

à  mettre  en  évidence  leurs  inverses,  qui  ont  alors  pour  limite  zéro,  et 

Ton  peut  appliquer  les  théorèmes  précédents. 


1^    I 


•ïïf 


$  Soit  par  exemple  à  trouver  la  limite  de  la  fraction 

ï 

*  kx^  -h  2j:  -h  i 

jr.  '  ÔJO'     OJO" 


■>•■ 


1-  .• 


ï 


' 


l"  pour  X  infini.  En  divisant  les  deux  termes  par  x%  on  forme  la  fraction 

^  équivalente 

f^  2        1 

f;  •    *^x-'     x' 

r    '  , • 

l  5 (-- 

ç  .  X       x^ 

P  1  4 

,r  lorsque  —  tend  vers  zéro,  cette  fraction  a  poiu*  limite  —  ;  on  voit  que 

,•  X  0 

cette  valeur  est  égale  au  quotient  des  coefficie^nts  des  termes  de  plus 
baut  degré  dans  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  donnée. 


CHAPITRE  VI 


DES  SÉRIES 


28.  Définitions.  —  Série  convergente  ou  divergente.  —  On  appelle 
série  une  expression  composée  d'une  infinité  de  termes  successifs 
réunis  par  le  signe  -+-  . 

On  dit  que  la  série  est  déterminée  si  l'on  a  le  moyen  de  calculer 
chaque  terme  dès  que  Ton  connaît  son  rang  ;  en  particulier,  si  Ton 
donne  l'expression  du  terme  de  rang  n   en  fonction  de  n,  on  dit  que 
Ton  donne  le  terme  général  de  la  série. 
-   Par  exemple,  les  séries 

1       i        i  1 


(*)  2    ■   4    ■    8    ■  ■  2« 

(2)  1  -+- 2 H- 3 -h   •  •  •   -h /i-h    •  •  •  , 

(3)  l__i_^_i_     ...     _|_(_i)n-l+     .... 

sont  déterminées,  et  le  terme  général  y  est  mis  en  évidence. 
Considérons  une  série  écrite  sous  la  forme  générale 

(4)  Ui-l-UiH-U3-i-    ■  •  •    H- "«H-    .  .  .  , 

et  formons  les  sommes  constituées  par  le  premier  terme,  les  deux 
premiers,    .  .  .  ,    les  n  premiers,    ...  : 

Si     =ui, 

S2     =ui-+-ii2, 


S„-i  =rUi-hUi-h     '    '    '     -h  «n-i  , 

S„        =M,-f-ll2-|-     •••     -f- U„_i  H- «„  , 


VoGT.  —  Math.  sup. 


^ 
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Si  la  suite  des  nombres 

a  une  limite  S,  on  dit  que  la  série  (4)  est  convergente  et  que  S  est  la 

somme  de  cette  série  ;  si  la  suite  (5)  n'a  pas  de  limite,  on  dit  que  la 

série  (4)  est  divergente. 

Par  exemple,  la  série  (1)  est  convergente,  car  la  somme   S„   des 

n    premiers  termes  est  celle  d'une  progression  géométrique  et  a  pour 

valeur 

j^ 1_ 

2 

elle  a  pour  limite  1,  et  ce  nombre  est  la  somme  de  la  série. 

La  série  (2)  est  divergente,  car  la  somme  des  n  premiers  termes 
augmente  indéfiniment  avec  n  ;  la  série  (3)  est  aussi  divergente,  car 
la  somme  des  n  premiers  termes  est  égale  à  0  ou  à  1  suivant  que  n 
est  pair  ou  impair,  et  n'a  pas  de  limite. 

Les  séries  convergentes  sont  les  plus  importantes,  et  sont  du 
reste  les  seules  que  l'on  puisse  introduire  dans  les  calculs  ;  elles  sont  la 
généralisation  des  sommes  arithmétiques  ou  algébriques  formées  d'un 
nombre  fini  de  termes  ;  nous  indiquerons  des  règles  qui  permettent 
de  décider  dans  beaucoup  de  cas  si  une  série  donnée  est  convergente 
ou  divergente,  et  nous  montrerons  comment  on  peut  calculer  sa 
somme  si  elle  est  convergente. 

29.  Ppoflpesslon  géométrique.  —  Pour  chercher  si  une  série  est 
convergente,  il  faut,  d'après  la  définition,  chercher  si  la  somme  S„ 
des  n  premiers  termes  a  une  limite  ;  il  est  rare  que  l'on  puisse  exprimer 
S„  en  fonction  du  rang  n,  et  constater  directement  si  elle  a  une  limite 
et  quelle  est  sa  valeur.  Le  calcul  n'est  guère  possible  que  dans  le  cas 
des  progressions  géométriques,  qui  sont  les  séries  les  plus  simples. 

Soit  la  progression  géométrique  dont  le  premier  terme  est  a  et  la 
raison    q, 

a  ^- aq  -h  aq^ -h    •  •  •   -haq'^-^-h    •  •  •  ^ 

prolongée  indéfiniment  ;  la  somme   S„  des    n  premiers  termes  a  pour 
valeur 
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a(q--i) 
^"-     q-i      ' 

Si  q  est  en  valeur  absolue  >i,  S„  augmente  indéfiniment  avec 
n  et  la  série  est  divergente  ;  si  au  contraire  q  est  <;  i  en  valeur 
absolue,  S„  a  une  limite, 

S  =  -^, 
i—q 

et  la  série  est  convergente  ;  sa  somme  est  égale  à  S. 

On  ramène  autant  que  possible  •l'étude  des  séries  à  celle  des 
progressions  géométriques,  comme  nous  le  verrons  plus  loin  ;  nous 
commencerons  par  démontrer  un  premier  théorème  fondamental. 

30.  Théorème  I.  —  Pour  quune  série  soit  convergentey  il  est  né- 
cessaire que  son  terme  général  ait  pour  limite  zéro. 

Il  faut  en  effet  que  la  suite  (5)  ait  une  limite  déterminée  ;  or,  les 
deux  sommes  S,»_i  et  S„  devant  tendre  toutes  deux  vers  cette  limite 
quand  n  augmente,  leur  différence,  qui  n'est  autre  que  le  terme  ij„ , 
doit  tendre  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  d'après  le 
théorème  du  n°  26. 

Les  séries  (2)  et  (3)  ne  remplissent  pas  la  condition  précédente  et 
sont  divergentes  ;  on  vérifie  au  contraire  que  la  série  (1),  qui  est  con- 
vergente, a  pour  terme  général  un  nombre  qui  tend  vers  zéro.  Il  faut 
remarquer  toutefois  que  la  condition  que  nous  venons  d'énoncer  n'est 
pas  suffisante  et  qu'il  existe  des  séries  dont  le  terme  général  tend  vers 
zéro  et  qui  ne  sont  pas  convergentes. 

31.  Série  harmonique.  —  L'exemple  le  plus  connu  de  ce  fait  est 
celui  de  la  série 

1  +-r-  -j-  —  H — ; — h     *   •   •     H h     '   '   '   1 

2       3        4  n 

que  l'on  appelle  série  harmonique  ;  son  terme  général  a  pour  limite 
zéro  ;  nous  allons  démontrer  qu'elle  est  cependant  divergente. 

Considérons  en  effet  des  groupes  successifs  de  termes,  en  nous 
arrêtant  aux  dénominateurs  qui  sont  des  puissances  de  2  ;  en  remar- 
quant que  chaque  terme  d'un  groupe  est  supérieur  au  dernier,  nous 
pourrons  écrire 
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2-^2 

ou 

1, 

3       4        4 

ou 

1 

2' 

56       78-^8 

ou 

1 

2' 

9      10                   16      16 

ou 

1 

2"' 

t 

•      •      •      • 

• 

nous  voyons  de  cette  façon  que  la  somme  de  p  groupes  est  supérieure 
à  ^  et  augmente  indéfiniment  avec  p  ;  la  série  est  donc  divergente. 

32.  Remarque.  —  Si  Ton  supprime  dans  une  série  un  ou  plusieurs 
termes  parmi  les  premiers,  la  série  restante  est  convergente  ou  diver- 
gente en  même  temps  que  la  première. 

Supposons  en  effet  que  Ton  supprime  dans  la  série 

Hl  -h  «2  -I-    •  •  •   -{~Up-\-   •  •  •   -h  i/„  -h    •  •  • 

un  certain  nombre  de  termes  parmi  les  premiers,  et  que  le  rang  de  ces 
termes  ne  dépass;e  pas  le  nombre  p.  Si  l'on  forme  dans  la  série  pro- 
posée et  dans  celle  que  l'on  obtient  après  cette  suppression  les  sommes 
des  termes  jusqu'à  h„,  ti  étant  quelconque  supérieur  à  p,  ces  sommes, 
diffèrent  Tune  de  l'autre  d'une  quantité  fixe  égale  à  la  somme  des 
termes  supprimés  ;  par  suite,  si  l'une  a  une  limite  lorsque  n  augmente 
indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  l'autre.  Les  deux  séries  sont  donc 
en  même  temps  convergentes  ou  divergentes. 

Cette  remarque  permet,  dans  la  recherche  de  la  convergence  ou 
de  la  divergence  d'une  série  donnée,  de  faire  abstraction  d'un  nombre 
fini  de  termes  pris  parmi  les  premiers,  ou  de  considérer  seulement  les- 
termes  dont  le  rang  dépasse  un  nombre  donné. 

33.  Séries  à  termes  positifs .  —  Nous  commencerons  par  étudier  les 
séries  dont  les  termes  ont  tous  le  même  signe  ;  nous  pouvons  les  sup- 
poser positifs  ;  tout  ce  que  nous  dirons  de  ces  séries  s'appliquerait  au 
cas  où  les  termes  seraient  tous  négatifs. 

On  reconnaît  ordinairement  qu'une   série  à  termes  positifs  est 
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convergente  ou  divergente  en  la  comparant  à  une  autre  série  dont  les 
termes  sont  plus  simples,  en  particulier  à  une  progression  géométrique 
et  en  appliquant  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  II.  —  Si  la  somme  des  n  premiers  termes  d'une  série 
à  termes  positifs  reste  finie  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  la  série 
■est  convergente. 

En  effet,  les  termes  de  la  suite  formée  par  les  sommes  successives 

vont  en  croissant  lorsque  n  augmente  ;  s'ils  restent  inférieurs  à  un 
nombre  fixe,  ils  ont  une  limite  (n°  25),  et  Ton  en  conclut  que  la  série 
-est  convergente. 

Ceci  nous  montre  que  si  ime  série  à  termes  positifs  est  divergente, 
la  somme  S„  augmente  indéfiniment  avec  n,  car  sinon  la  série  serait 
<?onvergente. 

Théorème  III.  '- —  Si  les  termes  d'une  série  à  termes  positifs  sont, 
à,  partir  d'un  certain  rang,  inférieurs  ou  au  plus  égaux  aux  termes 
de  même  rang  d'une  autre  série  de  même  nature  que  Von  sait  être 
-comyergente,  la  série  proposée  est  également  com^ergente. 

Si  la  propriété  indiquée  dans  Té  nonce  a  lieu  à  partir  d'un  certain 
rang  p,  nous  appliquerons  la  remarque  du  n°  32  et  nous  ferons  ab- 
straction dans  les  deux  séries  des  p  premiers  termes  ;  si  le  théorème  est 
vrai  pour  les  séries  obtenues  après  la  suppression  de  ces  p  premiers 
termes,  il  sera  encore  vrai  pour  les  séries  proposées.  Nous  sommes  ainsi 
ramenés  à  le  démontrer  dans  le  cas  où  tous  les  termes  d'une  série  à 
termes  positifs  à  partir  du  premier  sont  inférieurs  ou  au  plus  égaux  à 
•ceux  d'une  -autre  série  de  même  nature  que  Ton  sait  être  convergente. 

Si  cela  a  lieu,  la  somme  S„  des  n  premiers  termes  de  la  première 
série  est  inférieure  ou  au  plus  égale  à  celle  des  n  premiers  termes  de 
la  seconde,  et  cette  dernière  somme  est  inférieure  à  la  somme  de  la 
seconde  série  ;  on  en  conclut  que  S„  reste  fini,  et,  d'après  le  théorème 
II,  que  la  première  série  est  convergente. 

Exemples,  —  Les  séries 

1  1  i  \ 


>  > 


1.2      2.2^      3.2^  n.2'* 


^ 


38  COMPLÉMENTS    d' ALGÈBRE 

{n\  si  11^  g  .   sin*  2a  .   sin*  3a  .  .   sin*  n% 


22  2^  2" 

sont  convergentes,  car  le  terme  de  rang  n  de  chacune  d'elles  est  au  plus 

égal  à  — ,  et  la  série  dont  ce  dernier  nombre  est  le  terme  général  est 

une  progression  géométrique  convergente. 

On  verrait  de  même  que  si  les  termes  (Tune  série  à  termes  posi- 
tifs sont  à  partir  d'un  certain  rang  supérieurs  ou  au  moins  égaux 
aux  termes  de  même  rang  d'une  autre  série  de  même  nature  que  Von 
sait  être  divergente^  la  série  proposée  est  également  divergente. 

34,  Théorème  IV.  —  Si  dans  une  série  à  termes  positifs 
"i-l-"2-l-    •  •  •    -1- Wii-+- Wfi+l-h    •  •  •  1 


u 


le  rapport  -^^^  d'un  terme  au  précédent  est,  à  partir  d'un  certain 


Un 


rang,  inférieur  à  un  nombre  donné  k  plus  petit  que  i,  la  série  est 
convergente  ;  si  ce  rapport  est,  à  partir  d'un  certain  rang,  supérieur 
à  l'unité  y  la  série  est  divergente. 

Supposons  qu'à  partir  d'un  certain  rang  p   les  rapports 


î  1  •     •     •     7  ï 


"p  Wp  +  1  l'n 

soient  inférieurs  à  un  nombre   k  plus  petit  que  1  ;  on  aura 


Up=Up, 


Up^^<kup, 

Up+z<ffUp^t<k^Up, 
•  • • ï 

les  termes  de  la  série  proposée  sont  à  partir  du  rang  p  inférieurs  ou  au 
plus  égaux  à  ceux  d'une  progression  géométrique  décroissante  de  rai- 
son k,  qui  est  convergente  ;  cette  série  est  donc  elle-même  convergente 
(Th.  III). 

Supposons  maintenant  que  le  rapport  dun  terme  au  précédent  soit 
supérieur  à  l'unité  ;  tous  les  termes  à  partir  de  Up  sont  au  moins  égaux 
au  terme  i/^,  et  ils  ne  tendent  pas  vers  zéro  ;  la  série  est  donc  diver- 
gente (Th.  Il 
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85.  Pour  appliquer  ce  théorème,  on  cherche  ordinairement  si  le 
rapport  -^^^  a  une  limite  pour   n    infini  ;  si  cette  limite  existe  et  est  un 

Un 

nombre  l  inférieur  à  l'unité,  on  peut  affirmer  que  la  série  est  convergente. 
On  peut  en  effet  affirmer,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  24  sur  les 
limites,  qu'à  partir  d'un  certain  rang,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 
est  inférieur  à  un  nombre  /-f-e  qui  diffère  de  /  d'aussi  peu  qu'on  le 
veut,  et  l'on  peut  toujours  prendre  ce  nombre  /  -h  e  inférieur  à  l'unité  ; 
en  le  prenant  pour  valeur  de  k,  on  se  trouve  dans  les  conditions  du 
théorème  précédent  et  la  série  est  convergente. 

Si  la  limite  /  est  supérieure  à  l'unité,  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  est,  à  partir  d'un  certain  rang,  supérieur  à  un,  et  la  série 
est  divergente. 

Si  la  limite  /  est  égale  à  l'unité,  on  ne  peut  en  général  rien  affir- 
mer sur  la  convergence  ou  la  divergence  de  la  série. 

Comme  exemple,  la  série  suivante,  où  a  est  un  nombre  quelconque 
positif, 

j    .  a  .    a*    .      a'      .  a""* 

1  -h  — 


1       1.2      1.2.3  1.2.3   .  .  .   {n  —  i) 

a" 


1.2.3  ...   n 


Wn-Hl 


est  toujours  convergente,  car  le  rapport  -^^^  a  pour  valeur 

"n 
HZL±J  =  ± 

Un         n 
et  a  pour  limite  zéro. 

La  série 

l-^-i.a  +  1.2.a«+  .  .  .   -f-1.2   .  .  .   (n  — l)a»-» 

H- 1 . 2    ...    71 .  a"  -f-  •  • 

est  au  contraire  toujours  divergente,  car  le  rapport  d'un  terme  au  pré- 
cédent a  pour  valeur  na  et  augmente  indéfiniment  avec  n. 
La  série 

a    ,  a^  ,  a^  ,  .   a"  .     g"-^* 

^^     I     — —     I      —  —4 —      ...      — I —  — —  —4 —  ——^— 

123  n       n-h\ 

est  telle  que 


Un  n-hl 
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a  pour  limite  a  pour  n  infini  ;  elle  est  convergente  si  a  est  <;  i .  ft 
divergente  si  a  est  >>  1  ;  elle  est  aussi  divergente  pour  a  =  1 ,  puis- 
qu'elle se  réduit  à  la  série  harmonique. 

36.  Théorème  V.  —  Si  clans  une  série  à  termes  positifs 

Ui  H-  «2  -t-    •  •  •    -f-  "n  H-    •  •  •  1 

y  Un  est,  à  partir  d'un  certain  rang,  inférieur  à  un  nombre  donné     k 

plus  petit  que  1,  la  série  est  convergente  ;  si  yu^  est,  à  partir  d'un 
certain  rang,  supérieur  à  l'unité,  la  série  est  dit^ergente. 

Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  on  a 

c'est  que  u„  est  inférieur  à  A%  qui  est  le  terme  général  d'une. progres- 
sion géométrique  décroissante  et  convergente  ;  la  série  est  donc  aussi 
convergente  (Th.  III). 

Si  au  contraire  y  m„  est  >  1 ,  tous  les  termes  sont  >►  1  et  la  série 
est  divergente. 

On  applique  ordinairement  ce  théorème  en  cherchant  si  \/un  a  une 
limite  ;  on  verrait  comme  au  n°  35  que  si  cette  limite  existe  et  est 
<  1 ,  la  série  est  convergente  ;  si  elle  est  >  1 ,  la  série  est  divergente, 
et  si  elle  est  =  1 ,  on  ne  peut  en  général  rien  affirmer  sur  la  conver- 
gence ou  la  divergence  de  la  série. 

37.  Calcul  numérique  de  la  somme  d'une  série  convergente  î\ 
termes  positils .  —  Il  est  rare  que  l'on  puisse  déterminer  exactement 
la  somme  d'une  série  convergente,  en  dehors  du  cas  particulier  des 
progressions  géométriques  ;  le  plus  souvent,  on  ne  peut  calculer  qu'une 
valeur  approchée  de  cette  somme. 

Il  est  vrai  que  les  méthodes  que  nous  allons  indiquer  permettent 
d'ohtenir  cette  somme  avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on  le 

veut;  on  peut,  de  cette  façon,  former  si  on  le  désire   une  suite  de 

111 

valeurs  approîîhées  à    —  i  —,  —,    .  .  .    près,  et  la  somme  cherchée 

sera  la  limite  de  cette  suite  de  la  même  manière  que  \r2  est  la  limite 
de  ses  valeurs  approchées  avec  1,  2,  3,  ...  chiffres  décimaux.  Tou- 
tefois la  formation  d'une  telle  suite  est  plutôt  théorique  que  pratique. 
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^t  Ton  se  contente  dans  les  applications  numériques  d'une  seule  valeur 
iipprochée  de  la  somme,  obtenue  avec  une  approximation  fixée  à  l'avance. 
Ëtant  donnée  la  série  convergente 

II,  -f-  U2  -f-    •  •  •    +  u„  +  Un^i  -f-    •  •  •  1 

on  se  sert  seulement  d'un  certain  nombre  de  termes  pris  à  partir  du 
premier  et  Ton  néglige  les  suivants,  qui  sont  relativement  petits, 
puisque  le  terme  général  tend  vers  zéro  ;  de  plus,  on  remplace  les 
termes  conservés  par  leurs  valeurs  décimales  approchées  à  un  certain 
xlegré  d'approximation.  En  supposant  que  l'on  s'arrête  à  «„,  et  que  l'on 
substitue  à  «,,  w^,  ..•  -^  "n  Ips  valeurs  approchées  u[,  ui,  .  .  ., 
Un,-  on  prend  la  somme 

S,i  =  «i  -f-  «i  H-    •  •  •   -h  Un 

comme  valeur  approchée  de  la  somme    S"  de  la  série. 

L'erreur  ainsi  commise  sur  S  se  compose  :  1°  de  l'ensemble  des 

termes  négligés,  que  l'on  appelle  ordinairement  le  reste  de  la  série,  et 

qui  est 

Hfi  =  w„^i  -\-  H„j.2  -f-   •  •  •  ; 

2°  des  erreurs  que  l'on  commet  sur  zi,,  «21  •  •.  "«  ^n  leur  subs- 
tituant les  valeurs  «!,  i/a,  ....  Wn-  La  détermination  exacte  de  ces 
erreurs  est  en  général  impossible,  surtout  celle  de  la  première,  mais  on 
peut  trouver  une  limite  supérieure  de  leur  somme,  et  cette  limite  est 
la  seule  quantité  qu*il  importe  de  connaître. 

Généralement,  l'on  se  donne  à  l'avance  le  degré  d'approximation 
avec  lequel  on  veut  calculer  une  valeur  approchée  de  S;  on  détermine 
alors  le  rang  n  du  terme  auquel  on  doit  s'arrêter,  ensuite  l'approxima- 
tion avec  laquelle  on  doit  calculer  les  termes  conservés  pour  que  l'er- 
reur totale  commise  soit  inférieure  à  la  limite  que  l'on  s'est  imposée. 

Des  deux  sortes  d'erreurs  que  nous  avons  mentionnées,  la  seconde, 
provenant  delà  substitution  à  «1,1/2,  .  .  .,  «„  de  valeurs  décimales 
approchées,  est  du  domaine  de  l'arithmétique  et  nous  n'insisterons  pas 
sur  sa  détermination  ;  c'est  la  première  erreur,  c'est-à-dire  la  valeur 
de  R„  ou  une  limite  supérieure  de  cette  valeur,  qu'il  nous  importe  le  plus 
île  connaître  actuellement. 
"  Le  seul  procédé  pratique  pour  la  déterminer  consiste  à  chercher 
une  progression  géométrique  décroissante 
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dont  les  termes  soient  égaux  ou  supérieurs  à  ceux  dont  se  compose  le 
reste  R„  de  la  série  ;  ce  reste  sera  alors  au  plus  égal  à  la  somme  de  cette 
progression.  Par  exemple,  le  reste  R„  des  séries  (6)  et  (7)  (n**  33)  est 
inférieur  à 

il.  11  1 


2n+i      2"+*  2""^*  I        1       2" 

Si  Ton  n'aperçoit  pas  immédiatement  une  telle  progression,  on  peut 
utiliser  le  rapport  -^^^ ,  ou  bien  Y^n  »  pour  en  former  une  ;  supposons 

que  le  rapport  d  un  terme  au  précédent  soit,  à  partir  du  rang    n  -h  1 , 
inférieur  à  un  nombre   A:  <;  1  ;   on  verra,  comme  au  n°  34,  que  Ton  a 

et  Ton  en  déduira,  en  faisant  la  somme  indiquée  au  second  membre. 


Rn< 


i—k 


Pour  donner  un  exemple,  supposons  que  Ton  veuille  déterminer  une 

1 
valeur  approchée  à  -rôfûi  P*"^^  ^®  ^^  somme  de  la  séries 

1+A+A+  ...  +^ 

8       8*       83  8" 

cette  série  est  convergente,  car  le  rapport 

u„  8/1 

i 
a  pour  limite  le  nombre  —  qui  est  inférieur  à  Tunité. 

o 

En  négligeant  les  termes  à  partir  du  rang  n,  le  reste  de  la  série  est 


gn+1  gn 


+i 


m      9 


» 


comme  dans  cette  somme  le  rapport  d'un  terme  quelconque  au  précé- 

71-1-2 

dent  est  au  plus  égal  à  celui  des  deux  premiers,  c'est-à-dire  à  ^ tt> 

on  voit,  en  répétant  un  raisonnement  fait  précédemment,  que   R„  est 
inférieur  au  nombre 
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8"+*     i  __    ^  +  2         (7/1  -f-  6)8"  ' 

8(n-f-l) 

1 
Pour  /i  =  4,  ce  dernier  nombre  est  inférieur  à  h-tt-t  ,  etilenestdemême 

5000 

de  R„  a  fortiori;  il  suffira  alors  de  conserver  les  termes  Ui,  1/2,  «3  et  1/4 

et  d'en  calculer  une  valeur  approchée  à  près,  car  Terreur  totale 

sera  alors  inférieure  à 

1.4  6  4      i-    /•     •  '  1 

et  a  fortiori  a 


5  000      10  000      10000  '  1000 

Prenons  la  somme  des  valeurs  approchées  par  défaut  des  quatre  pre- 
miers termes  avec  4  chiffres  décimaux  : 


«1 
«4 


=  0,125 
=  0,031  2 
=  0,0117 
=  0,000  9 


«I  -f-  tf i  +  "i  H-  «i  =  0, 1 68  8  ; 

c'est  une  valeur  approchée  par  défaut  de  la  somme  de  la  série  à  6  dix- 
millièmes  près  ;  cette  somme  est  donc  comprise  entre  0,168  8  et  0,169  4. 

38.  Séries  à  termes  quelconques.  —  Soit 

(8)  UiH- «2-1-    •  •  •   H- WnH-    •  •  • 

une  série  dont  les  termes  ne  sont  pas  tous  de  même  signe  ;  désignons 
par  ^1,^2,  .  .  .,  Vni  •  •  •  les  valeurs  absolues  ou  modules  de  ses 
termes,  et  considérons  la  série  des  modules 

(9)  l'i  -f-  Vi  -h    •  •  •   -h  r„  -h   •  •  • 

Théorème  VI.  —  Si  la  série  des  modules  des  termes  dhine  série 
donnée  est  convergente  y  cette  série  est  elle-même  convergente. 

Désignons  par  S„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
donnée  (8)  ;  elle  se  compose  de  termes  positifs  dont  nous  désignerons  la 
somme  par  P„,  et  de  termes  négatifs  dont  nous  représenterons  la 
somme  des  valeurs  absolues  par  Q„  ;  de  cette  façon,  on  a 

Sn  =  Fn  Vn  » 


1 


•  *  • 

i/.V 
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Ja  somme  des  termes  correspondants  de  la  série  des  modules   sera 

Lorsque  n  augmente,  cette  dernière  somme  augmente  en  restant 
inférieure  à  la  somme  de  la  série  (9)  :  on  en  conclut  que  ?„  et  Qa 
croissent  avec  /?,  en  restant  inférieurs  à  des  nombres  fixes.  D'après  le 
principe  du  n°  25,  ces  deux  nombres  ont  des  limites  que  nous  appellerons 
P  et  Q  ;  dès  lors  S„  a  une  limite  égale  à  P  —  Q  ;  la  série  (8)  est  donc 
bien  convergente. 

39.  Séries  alternées.  —  Le  théorème  VI  fournit  une  condition  suffi- 
sante ponr  la  convergence  d'une  série  à  termes  quelconques,  mais  cette 
condition  n'est  pas  nécessaire,  comme  nous  le  verrons  plus  loin.  Les 
séries  les  plus  importantes  après  les  séries  à  termes  tous  de  même  signe 
sont  celles  dont  les  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et 
que  Ton  appelle  séries  alternées  ;  pour  un  grand  nombre  d'entre  elles,  on 
peut  appliquer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VII.  —  Si  les  termes  d'une  série  alternée  vont  constam- 
ment en  décroissant  en  valeur  absolue  et  tendent  t^ers  zéro,  la  série  est 
convergente. 

Nous  pouvons  supposer  sans  inconvénient  que  le  premier  terme 
est  positif;  nous  écrirons  la  série,  en  mettant  en  évidence  le  signe  des 
termes,  sous  la  forme 

(10)  li,  —  1,2-4- Wj—  11^-^     .'.-.     -4-(_i)n-lu„-h      ... 

Nous  emploierons  une  représentation  géométrique  pour  démontrer 
le  théorème.  Sur  une  droite  indéfinie  (fig'.  1)  ;  portons  à  partir  d'un 
point  0  une  longueur  OAi   mesurée  par  Wi ,    puis  en  sens  contraire 


O 


A.X       A./, 


— »— 


Fig.  1 


A; 


AiA2=  u-i,  puis  dans  le  sens  primitif  A2A3  =  1/3,  et  ainsi  de  suite;  la 

somme  S„  des  n  premiers  termes  de  la  série  (10)  est  mesurée  par  0A„. 

Comme  les  nombres  «1,1/21    •  .  •   vont  en  décroissant,  A2  est  entre 
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O  et  Ai  ,  A3  entre  Aj  et  Ai,  etc. ,  et  chaque  point  est  situé  entre  les 
deux  précédents  dans  la  suite  0,  Ai,  Aj,  A3,    ... 

On  voit  que  les  sommes  Si ,  S^ ,  .  .  .  ,  S^» ,  ...  sont  représen- 
tées par  OA2,  OAt,  .  .  .  ,  OAin,  ...  et  augmentent  en  restant 
inférieures  à  Si  ;  elles  ont  donc  une  limite  (n°  25)  ;  de  même  les  sommes 
Si,  Sa,  .  .  .  ,  Sin+u  •  •  •  ï  sont  représentées  par  OA, ,  OA2,  .  .  .  , 
OAan+t»  ...  et  diminuent  en  restant  positives;  elles  ont  aussi  une 
limite.  Ces  deux  limites  sont  égales,  car  la  différence  entre  Sj„^.i  et 
Sîn  est  égale  à  ii2n+i  et  tend  vers  zéro;  on  en  conclut  que  la  série  est 
convergente. 

Le  raisonnement  précédent  montre  que  les  points  Ai,  A2,  .  .  .  , 
A2111  A^A+i,  .  .  .  ont  un  point  limite  A  tel  que  OA  soit  égal  à  la  somme 
de  la  série. 

Exemple.  —  La  série 

satisfait  aux  conditions  du  théorème,  elle  est  donc  convergente;  ce- 
pendant la  série  des  modules  de  ses  termes  est  divergente,  car  elle 
est  la  série  harmonique  (n°  31). 

40.  Calcul  de  la  somme  d*une  série  alternée  convergente.  —   Le 

calcul  numérique  approché  de  la  somme  d'une  série  convergente  à 
termes  quelconques  se  fait,  comme  au  n°  37,  en  utilisant  seulement 
un  certain  nombre  de  termes  à  partir  du  premier,  et  en  calculant  des 
valeurs  décimales  approchées  des  termes  conservés.  L'évaluation  du 
reste  de  la  série,  ou  d'une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  ce 
reste,  n'est  pas  aussi  simple  que  dans  le  cas  des  séries  à  termes  positifs  ; 
si  Ton  sépare  dans  le  reste  R„  la  partie  positive  de  la  partie  négative, 
et  si  Ton  écrit 

il  faut  calculer  une  limite  supérieure  de  Tune  des  deux  parties  et  une 
limite  inférieure  de  l'autre,  de  façon  à  obtenir  une  limite  supérieure  de 
la  valeur  absolue  de  la  différence. 

Le  seul  cas  que  nous  examinerons  est  celui  d'une  série  jouissant  de 
la  propriété  énoncée  au  théorème  VII  ;  on  peut  alors  donner  la  règle 
simple  suivante  : 


] 
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Le  reste  R„  a  le  même  signe  que  le  premier  terme  négligé,  et  sa 
valeur  absolue  est  au  plus  égale  à  celle  de  ce  terme. 

On  voit  en  effet  sur  la  figure  que  si  Ton  s'arrête  au  terme  U2n-i  ? 
R„  est  représenté  par  A2„_iA;  il  est  négatif  et  inférieur  en  valeur 
absolue  à  A2„_iA2,m  c'est-à-dire  à  u^^'y  si  l'on  s'arrête  au  contraire  à 
«2n>R/i  est  positif  et  inférieur  à  A2„A2„+i,  c'est-à-dire  à  «2„+i,  ce  qui 
démontre  la  règle. 

Par  exemple,  si  Ton  veut  que  le  reste  de  la  série  (H)  soit  inférieur 
à  un  centième,  on  peut  négliger  les  termes  à  partir  du  centième,  de 
sorte  que  l'on  a  à  calculer  les  cent  premiers  ;  comme  il  n'est  pas 
facile  d'énoncer  de  règle  permettant  de  se  limiter  à  un  moins  grand 
nombre  de  termes,  on  voit  sur  cet  exemple  combien  est  pénible  le 
calcul  de  cette  série.  En  général  le  calcul  des  séries  alternées  est  peu 
commode,  et  l'on  préfère  leur  substituer  dans  les  applications,  lorsque 
c'est  possible,  des  séries  à  termes  positifs;  ces  dernières  sont,  comme 
on  dit,  plus  rapidement  convergentes. 


CHAPITRE  VII 


LA  SÉRIE  e  ET  LA  FONCTION  e^. 


41.  Série  e.  —  On  appelle  e   la  somme  de  la  série 

i         1  i  I 

\^)  ^1^1.2       1.2.3  1.2. 3   ...    n 


.  •  . 


cette  série  à  termes  positifs  est  bien  convergente,  car  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  est 

iz„        1.2.3   ...    /il. 2. 3   ...    [n  —  1)       n 

et  tend  vers  zéro  quand    n   augmente  indéfiniment. 

Pour  calculer  une  valeur  approchée  de  sa  somme,  supposons  que 

1 

Ton  conserve  les  premiers  termes  jusqu'à    .    ,  ^ et  que  Ton 

1 .  J .  t)    ...    n 

néglige  les  suivants  ;  ces  derniers  constituent  un  reste  R  ayant  pour 
valeur 

^"^1.2. 3 n(n-f-l)"^  1.2.3    ...    (n-hl)(fH-2)~^  ''' 

on  en  obtiendra  une  limite  supérieure  en  remplaçant  dans  les  déno- 
minateurs, les  nombres  /i-f- 2 ,  tu- 3 ,  ...  par  h -t-  1 ,  de  sorte 
qu^on  aura 


1.2.3   ...    n(nH-l)       1.2.3   ...    n{n-\,\Y 

1 


1.2.3   .  .  .   /i(/i-f-l)' 
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Le  second  membre  de  cette  inégalité  renferme  le  produit  du  dernier 

terme  conservé   .    ^  .^ par  les  termes  d'une  progression  géomé- 

1.2.0  ...   n 

i  i 

triaue  r  H-  7 tt^  H-   .  .  .   dont  la  somme  est 

^       n-hl       (/i-hl)^ 

i 
/i  -h  i  1  . 


i_         *  fi 


on  a  donc  R  -< 


n-hl 

i_ j_ 

1.2.3    ...    n     n 


ce  qu'on  peut  encore  écrire,  en  désignant  par  6  un  nombre  inférieur 
à  1, 

1  e 


R  = 


1.2.3    ...    n    n 


42.  Avant  d'appliquer  ce  résultat  au  calcul  de  la  somme  de  la 
série,  nous  allons  nous  en  servir  pour  démontrer  ce  théorème: 

Le  nombre   e  est  irrationnel. 

Supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  et  que    e    soit  égal  à  une 

fraction  irréductible     -:  mettons  en  évidence  la  somme  des  71  -f-  i  pre- 

n 

miers  termes  et  le  reste  correspondant,  et  écrivons 
."•=,  +  4.+    !+...+  1.16 


n  1        1.2  1 . 2 . 3    .  .  .    /?       i  .  2 . 3  .  .  .  n.    n 

Multiplions  les  deux  membres  par  1.2.3  ...  n;  nous  obtien- 
drons partout  des  produits  entiers,  sauf  au  dernier  terme,  et  nous 
aurons  une  égalité  de  la  forme 

n 

où  M  et  M'  sont  des  entiers;  une  telle  égalité  est  impossible,  car  —  est 

n 

une  fraction  non  nulle  et  inférieure  à  un  ;  e  ne  peut  donc  être  égal  à 
une  fraction  ;  il  est  par  suite  irrationnel. 

43.  Nous  allons  calculer  une  valeur  approchée  de  e  avec  un 
certain  nombre  de  chiffres  décimaux  exacts,  par  exemple  deux.  Il  faut 
prendre    n   assez  grand  pour  que  Terreur  commise  en  négligeant  le 
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reste    R,    jointe  à  celle  que  Ton  obtient  en  substituant  aux  premiers 

termes  des  valeurs  décimales  approchées,  donne  une  somme  inférieure 

à  un  centième. 

Or,  si  Ton  prend   n  =  5 ,    on  a  sûrement,  d'après  ce  que  nous  avons 

1 
dit  au  n°  41,    ï^<^7j7vî    d'autre  part  la  somme  des  termes  jusqu'à 

nr=:5   est 


1       1.2      1.2.3      1.2.3.4      1.2.3.4.5 

Les  trois  premiers  sont  exactement  convertibles  en  nombres  déci- 
maux, mais  il  n'en  est  plus  de  même  des  trois  autres;  en  calculant 
ces  derniers  avec  trois  chiffres  décimaux  exacts  par  défaut,  on  commet 
sur  chacun  d'eux  une  erreur  inférieure  à  un  millième  et  sur  leur 
somme  une  erreur  au  plus  égale  à  trois  millièmes.  L'erreur  totale? 
commise  sur  la  somme  de  la  série  est  alors  inférieure  à 

1 


500      1000      1000 

et  elle  est  bien  inférieure  à  un  centième. 

Nous  aurons  donc  la  valeur  cherchée  en  calculant  les  six  premiers 
termes  de  la  série  e  à  un  millième  près  par  défaut  ;  la  somme  de  ces 
valeurs  est 

1  -4- 1  H-  0,5  -f-  0,166  -h  0,041  -f-  0,008  =  2,715  ; 

nous  sommes  certains  que  le  nombre  e  est  compris  entre  2,715  et  2,720. 
Sa  valeur  avec  cinq  chiffres  décimaux  exacts  par  défaut  est 

e  =  2,71828. 

44.  Fonction  e*.  —  On  appelle  fonction  exponentielle  une  expres- 
sion de  la  forme  a^;  où  a  est  un  nombre  positif,  et  x  un  nombre  qui 
peut  prendre  des  valeurs  quelconques.  Les  valeurs  de  la  fonction  a' 
pour  les  valeurs  de  x  entières  ou  fractionnaires,  positives  ou  négatives, 
résultent  des  définitions  données  dans  le  chapitre  IV;  ses  valeurs  pour 
X   irrationnel  seront  définies  plus  loin. 

La  fonction  exponentielle  qui  joue  le  rôle  le  plus  important  en 
analyse  est  celle  pour  laquelle  a  est  égal  au  nombre  e  précédemment 
défini;  c'est  la  fonction    e*. 

VocT.  —  Math.  sup.  4 
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Le  calcul  de  sa  valeur  pour  x  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou 
négatif,  nécessite  l'élévation  à  une  puissance  ou  l'extraction  de  la 
racine  d'un  nombre  irrationnel,  et  le  résultat  ne  peut  jamais  être 
obtenu  exactement.  Nous  allons  remplacer  ce  calcul  par  celui  de  la 
somme  d'une  série,  ce  qui  est  beaucoup  plus  pratique,  car  il  suffît  de 
déterminer  un  petit  nombre  de  termes  pour  obtenir  une  valeur  très 
approchée  de  cette  somme. 

Nous  démontrerons  que  la  valeur  de  e*,  pour  x  entier  ou  fraction- 
naire, positif  ou  négatif,  est  égale  à  la  somme  de  la  série 


1        i.2      1.2.3  1.2.3  ...    n 

Nous  allons  voir  d'abord  que  cette  série  est  convergente.  Si  a  est 
la  valeur  absolue  de  x,  la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes  de 
la  série,  c'est-à-dire  la  série  des  modules,  est 


1 


«    .     a*     .       a^ 


!       1.2       1.2.3 


et  nous  avons  démontré  au  n°  35  qu'elle  est  toujours  convei^enle  ;  il 
en  est  alors  de  même  de  la  série  e'  l'n**  38  . 

Pour  calculer  une  >aleur  approchée  de  e',  on  néglige  les  termes 
dont  le  rang  dépasse  un  certain  nombre  convenablement  choisi,  et  l'on 
fait  la  somme  des  valeurs  approchées  de  ceux  que  l'on  conserve.  Sup- 
posons qu'on  s'arrête  au  terme  qui  renferme  x"  :  le  reste  correspon- 
dant de  la  série  est 


1.2.3   ...    lin  — 1        1.2.3    ...    Ji/i— 1     n-^2 

Si  X  est  positif,  ce  reste  est  inférieur  à  la  somme  obtenue  en  rem- 
plaçant n  — 2.  n-î-3,  ...  par  n  — I  dans  les  dénominateurs, 
c'est-à-dire  inférieur  à 

1.2.3  .  .  .   fi  In^i        n— I  *  J' 

si  de  plus  n  est  assez  grand  pour  que    n  —  l    soit  supérieur  à    x,    la 
parenthèse  est  une   progression  géométrique  convergente,  et  a  pour 

somme  - On  peut  donc  écrire,  en  désiirnant  par  b  un  nombre 

positif  inférieur  à  l'unité. 
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(3) 


R= 


x^ 


Oj- 


i  .  2. 3    ...    n    fi  H-  1 


X 


Si  X  estnégatifetégalà  — x\  la  valeur  absolue  de  R  est  infé- 
rieure à  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses  termes,  et  cette  dernière 
somme  est  égale  à  celle  que  l'on  obtiendrait  en  remplaçant  x  par  x' 
dans  lé  calcul  précédent.  La  valeur  absolue  de  R  est  donc  égale  à  une 
expression  de  la  forme 


/  — ' 


6'jr 


1.2.3  ...    n    n-\-\—x' 

où    ô'   est  un  nombre  inférieur  à  Tunité,  et  Ton  peut  écrire  finalement 
dans  le  cas  de   x   négatif,  en  remplaçant   x'    par   — x, 

x"  Ôx 


(4) 


R  = 


1.2.3...    Il    /ï-4-l-f-x 


0     étant  un  nombre  positif  ou  négatif,  inférieur  à  l'unité  en  valeur 
absolue. 


45.  Les  propriétés  de  la  fonction    e"   définie  comme  somme  de  la 
série  (2)  découlent  du  théorème  fondamental  suivant  : 

En  désignant  par    x     et     y     des  nombres  algébriques  quelcon- 
ques, on  a 

(5)  e^.e'  =  e*-^^ 

Nous  voulons  démontrer  que  le  produit  des  valeurs  des  deux  séries 


6^=1-1-^-+-  ^' 


1       1.2 


1.2    ...    n 


.in 


\     »    mt         ...         a«fl 


•      .      , 


^  ^1^1.2 


r 


1.2 


n 


-f- 


•     ■     • 


y 


in 


1.2 


2/1 


est  égal  à  celle  de  la  série 

,        x-hv       (x-hy)'^ 
er      _i-t-       4       -^      4^2        ^ 


f- 


1.2    ...    n 

(x-hifY" 


1.2    ...    2/1 
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Considérons  dans  la  première  les  termes  dont  le  degré  est  inférieur 
ou  égal  à  n  ;  leur  ensemble  forme  un  polynôme  de  degré  n  que  nous 
désignerons  par  PJx),  et  la  valeur  de  ce  poI^Tiome  a  pour  limite  la 
somme   e'    de  la  série  lorsque   n    augmente  indéfiniment. 

Prenons  de  même  dans  la  seconde  série  les  termes  dont  le  degré 
est  inférieur  ou  égal  à  n  ;  leur  ensemble  est  le  polynôme  P,Cy).  For- 
mons alors  le  produit  des  deux  polynômes  P^fx)  et  P„(y  )  en  l'ordon- 
nant suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et   de    y. 

Nous  voyons  déjà  que  le  terme  constant  est  égal  à  1  ;  les  terme» 

du  premier  degré  sont  x-hy;  ceux  du  second  sont  -j—^  "•"  T    i  "^  iT* 

(x  -\-  u)^ 
ce  qui  peut  s'écrire  sous  la  forme  ^         -^^    •  Nous  voyons  ainsi  apparaître 

les  premiers  termes  de  la  série  c*"*"^  ;   nous  allons  montrer  que  l'ensemble 
des  termes  du  produit  dont  le  degré  est  un  nombre    p    égal  ou  infé- 
rieur à    71   est  identique  au  terme  de  degré  p   de  la  série    e*"^'. 
Ces  termes  du  produit  sont  en  effet 


xP  xP-^  y  ay*-*  y 


2 


1.2    .  .  .   /)      1.2    .  .  .   (/>  —  !)     1       1.2   ...    (/>  — 2)    1.2 


1.2    .  .  .  /) 


en  les  écrivant  sous  la  forme 


1.2 


Vjf^ExP-iy^p^p^  2^^x^-^^-f-  •••  -f-y^l. 


on  voit  que  la  parenthèse  est  le  développement  de    [x-^yY   d'après  la 
formule  du  binôme,  et  que  Tensemble  des  termes  considérés  est  égal  à 

[x-hyY 


1.2   ...  p 

ce  que  nous  voulions  établir. 

Ainsi  donc,  le  développement  du  produit  P„(jî)  .  P„(  y)  renferme 
tous  les  termes  de  degré  inférieur  ou  égal  à  n  entrant  dans  la  série 
c''^\  c'est-à-dire  tous  les  termes  du  polynôme  P„(j:  -h  i/),  mais  il  en 
renferme  encore  d'autres  dont  le  degré  est  compris  entre  n  et  2« . 
Nous  représenterons  leur  ensemble  par  Q   et  nous  poserons 

(0)  P„(x).P„(y)  =  P„(x  +  y)  +  Q; 
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nous  allons  montrer  maintenant  que  Q  tend  vers  zéro  quand  n  aug- 
mente indéfiniment. 

Supposons  pour  cela  que  Ton  prenne  dans  les  séries  e*  et  e"^  les 
termes  dont  le  degré  va  jusqu'à  2/i,  c'est-à-dire  que  Ton  forme  les 
polynômes  P2i,(x)  et  P2„(y)  et  que  l'on  effectue  leur  produit  ;  les  termes 
de  ce  produit  dont  le  degré  va  jusqu'à  2n  constituent,  d'après  un  rai- 
sonnement analogue  au  précédent,  le  polynôme  P.2„(xh-î/),  tandis 
que  ceux  dont  le  degré  va  jusqu'à  n  constituent  P„(x-f-;i/).  Les  termes 
qui  entrent  dans  Q  sont  compris  parmi  ceux  du  produit  P2n(a:)  .  P2f,(,y) 
dont  le  degré  est  compris  entre  n  et  2n  ;  ils  forment  donc  une  partie 
des  tenues  de  la  différence 

Pi«(^-^.y)-Pn(x-^y)-^   2   ...  (n-hl)'^ ^   1.2    ...    2n  • 

Si  nous  appelons  x'  et  y'  les  valeurs  absolues  de  x  et  de  t/,  nous 
•sommes  certains  que  la  valeur  absolue  du  second  membre,  ainsi  que 
-celle  de   Q  qui  n'en  est  qu'une  partie,  sont  inférieures  l'une  et  l'autre  à 

mais  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  les  deux  polynômes  Pinf^+yJ 
-et  P„(x'-hy')  ont  pour  limite  e*'"^^'  et  leur  différence  tend  vers  zéro; 
il  en  est  donc  de  même  de  la  valeur  absolue  de  Q,  ce  que  nous  voulions 
«tablir. 

Si  alors  nous  faisons  croître  n  indéfiniment  dans  les  deux  membres 
de  l'égalité  (6),  Pn(a:),  Pn(y)  et  P„(a:-f-y)  ont  respectivement  pour 
limites  e*,  e-    et    e*-^-%    et  Q   a  pour  limite  zéro  ;  on  a  donc  à  la  limite 

e* .  e-*  =  e'-^K 

46.  Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  va  nous  faire  voir 
que  la  valeur  de  la  série  (2)  pour  x  rationnel  est  identique  à  la  puis- 
sance d'exposant   x  du  nombre   e. 

D'abord,  pour  x  =  0  et  pour  x  =  l,  la  série  prend  la  valeur  1  et 
la  valeur  c;    si  l'on  fait  ensuite  dans  l'égalité  (5),  x^=y,  on  a 
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et  en  multipliant  ensuite  plusieurs  fois  par   e'    les  deux  membres,  on 
arrive  de  proclie  en  prootie  à  l'égalité 

m  étant  le  nombre  des  facteurs  du  premier  membre. 

En  faisant  alors  x^  1,  on  voit  que  e",  dans  le  cas  de  m  entier, 
est  égal  au  produit  de  m  facteurs  égaux  à  e,  c'est-à-dire  à  la  puissance 
m*  du  nombre  e. 

Si  l'on  fait  maintenant  x  =  —,  et  si  l'on  forme  le  produit  de  q  fac- 
teurs  égaux  à  e^,  il  est  égal  à  e  '  =  e*",  on  a  donc 

[e'^  )   =eP,       d'où       e^  =Ve^. 
Si  l'on  fait  enfin  y  =  —  x  dans  la  formule  fondamentale,  on  a 

e'.c-*  =  e*=l,       d'où       e-*  =  — • 

Nous  avons  bien  montré  l'identité  de  la  série  i2.  et  de  la  puissance 
d'exposant  x  du  nombre  e,    lorsque  x  est  rationnel. 

Lorsque  x  est  un  nombre  irrationnel,  nous  appellerons,  par  défi- 
nition valeur  de   e'  la  valeur  de  la  série  .  2  . 


47.  Variation  de  la  fonction  e*.  —  Lorsque  x  est  positif,  tous  les 
termes  de  la  série  c*  sont  positifs  et  augmentent  avec  x;  on  en  conclut 
que  c*  est  supérieur  à  Funité  et  augmente  avec  l'exposant  ;  la  fonction 
augmente  du  reste  indéfiniment  en  même  temps  que  x. 

Lorsque  x  est  négatif,  si  l'on  représente  par  x'  sa  valeur  absolue, 
on  a 

/>*  — • 

on  en  conclut  que  e*  est  inférieur  à  l'unité,  diminue  lorsque  x'  aug- 
mente et  a  pour  limite  zéro  lorsque  x'  augmente  indéfiuiment.^ 

Donnons  à  x  deux  valeurs  voisines  x  et  x-f- A  ;  la  difîérence  des 
valeurs  correspondantes  de  la  fonction  est  ,  . 

.  .  ^*+A__e'  =  e'(e*— f);     •     '  ' 

nous  allons  montrer  que  cette  différence  tend  vers  zéro  en  même  temps 
que  h. 
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Nous  avons  en  effet 

h        h^  A" 

et  nous  avons  vu  (n°  44)  que  R  a  l'une  des  valeurs 


1.2.  ..H     n-\-\—h'  1.2...n     7i-f-l-f-A' 

suivant  que  A  est  positif  ou  négatif.  Le  second  membre  de  Tégalité  (7) 
se  compose  d'un  nombre  limité  de  termes  qui  tendent  tous  vers  zéro 
avec  h  ;  nous  en  concluons  qu'il  en  est  de  même  de  leur  somme,  et  que 
la  différence  e*-*"*  —  e*  tend  aussi  vers  zéro  avec  A. 

On  énonce  cette  propriété  en  disant  que  la  fonction  e*  est  continue  ; 
pratiquement,  cela  signifie  qu'elle  varie  de  quantités  très  petites  lorsque 
X  varie  lui-même  de  quantités  très  petites. 

Nous  admettrons,  comme  une  conséquence  de  ce  qui  précède,  que 
si  X  varie  d'une  manière  continue  entre  deux  valeurs  Xq  et  Xi,  c'est- 
à-dire  en  passant  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires,  e*  passe  éga- 
lement par  toutes  les  valeurs  comprises  entre   e*«   et  e**. 

Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  peuvent  être  énoncés  de  la 
façon  suivante  : 

Théorème.  —  Lorsque  x  croît  de  — oo  à  -hoc,  la  fonction 
e*  croît  d^une  manière  continue  de  0  à  H-  oo  ;  elle  a  la  valeur  i  pour 
x  =  0    et  la  valeur     e    pour   x=l. 

48.  Limite  de  — r — .  —  Il  résulte  du  calcul  que  nous  avons  fait 
précédemment  pour  obtenir  la  formule  (7)  que  l'on  a 
e*  — i       1    .     A     .  A"-*  A"  e         . 


A  1       1.2  1.2    ...    71      1.2    ...    n  /i-f-ldiA 

les  termes  du  second  membre  sont  en  nombre  limité,  et  ont,  sauf  le 
premier,  pour  limite  zéro  quand  A  tend  vers  zéro;  on  en  conclut  que  la 
limite  de  l'expression  considérée  est  l'unité  quand  A    tend  vers  zéro. 

49.  Logarithme  népérien.  —  Si  l'on  pose 
il  résulte  des  propriétés  de  e"  qu'à  tout  nombre  positif  X  correspond  un 
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nombre  algébrique  x   et  un  seul  ;  on  l'appeile  le  logarithme  népérien 
X,   et  on  le  désigne  par  la  notation 

X  =  log  X  ; 

emploie  quelquefois  le  sjinbole  Iog„  ou  la  lettre  L  pour  désigner  le 
arithme  népérien. 

Un  nombre  X  supérieur  à  l'unité  a  un  logarithme  positif  ;  un 
nbre  inférieur  à  l'unité  a  un  logarithme  négatif;  le  nombre  I  a 
ir  logarithme  0,  et  le  nombre  e  a  ponr  logarithme  1.  Un  nombre 
i  petit  a  un  logarithme  négatif  très  grand  en  valeur  absolue,  et  l'on 
qu'à  la  limite  le  logarit!  me  de  0  est  — œ  . 


CHAPITRE  VIII 


FONCTION  EXPONENTIELLE  ET  LOGARITHMES 


50.  Fonction  a*.  —  Ainsi  que  nous  l'avons  dit  au  n°  44,  on 
appelle  fonction  exponentielle  une  expression  de  la  forme  a',  a  étant 
un  nombre  positif  et  x  un  nombre  algébrique  quelconque.  Sa  valeiir 
pour  X  entier  ou  fractionnaire  est  définie  dans  la' théorie  élémentaire 
des  exposants  (Ch.  IV). 

De  même  que  nous  avons  remplacé  le  calcul  de  e*  par  celui  d'une 
série,  nous  allons  ramener  le  calcul  de  a*  à  celui  d'une  certaine  série, 
en  rattachant  la  fonction  exponentielle  générale  à  la  fonction  e*. 

Désignons  par  a  le  logarithme  népérien  du  nombre  a  ;  nous  avons 

Nous  allons  montrer  que  pour  toute  valeur  de  x  entière  ou 
fractionnaire,  positive  ou  négative, ^^pus  avons  a*  =  e**.  Si  nous 
élevons  d  abord  les  deux  membres  de  Tégalité  précédente  à  une  puis- 
sance entière  m,  nous  avons,  d's^priès  les  propriétés  démontrées  au 
n*»46, 

I 

nous  avons  de  même,  dans  le  cas  d'un  exposant  fractionnaire  ^  » 

y. 

si  nous  élevons  en  effet  les  deux  membres  à  la  puissance  entière  q,  ils 
deviennent  respectivement  a^  et  (  e^     I  =eP*    et  ces  deux  quantités 
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sont  égales  ;  il  en  est  donc  de  même  des  preipières  ;  si  enfin  m  désigne 
un  nombre  négatif  égal  à   —  m',    nous  avons 

1  1 

a"  r=  — ;  =  — ;-  =z  e»"* . 

Nous  voyons  donc  que  pour  toute  valeur  de  x  entière  ou  fraction- 
naire, positive  ou  négative,  nous  avons  a*  =  e^«.  Nous  prendrons  cette 
égalité  comme  définition  de   a'   dans  le  cas  de    x   irrationnel. 

En  nous  servant  de  la  représentation  de  e*  par  une  série,  nous 
pouvons  écrire 

xoi   .    x'^ol'^   .  a;"a" 


a^  =  e^«==l-f-  — -+-"-   -f- 


1        1.2  1 . 2    .  .  .    /i 

ou  bien,  en  remplaçant   a   par   loga^ 

,       X  loff  a      x^  loff-  a  x"  log"  a 

^      1       ^     1.2     ^  ^1.2    .  .  .    n 

Si  Ton  utilise  «ette  série  pour  le  calcul  numérique  d'une  valeur 
approchée  de  a*,  des  formules  telles  que  (3)  et  (4)  du  n°  44  fournissent 
la  valeur  du  reste  lorsqu'on  s'arrête  au  terme  de  degré    n . 

51.  Propriétés  de  a"".  —  Nous  savons  que  l'on  a  pour  toute  valeur 
rationnelle  de  x   et  de    i/   les  égalités 

Nous  allons  démontrer  qu'elles  ont  lieu  pour  des  valeurs  quel- 
conques des  exposants  ;  nous  nous  servirons'  pour  cela  de  l'équation 
rt*  =  e*",  a  désignant  le  logahllitîie  népérien  de  a  y  et  de  ce  que  nous 
avons  vu  dans  le  chapitre  précédent. 

Nous  avons  d'abord 

ce  qui  démontre  la  première  égalité  ;  là  seconde  résulté  immédiatement 
de  ce  que  l'on  a 

a* 

—  =  a* .  a-y  =  a'-y. 

Pour  démontrer  enfin  la  troisième  égalité,  nous  poserons  a*  =  6, 
et  nous  désignerons  par   p   le  logarithme  népérien  de    b  ;    de  la  relation 
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a' =  6"^,  nous  concluons  d'abord  que  p  est  égal  à  ox.  Nous  avons 
ensuite  (a'Y  =  by  =  e^\  et  la  valeur  de  cette  quantité  est  e*'-''  ou  a'^, 
ce  que  nous  voulions  établir. 

S2,  Limite  de  (i  -ha)"  quand  a  tend  vers  zéro.  —  Nous  allons 
montrer  que  cette  limite  est  égale  au  nombre    e. 

Désignons  par  h  le  logarithme  népérien  de  1  -ha;  nous  avons 
i  -h  a  =  e'*,    et  nous  en  tirons   a  =:  e'^  —  1  ;    d'après  ce  que  nous  avons 

vu  aux  n*"'  47  et  48,    a   tend  vers  zéro  en  même  temps  que  h    et  v 

h 
a  pour  limite  Tunité  ;  il  en  est  de  même  de  son  inverse   —  •    En  rempla- 

a 

1  1 

çant  i  -h  a  par  e*,  (1  -h  a)  *  est  égal  à  {e'')  "  ,  et  d'après  le  n°  pré- 
cèdent,  cette  quantité  est  égale  à  e"  ;   nous  avons  donc 

(l-ha)«=e«; 

en  passant  à  la  limite,  l'exposant  du  second  membre  a  pour  limite  1, 
et  nous  avons  bien 

lim  (i  H-a)*  =e. 

1 

Si  nous  posons  a  =  — ,    m  augmente  indéfiniment  quand   x  tend 

vers  zéro  ;  nous  pouvons  énoncer  le  résultat  précédent  sous  cette  forme  : 
LaUnûle  de  (i^ — ^)     quand    m     augmente  indéfiniment  est 
égale  à    e.  ■        ''    "  ^^  '  '  '^^  v 

Ce  sont  les.  propriétés  précédentes  qui  justifient  l'importance  du 

nombre    e  en  Analyse. 

■   -     '     •■■''*'•■-' 
Cherchons  comme  application  la  limite  de    (1  -h  a)^    en  supposant 

que  a  et  p  dépendent  d'une  même  quantité  variable  et  prennent  simul- 
tanément une  suite  de  valeurs  telles  que  a  ait  pour  limite  zéro  pendant 
que    p   augmente  indéfiniment  ;  en  éq-ivant 


(l  +  a)?=[(l  +  a)«]'', 


on  voit  quela  parenthèse  a  pour  limite   e  ;  si  le  produit  ap  a  une  limite, 
rexpression  considérée  aura  pour  limite   e''"*  *^ .  ,     . 
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Exemple.  —  Cherchons  la  limite  pour    n    infini  de 


/ 'ii±i\  "*  • 


nous  écrivons  celte  expression  sous  la  forme 

2     X"* 


1-f- 


n^ 


2 
ici,  a  est  égal  à r,  p    à   a*,   et  le  produit    a^  a  pour  limite  2,  de 

sorte  que  la  limite  de  l'expression  est  e*. 

53.  Variation  de  la  fonction  exponentielle.  —  Si  a  est  un  nombre 
plus  grand  que  1,  son  logarithme  est  positif,  et  Texposant  xloga  de 
e  dans  la  relation 

(1)  a*=e*'^«« 

a  toujours  le  même  signe  que  x.  Des  résultats  que  nous  avons  obtenus 
pour  la  variation  de  e*  (n**  47),  nous  déduisons  immédiatement  ce 
théorème  : 

Théorème.  —  Les  puissances  positives  d^un  nombre  plus  grand 
que  {  sont  plus  grandes  que  i  ;  les  puissances  négatives  sont  plus 
petites  que  1  ;  elles  augmentent  d^ine  manière  continue  lorsque 
l'exposant  augmente  d'une  manière  continue;  elles  croissent  au  delà 
de  toute  limite  lorsque  l'exposant  augmente  indéfiniment  par  valeurs 
positivées,  et  ont  pour  limite  zéro  lorsque  V exposant  augmente  indé- 
finiment en  valeur  absolue  par  valeurs  négatives. 

Si  a  est  un  nombre  plus  petit  que  Iv  son  logarithme  est  négatif; 
Texposant  de  e  dans  la  relation  (i)  est  de  signe  contraire  à  celui  de  a. 
En  désignant  par    —  a'    le  logarithme  de    a,    on  a 

a'  =  e-*«'  =  -    .  ^ 

et  Ton  voit  que  a*  varie  en  sens  inverse  de  e""*';  on  en  déduit  ce 
théorème  : 

Théorème.  —  Les  puissances  positives  d'un  nombre  plus  petit 
que  1  sont  plus  petites  que   i  ;  les  puissances   négatives  sont  plus 
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grandes  que  1  ;  elles  diminuent  d'une  manière  continue  lorsque 
l'exposant  augmente  d'une  manière  continue;  elles  ont  pour  limite 
zéro  lorsque  l'exposant  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives, 
et  croissent  au  delà  de  toute  limite  lorsque  l'exposant  augmente 
indéfiniment  en  vileur  absolue  par  valeurs  négatives. 

54.  Définition  générale  des  logarithmes.  -*-  D'après  ce  qui  pré- 
cède, la  relation 

fait  correspondre  à  tout  nombre  algébrique  x  un  nombre  positif  X,  et 
inversement,  à  tout  nombre  positif  X  correspond  un  nombre  algébrique 
X  et  un  seul;  ce  nombre  est  appelé  logarithme  de  X  dans  le  système 
de  base   a ,    et  on  le  désigne  par  la  notation 

X  =z  loga  X  ; 

les  logarithmes  népériens  sont  ceux  dont  la  base  est  le  nombre   e. 

Si  la  base  a  est  >>  1 ,  les  nombres  X  >>  1  ont  des  logarithmes 
p9sitifs;  et  les  nombres  X<;1  ont  des  logarithmes  négatifs;  c'est  le 
contraire  si  la  base  est  <C  1 .  Dans  tous  les  cas,  le  logarithme  de  l  est  0, 
et  le  logarithme  de  la  base    a    est    1. 

55.  Propriétés  des  logariliiines .  —  Le  logarithme  d'un  produit  de 
plusieurs  facteurs  est  égala  la  somme  des  logarithmes  de  ces  facteurs. 

Le  logarithme  du  quotient  de  deux  nombres  est  égal  à  la  diffé- 
rence des  logarithmes  de  ces  nombres. 

Le  logarithme  d'une  puissance  quelconque  d'un  nombre  est  égal 
au  produit  du  logarithme  de  ce  nombre  par  l'exposant  de  la  puissance. 

Soient  en  effet  des  nombres  Xi ,  X2 ,  X3  dont  les  logarithmes  sont 
xi,  x*^  x^;    on  a  par  définition 

Xi  =  a""' ,  X2  =  o**,  X3  =  a*». 

On  déduit  de  là,  en  appliquant  les  propriétés  de  la  fonction  expo- 
nentielle (n°51),  les  relations  suivantes: 

XjXaXa^a**-^**-*-'», 

X2 
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La  première  exprime  que  le  logarithme  du  produit  X1X2X3  est  le 
nombre  0*1 -l- ^2  H- X3 ,    c'est-à-dire  la  somme  des  logarithmes  des  fac- 

teurs  ;  la  deuxième  exprime  que  le  logarithme  du  quotient    -^    est  la 

X2 

différence  Xi — x^  des  logarithmes  du  dividende  et  du  diviseur;  enfin 
la  dernière  exprime  que  le  logarithme  de  la  puissance  m'  de  Xi  est 
égal  au  produit  du  logarithme  Xi  de  ce  nombre  parTexposant  /n,  et 
cela  quelle  que  soit  la  valeur  de  cet  exposant. 

56.  Comparaison  des  divers  systënoies  de  logaritlimes .  —  Soit  X 
un  nombre  quelconque,  et  x  son  logarithme  dans  le  système  de  base 
a  ;   les  égalités 

X  =  a*  =  e*  *°«  ** 

nous  montrent  que  le  logarithme  népérien  de  ce  nombre  X  est  égal  à 
x\og  a  ;  on  a  donc,  en  conservant  toujours  la  notation  log  pour  indi- 
quer les  logarithmes  népériens, 

log  \  =  x  log  a  =-.  loga  X .  log  a . 

Cette  relation  permet  de  ramener  le  calcul  des  logarithmes  des 
nombres  dans  un  système  quelconque  à  celui  de  leurs  logarithmes  népé- 
riens ;  ce  sont  en  effet  ceux-ci  qui  ont  servi  primitivement  pour  la  cons- 
truction des  tables  de  logarithmes,  et  on  en  a  déduit  après  coup  les 
autres  tables.  Les  logarithmes  dans  un  système  quelconque  s'obtien- 
nent en  multipliant  les  logarithmes  népériens  par  un  même  facteur 
constant. 

Si  l'on  considère  deux  systèmes  quelcon(|ues  de  base  a  et  b,  on 
a  pour  un  nombre  quelconque    X 

log  X  =  loga  X.  loga, 

log  X  =  logft  X .  log  6  ; 

on  en  déduit 

logg  X  _  log  l) 
logt  X      log  a  ' 

ce  qui  conduit  à  ce  théorème  : 

Les  logarithmes  des  nombres  dans  deux  systèmes  différents  sont 
proportionnels. 
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Les  logarithmes  habituellement  employés  pour  les  calculs  numé- 
riques sont  à  base  10;  nous  les  désignerons  par  la  notation  Log  ;  ils 
sont  reliés  aux  logarithmes  népériens  par  la  relation 

logX  =  logioX.  log  10. 

Le  nombre  log  10  a  pour  valeur  2,3026  à  1  dix-millième  près,  de 

sorte  que  Ton  a 

log  X  =  2,302  6  LogX. 

Le  facteur  log  10  peut  être  retrouvé  au  moyen  des  tables  de 
logarithmes  usuels  en  remarquant  que  Ton  a 

IO  =  etogio^ 

d'où,    en  prenant  les  logarithmes  vulgaires  ou  décimaux  des  deux 

membres, 

1  :=log  10.  Loge  ; 

le  nombre  log  10  est  Tin  verse  du  logarithme  vulgaire  du  nombre  e  ; 
comme  le  logarithme  vulgaire  du  nombre  2,71828  ...  a  pour  valeur 
0,434  3  .  .  . ,  on  retrouve  de  cette  façon  le  nombre  2,3026  .  .  .  , 
qui  en  est  1  inverse.  Le  nombre  0,434  3  .  .  .  s'appelle  quelquefois 
module  des  logarithmes  vulgaires. 


f  _ 
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UNITÉS  ET  HOMOGÉNÉITÉ 


57.  Grandeurs  mesurables.  —  Lorsqu'une  grandeur  A  est  com- 
parable à  une  grandeur  de  même  espèce  U  prise  comme  unité,  le 
rapport  de  A  à  son  unité  U  est  un  nombre  qui  est  appelé  la  mesure 
•de  la  grandeur  A  ;  les  longueurs,  les  poids,  les  intervalles  de  temps,  etc., 
-sont  des  grandeurs  mesurables. 

Il  existe  d'autres  grandeurs  que  Ton  ne  peut  comparer  directement 
à  une  unité,  mais  dont  la  variation  est  intimement  liée  à  celle  d'une 
autre  grandeur  que  Ton  peut  mesurer;  par  exemple,  la  température 
ne  peut  être  mesurée  directement,  mais  sa  variation  correspond  à 
•celle  du  volume  d'une  masse  de  gaz  ou  d'une  masse  de  mercure,  et 
chaque  état  de  la  température  est  caractérisé  par  un  nombre  hi  sur 
Téchelle  thermométrique  ;  nous  dirons  par  extension  que  les  grandeurs 
de  cette  espèce  sont  encore  mesurables. 

Les  grandeurs  mesurables  jouissent  ainsi  de  cette  propriété  qu'à 
-chacun  de  leurs  états  correspond  un  nombre  qui  en  est  la  mesure 
directe  ou  indirecte  ;  ce  sont  les  seules  grandeurs  que  l'on  peut 
■soumettre  au  calcul,  et  nous  les  considérerons  seules  désormais.  Toute 
relation    entre    des   grandeurs    dépendant  les   unes  des   autres,   par 

VoCT.  —  Math.  sup.  5 


n 
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exemple,  entre  les  éléments  dune  même  figure  géométrique,  ou  bien 
entre  le  volume  et  la  pression  d'une  masse  gazeuse,  etc.,  se  traduit  par 
une  formule,  c'est-à-dire  par  une  égalité  ou  une  inégalité  entre  les 
résultats  de  certains  calculs  arithmétiques  ou  algébriques  effectués  sur 
les  mesures  de  ces  grandeurs. 

58.  Grandeurs  fondamentales  el  grandeurs  dérivées.  —  Choix 
des  unités.  —  Les  différentes  grandeurs  que  l'on  étudie  ne  sont  pas 
indépendantes,  et  l'on  est  amené  à  faire  entre  elles  une  distinction  ; 
on  considère  d'une  part  les  grandeurs  fondamentales,  qui  ne  sont  pas 
réductibles  les  unes  aux  autres,  telles  que  la  longueur,  le  temps,  etc., 
et  les  grandeurs  dérivées  qui  sont  réductibles  aux  premières.  En  géo- 
métrie, les  surfaces  et  les  volumes  sont  des  grandeurs  dérivées  des 
longueurs.  En  mécanique  et  en  physique,  la  longueur,  la  masse  et  le 
temps  sont  des  grandeurs  fondamentales;  la  vitesse,  la  force,  la  puis- 
sance sont  des  grandeurs  dérivées. 

La  liaison  qui  existe  entre  une  grandeur  dérivée  et  les  grandeurs 
fondamentales  dont  elle  dépend  s'exprime  par  ce  que  Ton  appelle  une 
équation  de  dimensions. 

En  géométrie,  par  exemple,  une  surface  S  est  équivalente  au 
carré  construit  sur  une  longueur  L;  si  cette  longueur  devient  m 
fois  plus  grande,  S  devient  m*  fois  plus  grand  ;  on  exprime  ce  fait 
par  la  relation  [S]  =  [L*]  qui  est  l'équation  de  dimensions  de  la 
surface  ;  de  même  l'équation  de  dimensions  d'un  volume  est 
[V]  =  [L^].  En  mécanique,  L,  M  et  T  désignant  une  longueur,  une 
masse  et  un  temps,  la  vitesse,  l'accélération  et  la  force  sont  des 
grandeurs  dérivées  des  précédentes,  ayant  respectivement  pour  dimen- 
sions   [LT-*],       [LT-'^l,       IMLT--]. 

Les  unités  adoptées  pour  mesurer  les  grandeurs  soit  fondamentales, 
soit  dérivées  peuvent  être  choisies  séparément  d'une  manière  arbi- 
traire. Le  système  le  plus  simple  que  l'on  puisse  concevoir  est  celui 
où  les  unités  dérivées  sont  liées  aux  unités  fondamentales  par  les 
éiiuations  de  dimensions  elles-mêmes  ;  dans  un  pareil  système,  que 
Ton  appelle  absolu,  la  formule  qui  relie  les  mesures  d'une  grandeur 
dérivée  et  des  grandeurs  fondamentales  dont  elle  dépend,  ces  mesures 
étant  effectuées  à  l'aide  des  unités  correspondantes,  ne  diffère  pas  de 
l'équation  de  dimensions.  Si  l'on  prend  par  exemple  comme  unité  de 
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surface  le  carré  construit  sur  l'unité  de  longueur,  et  si  l'on  désigne 
par  s   et    l  les  mesures  d'un  carré  et  de  son  côté,  on  a  «  =  /*. 

Dans  un  système  non  absolu  d'unités,  la  relation  qui  existe 
entre  les  mesures  d'une  grandeur  dérivée  et  des  grandeurs  fondamen- 
tales dont  elle  dépend  diffère  de  l'équation  de  dimensions  par  l'intro- 
duction d'un  facteur  numérique  dans  un  des  deux  membres. 

59.  Mesure  des  angles.  —  Dans  le  système  absolu,  l'unité  d'angle, 
que  l'on  appelle  radian,  est  l'angle  au  centre  d'un  arc  égal  à  l'unité  de 
longueur  dans  une  circonférence  dont  le  rayon  est  égal  à  cette  unité. 
On  a  alors  entre  les  mesures  d'un  angle  au  centre  quelconque  et  de 
l'arc  qu'il  intercepte  dans  une  circonférence  quelconque  la  relation 

,  j.  mesure  arc 

mesure  angle  en  radians  = 


mesure  rayon 


La  mesure  de  quatre  angles  droits  est  27t,  et  celle  d'un  angle  droit 
est  ^. 

Si  l'on  prend  la  seconde  comme  unité  d'angle,  quatre  angles 
droits  valent  27c  radians  et  360x60x60  secondes  ;  on  en  conclut 
que  l'on  a 

1  radian  =  '- r ■■ —  secondes  =  206  264,8  secondes. 

On  en  déduit  pour  la  mesure  d'un  angle  au  centre  en  secondes, 

mesure  arc 


mesure  angle  en  secondes  —  266  264,8 


mesure  ravon 


Remarque.  —  En  trigonométrie,  les  arcs  sont  mesurés  en  prenant 
comme  unité  de  longueur  le  rayon  de  la  circonférence  ;  l'unité  d'arc 
est  celui  qui  est  intercepté  par  un  angle  au  centre  égal  à  un  radian. 

Pour  la  commodité  des  calculs,  les  arcs  sont  évalués  dans  les 
tables  de  logarithmes  en  degrés,  minutes  et  secondes,  mais  il  ne  faut 
pas  oublier  que  toute  relation  entre  un  arc  et  ses  lignes  trigonomé- 
triques  suppose  ces  grandeurs  mesurées  en  prenant  le  rayon  comme 

unité  ;  l'arc  de   n^   a  alors  pour  mesure  — 

^  206  264,8 


[ 
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Lorsqu'on  écrit  par  exemple  qu'un  arc   a   inférieur  à  —  satisfait  à 

À 

l'inégalité 


«» 


a  2>  sm  a  >-  a  —  - 

0 

et  qu'on  applique  cette  relation  à  l'arc  de   1',   on  doit  écrire 

206  264,8^^'"*'"^     ^206  264,8       6^206  264,8^  ' 

on  en  déduit 

sin  arc  i'  =  0,000 004 848 1 36  8 , 

avec  13  chiffres  décimaux  exacts. 

60.  Changement  d'unités.  —  Nous  allons  résoudre  le  problème 
général  suivant  : 

Etant  donnée  la  mesure  d'une  grandeur  évaluée  au  moyen  de 
certaines  unités,  déterminer  la  mesure  de  la  même  grandeur  évaluée 
au  moyen  d'autres  unités  liées  d'une  manière  connue  aux  premières. 

Supposons  d'abord  qu'une  grandeur  A,  qu'elle  soit  fondamentale 
ou  dérivée,  soit  mesurée  au  moyen  d'une  unité  de  même  espèce  A« 
et  ait  pour  mesure  le  nombre  a  ;  nous  nous  proposons  de  trouver  le 
nombre   a'    qui  la  mesure  au  moyen  d'une  autre  unité   Ai. 

Écrivons  que  A  est  égale  à  a  foi*;  A©  et  à  a'  fois  Ai  :  nous 
avons 


'  K  I 


A  =  oAo  =  a'k 


0  1 


de  cette  égalité  entre  des  grandeurs  nous  déduisons  une  égalité  entre 
des  nombres  en  prenant  les  rapports  de  ces  grandeurs  à  Ai  ;  nous 
avons  ainsi 

A.,\  a'       /A,\ 


Nous  voyons  que  la  nouvcll?  mesure,  a' y  est  égale  au  produit  de 
l'ancienne,  «,  par  la  mesure  de  l'ancienne  unité  au  moyen  de  la  nou- 
velle ;  d'une  manière  générale,  le  rapport  des  mesures  est  égal  au 
rapport  inverse  des  unités. 

Pour  donner  un  exemple,  considérons  la  surface  d'un  triangle 
sphérique  d'angles    A,  B,  C;    lorsqu'on  prend  l'angle    droit  comme 
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unité  d'angle  et  le  triangle  trirectangle  comme  unité  de  surface,  les 
mesures  s^  a,  b,  c  de  la  surface  et  des  angles  sont  liées  par  la 
formule 

5  =  a-hb-\-c  —  2; 

nous  nous  proposons  de  trouver  la  mesure  s'  du  triangle  en  mètres 
carrés,  au  moyen  des  mesures  a',  b',  c'  des  angles  en  radians  ;  nous 
désignerons  par   r   la  mesure  du  rayon  de  la  sphère  en  mètres. 

La  première  unité  de  surface,  évaluée  au  moyen  de  la  seconde,  a 

pour  mesure  le  huitième  de  la  sphère,  ou  ^Tcr*  ;  de  même  la  première 

unité  d'angle,   évaluée    au  moyen   de   la   seconde,    a   pour   mesure 

—  ;   on  a  par  suite 

5'  =  s.— Tcr%  a'  =  a—,  b'  =  b—,  c'  =  c—, 

et  la  formule  donnée  conduit  à  la  suivante  : 

s^^^a'-hb'-hc'  —  ity. 

61.  Cas  des  grandeurs  dérivées.  —  Supposons  qu'une  grandeur 
dérivée  A  ne  soit  pas  mesurée  directement,  mais  dépende  de  plu- 
sieurs grandeurs  B,  C,  ...  que  Ton  mesure  au  moyen  d'unités 
B»,  Go,  ...  ;  soient  6,  c,  ...  les  mesures  de  ces  dernières  gran- 
deurs. Nous  supposons  que  le  nombre  a  qui  mesure  A  est  fourni 
par  une  formule  monôme  telle  que 

a  =  pifc^c^   •  •  •  » 

où  p,  Y,  ...  sont  des  exposants  donnés,  et  tj.  un  coefficient  numé- 
rique. 

Supposons  maintenant  que  l'on  évalue  B,  C,  ...  au  moyen  de 
nouvelles  unités  B^,C^,  ...  et  que  la  mesure  a'  de  A  soit  liée  aux 
nouvelles  mesures    b\c\    ...   de   B,  C,    ...   par  la  formule 

a'  =  ^b'^c'-^   .  .  .    , 

ji'  pouvant  différer  de  |a  ;  nous  allons  chercher  la  relation  qui  existe 
entre   a   et  a'. 

En  divisant  membre  à  membre,  nous  avons 


70  PRINCIPES    DE    GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

'b'V/c'V 


a  ~  fx  \b)  \c) 


m      m 


b'    d 
d  après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment,  les  rapports  y  —  '    •  •  • 

sont  égaux  aux  rapports  inverses  des  unités,  nous  avons  donc  la  relation 
cherchée  sous  la  forme  suivante  : 


Comme  exemple,  cherchons  la  relation  qui  existe  entre  les  mesures 
d'une  même  puissance  en  chevaux-vapeur  et  en  kilowatts. 

La  puissance,  dont  Téquation  de  dimensions  est  [P]  =  [LFT-'],  a 
pour  mesure  en  chevaux-vapeur 

l,  f  (ii  l  étant  les  mesures  d'une  longueur  en  mètres,  d'une  force  en 
kilogrammes-poids,  et  d'un  temps  en  secondes  ;  en  kilowatts,  elle  a 
pour  mesure 

;>'  =  10"''/'/'r-', 

/',  f    et   l'    étant  les  mesures  en  centimètres,  dynes  et  secondes. 
Nous  avons 

^=.0-.,,(^)(9(9-  =  .0-.,5(^)(|)Q)-. 
Comme  les  rapports  des  unités  sont 

1^=100,        |?  =  0,98067.10»,        ï?=l, 

nous  avons 

£^  =  10-2.75.0,98067  =  0,7355. 
P 

Si   /?  =  1 ,    nous  voyons  qu'un   cheval-vapeur  a   pour   mesure 
/y  =  0,735  5  kilowatt; 

Si  /)'  =:  1,  un  kilowatt  a  pour  mesure  p  =  1,359  6  cheval-vapeur. 

62.  Homogénéité  des  formules.  —  Toute  relation  entre  des  gran- 
deurs dépendant  les  unes  des  autres  est  exprimée  par  une  formule  ren- 
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fermant  les  mesures  de  ces  grandeurs.  Pour  donner  a  une  telle  formule 
toute  la  généralité  possible  et  la  faire  servir  à  tous  les  cas,  on  laisse  les 
unités  arbitraires,  c'est-à-dire  indépendantes  des  grandeurs  considérées, 
et  Ton  représente  par  des  lettres  les  mesures  de  ces  dernières.  La  ma- 
nière dont  ces  lettres  entrent  dans  une  formule  n'est  pas  arbitraire  ;  elle 
doit  satisfaire  à  certaines  conditions  que  nous  allons  indiquer  et  que 
Ton  appelle  conditions  iV homogénéité. 

Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  où  toutes  les  grandeurs  consi- 
dérées sont  de  même  espèce  et  évaluées  au  moyen  d'une  même  unité 
de  cette  espèce  ;  nous  prendrons  comme  exemple,  pour  fixer  les  idées, 
une  relation  entre  des  lorigueurs.  Soient  A,  B,  C,  X,  Y  des  longueurs 
connues  ou  inconnues  dont  les  mesures  au  moyen  d'une  même  unité 
Lo  sont  a,  b,  c,  Xy  y\  supposons  qu'il  existe  entre  ces  longueurs  une 
relation  traduite  par  une  égalité  de  la  forme 

(1)  /"(a,  h,  c,  x,y)  =  g{a,  b,  r,  x,  y), 

f  et  g  étant  des  expressions  contenant  les  lettres  placées  entre  paren- 
thèses. 

D'après  la  nature  même  des  raisonnements  employés  pour  établir 
la  relation  qui  existe  entre  les  longueurs,  cette  relation  doit  être  indé- 
pendante de  l'unité  choisie,  et  elle  sera  également  traduite  par  une 
formule  de  même  forme  que  la  précédente  entre  les  mesures  des 
longueurs  effectuées  au  moyen  d'une  autre  unité  Lq.  Si  a',  b',  c',  x'^  y' 
sont  ces  nouvelles  mesures,  on  doit  avoir  l'égalité 

(2)  fia',  b',  c',  X',  y')  =  g{a',  b',  c',  x',  y') . 

Mais  nous  avons  vu  (n°  60)  que  Ton  a  entre  les  mesures  les 
relations 

a         b        c        X        y         Li  ' 

si  nous  représentons  par  k  le  rapport  des  unités  Lo  et  Lo,  les 
nouvelles  mesures  sont  égales  aux  premières  multipliées  par  k;  en 
remplaçant  dans  l'équation  (2)  a' y  b',  c'y  x'y  y'  par  /ca,  kby  kc,  kx, 
ky,    elle  devient 

(3)  f{^(^f  ^i>y  f^Cf  ff^>  %)  =  ff(^^^  ^^J  ^^S  ^^y  %)• 

Les  équations  (1)  et  (3)  doivent  être  en  même  temps  satisfaites, 
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et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  de  k  ;  il  en  résulte  que  cette  lettre 
doit  disparaître  identiquement  de  Téquation  (3)  ou  entrer  dans  un 
facteur  commun  aux  deux  membres,  de  façon  que  la  division  par  ce 
facteur  commun  redonne  l'équation  (1). 

Ainsi  donc,  toute  relation  telle  que  (i)  entre  les  mesures  de 
grandeurs  de  même  espèce  doit  satisfaire  à  la  condition  de  ne  pas- 
changer  lorsqu'on  multiplie  toutes  ces  mesures  par  un  même  facteur 
arbitraire    A";    c'est  ce  qu'on  appelle  la  condition  d'homogénéité. 

Par  exemple,  la  formule  a^  =  h^  -\~  c'^,  qui  existe  entre  les  mesures 
des  côtés  d'un  triangle  rectangle  satisfait  bien  à  la  condition  précé- 
dente, car  si  Ton  multiplie  a  y  b,  Cy  par  h,,  on  obtient  une  relation 
dont  on  peut  diviser  les  deux  membres  par  A'*,  et  l'on  retrouve  de 
cette  façon  Téquation  primitive. 

On  dit  qu'une  expression  composée  au  moyen  de  plusieurs  lettres. 
a,  by  Cy  X,  y,  réunies  par  les  symboles  de  l'algèbre  :  addition,  sous- 
traction, multiplication,  division,  élévation  aux  puissances,  extraction 
de  racines,  est  homogène  si  en  y  remplaçant  ces  lettres  respectivement 
par  ka^  kby  kc,  kx,  Ai/,  on  obtient  une  nouvelle  expression  qui  est 
égale  au  produit  de  la  première  par  une  certaine  puissance  de  A; 
le  degré  de  cette  puissance  est  appelé  degré  d'homogénéité;  par 
exemple,  les  expressions 

x^~\-a^  \fx  ^-yfg 


a'-^b-^  —  c\ 


x'^  —  a*  x-\-y 


sont  homogènes  et  de  degrés  respectifs    2,  0,  — —  • 

Si  une  relation  entre  des  grandeurs  de  même  espèce  est  traduite 
par  une  formule  telle  que  (1)  dont  les  deux  membres  sont  composés 
algébriquement  comme  nous  venons  de  le  dire,  les  deux  membres  f 
et  g  doivent  être  respectivement  homogènes  et  du  même  degré 
d'homogénéité,  car  sinon  la  lettre  A  ne  pourrait  pas  disparaître  de  la 
relation  (3). 

La  notion  d'homogénéité  s'étend  aux  expressions  quelconques,, 
algébriques  ou  transcendantes;  par  exemple,  les  expressions 


a             .      x-\-  u 
sm  -r  ->  loi? — 

b  ^x—y 

sont  homogènes  et  de  degré  zéro,  car  si  l'on  multiplie    a,  b,  c,  x,  y 


i 

j 


et  par  deux  autres  analogues  pour  b'    et    c'.    Si  nous  représentons 

T  M  T 

par   ki,  ki   et    Ara   les  rapports  -=^ ,    —,    ^,    nous  avons 

Lo       Mo        lo 
a'  =  ayt:*î^,  b  =  bk^'k^^kt,  c  =  ckfk^'k^'. 

D'après  un  raisonnement  analogue  à  celui  que  nous  avons  fait 


^ 

^ 
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par  un  nombre    A-,    on  forme  de  nouvelles  expressions  qui  ne  diffèrent 

pas  des  premières.  Les  seuls  cas  où  Ton  ait  à  utiliser  des  expressions 

transcendantes  dans  des  relations  entre  des  grandeurs  sont  ceux  où  'Ç^ 

le  signe  transcendant  porte  sur  une  quantité  algébrique  et  homogène 

de  degré  zéro. 

63.  Homogénéité  dans  le  cas  des  grandeurs  dérivées.  —  Plaçons- 
nous  dans  le  cas  où  Ton  établit  une  relation  entre  des  grandeurs 
d'espèces  différentes,  fondamentales  ou  dérivées.  On  peut  toujours 
supposer  que  ces  grandeurs  sont  toutes  dérivées  d'un  certain  nombre 
de  grandeurs  fondamentales  ;  il  suffît  alors  de  déterminer  les  mesures 
de  ces  grandeurs  fondamentales  pour  en  déduire  celles  de  toutes  les 
autres. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  grandeurs  fondamentales 
soient  une  longueur  L,  une  masse  M  et  un  temps  T,  et  que  Ton 
considère  trois  grandeurs    A,B,C,    dérivées  des  précédentes;  soient 

[A]  =  [L*M^^,  [B]  =  [L"'M^'r'],  [C]  =  [L'^M^Vj 

les  équations  de  dimensions  de    A,  B,  C. 

Leurs  mesures  a ,  b,  c  sont  déterminées  au  moyen  des  mesures 
L  m,  t    de    L,  M    et   T   par  des  formules  de  la  forme 

où    jx,  fjL^    et    u"   sont  des  facteurs  numériques  donnés. 

Lorsqu'on  change  les  unités  de  longueur,  de  masse  et  de  temps 
sans  changer  «x,  fx'  et  {jl",  les  nouvelles  mesures  de  A,B,C  sont 
liées  aux  premières,  comme  nous  Ta  vous  vu  au  n°  61,  par  la  formule 

MoWToV 


^ 
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'n^  62  .  toute  relation  entre  les  grandeurs  A.  B.  C.  exprimée  par  une 
formule  telle  que 

'^,  f  //, b,c=  g  a^b.c  . 

doit  être  indépendante  des  unités  choisies:  si  l'on  y  remplace  a,h,  c 
par  a\  h',  c  et  ces  dernières  quantités  par  les  expressions  précédentes, 
la  formule  obtenue, 

ivy.    r^f(]f*i^i  bkiki'k^.  ck]'kiki\ 

=  g  aklklkl  bk]k;kl\  ck]'k{k'^) , 

doit  être  identique  à  la  première  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ki^ 
hii^%\  ^^^  paramètres  doivent  disparaître  identiquement  ou  entrer  dans 
un  facteur  commun  aux  deux  membres. 

Si  f  et  g  sont  des  expressions  algébriques,  les  deux  membres 
de  l'équation  (5y  ne  peuvent  différer  des  membres  correspondants  de 
Téq nation  [i)  que  par  un  facteur  de  la  forme 

r."»!  L^t  L'^i 
"l      "i     "3    ' 

et  les  exposants  doivent  être  les  mêmes  dans  les  deux  membres;  f 
et  g  sont  alors  dits  homogènes  par  rapport  aux  grandeurs  fondamen- 
tales et  de  degrés  d'homogénéité  respectivement  égaux  à  lUi,  m^,  m^ 
par  rapport  à  ces  grandeurs. 

On  peut  vérifier  l'homogénéité  d'une  formule  de  la  façon  simple 
suivante  :  on  remplace  la  mesure  de  chaque  grandeur  par  l'expression 
des  dimensions  de  celte  grandeur,  et  Ton  évalue  de  proche  en  proche 
les  dimensions  des  différents  termes  ;  les  deux  membres  doivent  avoir 
les  mêmes  dimensions  et  des  exposants  égaux  ;  ces  exposants  sont  pré- 
cisément les  degrés  d'homogénéité. 

Considérons  par  exemple  la  formule  du  pendule  simple, 


les  dimensions  du  temps,  de  la  longueur  et  de  l'accélération  sont  res- 
pectivement fTJ,  [L],  [LT-"=^];  7c  est  un  coefficient  numérique,  de  sorte 
que  les  deux  membres  ont  la  même  dimension  fT]  ;  la  formule  est  donc 
bien  homogène. 


CHAPITRE  II 


SEGMENTS  ET  PROJECTIONS 


64.  Valeur  algébrique  d'un  segment.  —  On  appelle  segment  une 
portion  de  droite  telle  que  AB  {fig.  2)  parcourue  dans  un  certain  sens  ; 

le  point  de  départ  s'appelle  origine  et  le  point 

— ' • —        d'arrivée  extrémité  du   segment  ;    un   segment 

est  déterminé  dès  que  Ton  donne  son  origine  et 
Fig.  2.  son   extrémité,    ou   bien    encore    dès  que   Ton 

donne  sur  la  droite  indéfinie  qui  le  renferme  son 
origine,  son  sens  et  sa  longueur;  on  énonce  un  segment  en  nommant 
d'abord  la  lettre  origine,  puis  la  lettre  extrémité. 

Pour  comparer  entre  eux  différents  segments  pris  sur  une  même 
droite  ou  sur  des  droites  parallèles,  indépendamment  de  leur  origine, 
on  doit  comparer  leurs  sens  et  leurs  longueurs  ;  ces  deux  derniers 
caractères  de  chacun  des  segments  considérés  peuvent  être  réunis  dans 
un  même  symbole  de  la  façon  suivante  : 

On  choisit  sur  une  des  droites  données  ou  sur  une  droite  parallèle 
à  celles-là  un  certain  sens  de  mouvement  que  Ton  appelle  sens  positif  ; 
une  telle  droite  sur  laquelle  un  sens  a  été  déterminé  s'appelle  un  axe 
ou  une  droite  dirigée  et  l'on  indique  souvent  ce  fait  par  une  flèche 
placée  sur  la  droite  dans  le  sens  choisi.  On  appelle  valeur  algé- 
brique d'un  segment  un  nombre  algébrique  dont  la  valeur  arithmé- 
tique est  la  mesure  de  la  longueur  du  segment,  et  dont  le  signe  est  le 
^igne  -h  ou  le  signe  —  suivant  que  le  sens  du  segment  est  le  sens 
positif  ou  le  sens  contraire.  On  écrit  la  valeur  algébrique  d'un  segment 
en  plaçant  entre  parenthèses  les  deux  lettres  qui  servent  à  l'énoncer, 


1 
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Forigine  d'abord,   l'extrémité  ensuite  ;   ainsi  la  valeur  algébrique  du 
segment  AB   sera  représentée  par   (AB). 

Un  segment  est  déterminé  sur  une  droite  dirigée  dès  que  l'on  donne 
son  origine  et  sa  valeur  algébrique  ;  des  segments  placés  sur  une  même 
droite  ou  sur  des  droites  parallèles  et  ayant  même  sens  et  même  lon- 
gueur sont  dits  quelquefois  équipollents  ;  ils  ont  même  valeur  algébrique 
et  réciproquement.  Deux  segments  de  même  longueur  et  de  sens  oppo- 
sés ont  pour  valeurs  algébriques  des  nombres  égaux  et  de  signes  con- 
traires ;  c'est  ce  qui  a  lieu  en  particulier  pour  les  deux  segments  AB 
et   BA,    de  sorte  que  Ton  a 

(AB)  =  —  (BA) . 

On  appelle  quelquefois  recteur  un  segment  dont  on  donne  la  direc- 
tion et  la  longueur,  mais  dont  l'origine  reste  indéterminée  dans  l'espace. 

65.  Contour  polygonal.  —  On  dit  que  des  segments  placés  d'une 
manière  quelconque  dans  l'espace  sont  consécutifs  si  l'extrémité  de 
l'un  est  en  même  temps  l'origine  du  suivant  ;  leur  ensemble  constitue 
un  contour  polygonal  \  on  appelle  origine  et  extrémité  de  ce  contour 
l'origine  du  premier  segment  et  l'evtrémité  du  dernier.  Le  segment 
rectiligne  qui  a  le  premier  de  ces  deux  points  comme  origine  et  l'autre 
comme  extrémité  s'appelle  la  résultante  du  contour;  les  segments 
donnés  en  sont  les  composantes. 

Lorsque  tous  les  segments  sont  situés  sur  une  même  droite  dirigée, 
on  a  le  théorème  suivant  énoncé  par  Ghasles  : 

La  valeur  algébrique  de  la  résultante  d'un  contour  est  égale  à  la 
somme  des  valeurs  algébriques  des  composantes. 

Pour  le  démontrer,  considérons  d'abord  deux  segments  compo- 
sants  AB,  BG    dont  la  résultante  est 
"-^ ^ ^ ^         AC  ;    différents  cas  peuvent  se  présen- 
ter suivant  l'ordre  de  succession  des 
Fig.  3.  points  sur  l'axe  qui  les  porte.  Suppo- 

sons d'abord  qu'ils  soient  placés  dans 
l'ordre  A,  B,  C  en  suivant  le  sens  positif  [fig.  3)  ;  dans  ce  cas  les 
valeurs  algébriques  des  segments  sont  toutes  trois  positives,  et  comme 
la  valeur  arithmétique  de  AC  est  égale  à  la  somme  des  valeurs  arith- 
métiques de  AB  et  de  BC,  on  a  entre  les  valeurs  algébriques  la  relation 
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(AC)  =  (AB)  -h  (BC) . 

Prenons  maintenant  un  autre  cas,  et  supposons  que  Ton  ren- 
contre les  points  dans  Tordre  A,  C,  B 
, , ^         [fîg,   4)  ;    d'après  ce  que  nous  venons 


A.        C  B  de  voir,  on  a 

Fig-  *•  (AB)  =  (AC)  -h  (CB)  ; 

mais    (CB)   peut  être  remplacé  par  —  (BC) ,   et  Ton  a  alors 

(AB)  =  (AC)~(BC), 
ou  bien 

(AC)  =  (AB)  -h  (BC) . 

On  examinerait  de  même  les  autres  cas  de  figure,  et  Ton  verrait 
que  le  théorème  subsiste  dans  chacun  d'eux. 

Nous  démontrerons  que  la  proposition  s'applique  à  un  nombre 
quelconque  de  segments  en  montrant  que  si  elle  a  lieu  dans  le  cas  de 
n  segments  AB,  BC,  CD,  .  .  .,  HK,  elle  est  encore  vraie  lorsqu'on 
ajoi\te  un  [n-\-\)*  segment  KL.  Nous  avons  en  effet  avec  deux 
composantes   AK   et  KL, 

(AL)  =  (AK)  -h  (KL)  ; 
mais  nous  supposons  que  Ton  a  déjà  démontré  la  relation 

(AK)  =  (AB) -f- (BC)  +   ...    +(IIK); 

il  suffît  alors  de  remplacer    AK   par  la  somme  précédente  dans  la  pre- 
mière égalité  pour  avoir 

(AL)  =  (AB) -f- (BC)  +    ...   -+-(lïK)-f-(KL), 

ce  qui  démontre  le  théorème  pour    fi-f- 1    segments  ;  il  est  ainsi  vrai 
dans  tous  les  cas. 

En  particulier  si  l'on  donne  sur  une. droite  dirigée  deux  points  A 
et  B,  et  un  point  0,  la  valeur  du  segment  AB  peut  s'exprimer  ai 
moyen  des  segments   OA    et   OB   par  la  relation 

(AB)  =  (OB)  —  (OA) . 
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66.  Protection  d*un  segment.  —  Ëiant  donnés  une  droite  indéfinie 

x'x  et  un  plan  P  non  pa- 
rallèle à  cette  droite  {fig.  5^ , 
on  appelle  projection  d'un 
point  A  sur  la  droite,  pa- 
rallèlement au  plan,  le  point 
d'intersection  a  de  x'x  et 
d'un  plan  mené  par  A  pa- 
rallèlement au  plan  P;  sui- 
vant que  le  plan  est  perpen- 
diculaire ou  non  à  la  droite, 
on  dit  que  la  projection  est 
orthogonale  ou  oblique. 
On  appelle  projection  d'un  segment  AB  le  segment  ah  dont 
l'origine  et  l'extrémité  sont  les  projections  de  l'origine  et  de  l'extré- 
mité du  segment  considéré.  Ordinairement  la  droite  x'x  est  une  droite 
dirigée,  et  on  l'appelle  alors  axe  de  prcyeclion  ;  la  valeur  algébrique 
de  ab  est  appelée  valeur  algébrique  de  la  projection  de  AB,  ou  sim- 
plement projection  de    AB,    ce  que  Ton  écrit 

proj.  AB  =  {ab). 


Fig.  5. 


67.  Tliéorème  des  projections.  —  La  projection  sur  un  axe  de  la 
résultante  d'un  contour  polygonal  est  égale  à  la  somme  des  projec- 
tions des  composantes. 

Considérons  un  contour 
ABCDE  {fig.  6)  et  sa  résul- 
tante AE  ;  soient  (afe),  (6c), 
(cJ),  [de)  et  {ae)  les  projec- 
tions des  composantes  et  de 
la  résultante  ;  d'après  le  théo- 
rème de  Chasles,  on  a 


(^ae)=[ab)-h{bc)-\'(cd)-i-{de)i 

on  en  conclut  immédiate- 
ment, d'après  la  définition 
des  projections, 


j" 


■* — H 


a 


e     b 
Fig.  6. 


de 
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(l)         proj.  AE  =  proj.  AB-hproj.  BC-f-proj.  CD-l-proj.  DE, 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

68.  Des  angles  dans  le  plan.  —  De  la  même  manière  qu'on  définit 
la  valeur  algébrique  d'un  segment  parcouru  sur  une  droite  dans  un 
certain  sens,  on  définit  la  valeur  algébrique  d'un  angle  décrit  autour 
d'un  point  0  dans  un  certain  sens  de  la  façon  suivante  :  on  choisit 
autour  de  ce  point  un  sens  positif  de  rotation,  ordinairement  le  sens 
inverse  du  mouvement  des  aiguilles  d'une  montre  ;  si  une  droite  dirigée 
passe  d'une  position  OA  à  une  position  OB  en  tournant  autour  de 
O,  on  appelle  valeur  algébrique  de  Tangle  décrit  un  nombre  dont  la 
valeur  arithmétique  est  la  mesure  de  cet  angle,  et  dont  le  signe  est 
H-  ou  —  suivant  que  le  mouvement  a  lieu  dans  le  sens  positif  ou 
dans  le  sens  contraire. 

La  valeur  algébrique  de  Tangle  ainsi  décrit,  que  Ton  appelle  angle 
de  OB  avec  OA,  est  désignée  par  la  notation  (OA,  OB)  ;  tous  les 
autres  angles  que  l'on  peut  former  en  amenant  une  droite  dirigée 
d'abord  confondue  avec  OA  dans  la  position  OB,  soit  dans  un  sens, 
soitdans  l'autre,  ont  des  valeurs  algébriques  qui  ne  diffèrent  de  la  pre- 
mière que  par  un  multiple  entier  de    2::,    positif  ou  négatif. 

Ëtant  donnés  plusieurs  angles  consécutifs  autour  du  point  0, 
tels  que  le  côté  extrémité  de  l'un  soit  le  côté  origine  du  suivant,  on 
appelle  angle  résultant  celui  qui  a  pour  côté  origine  l'origine  du  pre- 
mier et  pour  côté  extrémité  l'extrémité  du  dernier.  Par  un  raisonne- 
ment analogue  à  celui  du  n°  65,  on  verrait  que  l'angle  résultant  est, 
à  un  multiple  entier  près  de  27r,  égal  à  la  somme  algébrique  des 
angles  composants,  ce  qui  s'exprime  par  la  formule 

(OA,  OK)  =  (OA,  OB)  -f-  (OB,  OC)  -f-   •  •  •   -h  (OH,  OK)  +  2k-K . 

En  particulier  si  l'on  considère  deux  droites  dirigées  OA,  OB,  et 
si  l'on  donne  les  angles  de  ces  droites  avec  un  même  axe  de  repère 
OX,  l'angle  de  OB  avec  OA  est  donné,  à  un  multiple  près  de  2?:, 
par  la  formule 

(OA,  OB)  =  (OX,  OB)  —  (OX,  OA) . 

Remarquons  qu'étant  données  deux  droites  dirigées  quelconques 
OA,  OB,    tous  les  angles  formés  par  l'une  avec  l'autre  ont  même  cosi- 
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nus,  et  cela  quel  que  soit  le  sens  positif  choisi,  car  tous  ces  angles  sont 
compris  dans  la  formule  générale  2A'^  db  z,  z  étant  Fun  d'entre  eux  ; 
il  est  donc  inutile,  lorsqu'on  parle  du  cosinus  de  Fangle  de  deu\  direc- 
tions, de  spéciGer  quelle  est  la  première  et  quelle  est  la  seconde,  ni  do 
spécifier  non  plus  le  sens  de  rotation  que  Ton  prend  comme  sens 
positif. 


n 


69.  Valeur  des  protections  orthogonales.  —  Considérons  diffé- 
rents segments  tels  que  AB 
et .  CD  situés  sur  une  même 
droite  dirigée  y't/  ou  paral- 
lèlement à  cette  droite  {fig.  7); 
soient  (AB),  (CD)  leurs  valeurs 
algébriques,  et  (aé),  {cd)  leurs 
projections  sur  un  même  axe 
x'x,  faites  parallèlement  à  un 
plan  quelconque  ;  nous  allons 
démontrer  le  théorème  sui- 
vant : 

Les  projections  de  plusieurs  segments  parallèles  sont  propor- 
tionnelles aux  valeurs  algébriques  de  ces  segments. 

Je  dis  que  Ton  a 

pr.  AB      pr.  CD 


il 


a 


h 


X 


Fig.  7. 


(2) 


ou  bien 


(AB) 

fafc) 
(AB) 


(CD) 

(cd)  . 
(CD)  ' 


on  effet,  les  valeurs  absolues  de  ces  rapports  sont  égales  d'après  un 
théorème  connu  de  géométrie  ;  il  suffît  de  montrer  que  les  signes  sont 
les  mêmes  ;  or  si  AB  et  CD  ont  le  même  sens,  il  en  est  de  même  de 
ah  et  cdy  et  les  numérateurs  ont  le  même  signe,  ainsi  que  les  déno- 
minateurs ;  si  au  contraire  AB  et  CD  ont  des  sens  opposés,  il  en 
est  de  même  de  leurs  projections,  de  sorte  que  les  numérateurs  ont 
des  signes  contraires,  ainsi  que  les  dénominateurs  ;  dans  tous  les  cas 
les  rapports  ont  le  même  signe,  ce  qui  achève  de  démontrer  la  propo- 
sition. 

Supposons  que    CD    soit  un  segment  dont  la  longueur  est  égale  à 
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runité,  et  dirigé  dans  le  sens  positif;  on  l'appelle  quelquefois  segment 
directeur.  On  a    (CD)  :=-f-  1 ,    et  Téquation  (2)  nous  donne 

pr.  AB  =  (AB) .  (pr.  CD)  ; 

on  voit  qu'on  obtient  la  projection  d'un  segment  en  multipliant  sa  valeur 
algébrique  par  un  facteur  qui  dépend  simplement  des  deux  axes  x'x 
et  y'y    et  qui  est  la  projection  du  segment  directeur. 

Dans  le  cas  des  projections  orthogonales,  on  sait  que  la  projec- 
tion d'un  segment  égal  à  Tunité  placé  sur  y'y  est  égal  au  cosinus  de 
Tangle  des  deux  axes  x'x,  y'y  ;  on  a  donc 

(3)  pr.  AB  =  (AB)  X  cos  {x'x,  y'y) , 

ce  que  nous  énoncerons  de  la  façon  suivante  : 

La  projection  orthogonale  sur  un  axe  d'un  segment  parallèle 
à  un  deuxième  axe  est  égale  au  produit  de  la  valeur  algébrique  du 
segment  par  le  cosinus  de  Vangle  des  directions  positives  des  deux 
axes. 


y 


et -: 


•r' 


0 


y 


D 


70.  Des  segments  dans  le  plan.  —  Soient  dans  un  plan  deux  axes 
de  projection  rectangulaires  x'x,  y'y ,  se  coupant  en  un  point  0  [fig.  8)  ; 

nous  convenons  une  fois  pour  toutes 
que  pour  définir  la  valeur  algébrique 
de  l'angle  d'une  droite  dirigée  OD  avec 
Ox,  c'est-à-dire  le  nombre  (Ox,  OD), 
on  prend  comme  sens  positif  de  ro- 
tation celui  du  mouvement  qui  amè- 
nerait une  droite  confondue  avec  O-r  à 
coïncider  avec    O^y    en  décrivant  un 

angle  égal  à  —  • 

Dans  les  cas,  assez  rares,  où  l'on 
doit  définir  l'angle  [Oy,  OD)  de  la  même  droite  avec  Oy ,  on  con- 
vient de  prendre  cette  fois  comme  sens  positif  celui  de  la  rotation 
qui  amènerait  une  droite  confondue  avec    Oy    à  coïncider  avec  Ox 

en  décrivant  l'angle   —  ;  le  nouveau  sens  est  donc  inverse  du  premier. 

Avec  ces  conventions,  les  angles   (Oj,  OD)  et  (0,y,OD)  sont  toujours 
complémentaires,  à  un  multiple  près  de    2::. 

VoGT.  —  Math.  sup.  6 


Fig.  8. 
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Tout  point  du  plan  tel  que  A  est  complètement  déterminé  par 
ses  projections  orthogonales  a,  a'  sur  les  deux  axes  ;  de  la  même  ma- 
nière, tout  segment  est  déterminé  par  ses  projections  sur  x'x  et  y' y , 
puisque  l'on  connaît  les  projections  de  son  origine  et  de  son  extrémité. 
Nous  nous  proposons  d'établir  les  relations  qui  existent  entre  les  valeurs 
algébriques  d'un  segment  et  celles  de  ses  projections  ;  ces  relations 
restant  les  mêmes  lorsque  Ton  transporte  le  segment  parallèlement  à 
lui-même,  il  nous  suffira  de  considérer  le  cas  où  le  segment  a  son  origine 
au  point  de  rencontre    0    des  deux  axes. 

Soit  D  une  droite  dirigée  indéfinie  passant  par  0,  sur  laquelle 
est  pris  un  segment  OA  ;  désignons  par  p  la  valeur  algébrique  de  ce 
segment,  par  a  Tangle  (Oj:,OD)  et  par  p  l'angle  (Oy,OD),  enfin 
par  X  et  Y  les  projections  de  OA  sur  les  axes.  OA  est  la  résultante 
d'un  contour  OcrA  dont  les  composantes  ont  pour  valeurs  algébriques 
X    et   Y. 

En  appliquant  la  formule  (3)  aux  projections  de  OA  sur  x'x  et 
y' y ,    nous  avons  les  relations 

(4)  X  =  p  cos  a ,        Y  =  p  cos  p  ; 

de  plus,  le  triangle  rectangle    Or/A    nous  fournit  l'équation 

(5)  X-^  -4-  Y-^  =  p'^  ; 

nous  en  déduisons,  en  remplaçant  X    et   Y'    par  leurs  valeurs,  la  re- 
lation 


(0) 


cos-  a 


cos"-*  p 


1. 


Comme  a  et  ft  sont  complémentaires,  cette  relation  n'est  autre 
au  fond  que  l'équation  fondamentale  cos-^  a -f- sin*  a  :=  1  ;  nous  la 
mentionnons  cependant  parce  que  nous  en  verrons  bientôt  la  généra- 
lisation. 

Les  segments  X  et  Y  déterminent  géométriquement  le  segment 
OA  d'une  seule  manière,  mais  algébriquement  de  deux  façons  ;  l'équa- 
tion (5)  nous  donne  en  effet  pour  p  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  ;  à  la  valeur  positive  p  =  H-  v/X=^  -h  Y=*  correspondent  pour  a 
et   S   des  valeurs  fournies  par  les  équations 


(7) 


COS  a 


-h  v/X'^  H-  Y^ 


COS  ô  = 


Y 


v/X'-^-f-Y*' 
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ces  valeurs,  qui  sont  celles  du  cosinus  et  du  sinus  de  Tangle  a, 
déterminent  une  seule  droite  dirigée  OD  ;  à  la  valeur  négative 
p  =  —  y/X*  -h  Y*  correspondent  pour  cos  ot  et  cos  p  des  valeurs  égales 
auv  précédentes  et  de  signes  contraires,  et  elles  déterminent  la  direc- 
tion opposée.  Les  deux  solutions  que  Ton  obtient  correspondent  aux 
deux  choix  que  Ton  peut  faire  du  sens  positif  sur  la  direction  indéfinie 
OA. 


71.  Projection  d*un  segment  sur  une  droite  dirigée.  —  Angle  de 
deux  directions.  —  Soient  [fig.  9)  OA  un  segment  donné  sur  une  droite 
dirigée     OD,     et    OA'     sa  projection  sur  une  seconde  droite  dirigée 

01)'.  Nous  désignons  par  p  la 
valeur  aljijébrique  de  OA,  par  X 
et  Y  ses  projections  sur  les  axes 
Ox  et  0,y,  par  a  et  p  les  angles 
de  OD  avec  ces  axes  et  par  a'  et  p' 
les  angles  de  OD'  avec  les  mêmes 
axes  ;  nous  nous  proposons  d'évaluer 
la  projection  de    OA    sur    OD'. 

Nous  avons  vu  que    OA    est  la 

résultante  d'un  contour    OcrA    dont 

les  composantes  Oa  et  a  A  ont  pour 

valeurs  algébriques  X  et  Y;  d'après  le  théorème  des  projections  (n°  67), 

la  projection  de   OA    sur  OD'   est  égale  à  la  somme  des  projections 

de  Oa  et  ak  sur  cette  droite  dirigée  ;  mais  nous  avons 

pp.  Oa  =  (Oa)  cos  (Oj-,  OD)  =  X  cos  a', 
pr.  aA  =  (aA)  cos  (0^ ,  OD')  =  Y  cos  fl'  ; 

nous  aurons  par  suite,  en  additionnant,  la  formule  fondamentale  que 
nous  voulions  établir. 


Fig.  9. 


(8) 


pr.  OA  sur  OD'  =  X  cos  a'  -f-  Y  cos  p'. 


Remarquons  que  cette  formule  est  encore  vraie  pour  un  segment 
quelconque  égal  et  parallèle  à  OA  projeté  sur  une  droite  dirigée  quel- 
conque parallèle  à   OD'. 

Nous  allons  déduire  de  là  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  directions 
OD    et    OD';    si  nous  désignons  cet  angle  par   V,    nous  avons 
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pr.  OA  sur  OD'  =  s  cos  V  ; 


d'autre  part  X  et  Y  sont  respectivement  égaux  à  p  cos  a  et  p  cos  p  ; 
en  introduisant  ces  valeurs  dans  la  formule  {S\  et  divisant  les  deux 
membres  par   p,    nous  avons 

(i))  cos  V  =  cos  7.  cos  X  —  cos  p  cos  p'. 

Remarquons  que  V  est  égal  à  % — z,  et  que  ^  et  p'  sont  égaux  à 
[' — a    et  -^  —  ol'j   à  des  multiples  près  de    2x  ;    la  formule  (9)  nous 

donne  par  suite  la  relation 

cos  (a'  —  a)  =  cos  «  cos  a'  -h  sin  a  sin  x' 

et  le  changement  de  z  en  —  a  nous  fournit  la  formule  fondamentale 
d'addition  des  arcs  en  trigonométrie.  Les  raisonnements  que  nous 
avons  employés  sont  du  reste  identiques  à  ceux  que  Ton  fait  pour  éta- 
blir cette  formule  fondamentale. 


r 


72.  Des  seginents  dans  Tespace.  —  Nous  allons  généraliser  dans 
l'espace  les  considérations  précédentes  ;  nous  considérons  trois  axes 

de  projections  x'x,  y' y,  z'z  se 
coupant  en  un  même  point  0  et 
formant  un  trièdre  trirectangle 
[fig.  10).  Un  point  A  est  com- 
plètement déterminé  par  ses  pro- 
jections orthogonales  a,  a',  a" 
sur  les  axes,  car  il  se  trouve  à 
rintersection  de  trois  plans  menés 
par  ces  points  parallèlement  aux 
faces  du  trièdre  Oxyz  ;  il  ré- 
sulte de  là  qu'un  segment  quel- 
conque de  Tespace  est  conr.plète- 
ment  déterminé  par  ses  projec- 
tions orthogonales  sur  les  trois 
axes,  car  on  peut  construire  son 
origine  et  son  extrémité.  Nous  ne  considérerons  dans  ce  qui  suit  que 
des  segments  ayant  pour  origine  le  point  0  de  rencontre  des  axes. 
Soient    D   une  droite  dingé<^  issue  de  ce  point,    a,   p    et    y    les 


Fig.  10. 
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:angles  de  OD  avec  Ox,  Oy  et  Oz  ;  soit  OA  un  segment  dont  la 
valeur  algébrique  et  les  projections  sur  les  axes  sont  respectivement 
^ ,  X ,  Y   et   Z  ;    nous  avons  d'après  la  formule  (3) 

(10)  X  =  pcosa,  Y  =  pcosp,  Z  =  pcosY. 

D'autre  part,  OA  peut  être  considéré  comme  la  résultante  d'un 
<»ontour  OflfliA  dont  les  composantes  égales  et  parallèles  à  Oa,  Oa\ 
Oa" ,  sont  égales  à  X ,  Y ,  Z  ;  c'est  de  plus  la  diagonale  d'un  paral- 
lélipipède  rectangle  dont  Oa ,  Oa',  Oa"   sont  trois  arêtes,  et  nous  avons 


r2 


OA  =Oai-l-aiA  =0a  -hacii-hUiX  , 
c'est-à-dire 

<11)  p2  =  X*-hYM-Z2; 

nous  en   déduisons,  en   remplaçant   X,  Y,  Z    par  leurs   valeurs,  la 
relation  suivante  analogue  à  l'équation  (6), 

(12)  cos*  a  H- cos^  P -h  cos^  Y  =  1 . 

Les  segments  X,  Y,  Z  déterminent  géométriquement  OA  d'une 
-seule  manière,  mais  algébriquement  de  deux,  parce  que  l'on  peut 
•choisir  de  deux  manières  le  sens  positif  sur  la  droite  indéfinie  OA;  on  a 


p  =  ±:V/X^-f-Y'^-hZS 


X 

cos  a  =  —  » 

P 


.       Y 

cos  p  ==  — 


cos  Y  = 


Z  . 


il  chaque  signe  pris  devant  le  radical  correspondent  pour   a,  p,  y    ^^^ 

valeurs  détenninant  une  seule  droite 
dirigée  ;  aux  deux  signes  correspon- 
dent des  directions  opposées. 

73.  Projection  d*un  segment  sur 
une  droite  dirigée.  —  Angle  de  deux 
directions.  —  Soient  {fie/.  11)  OA  un 
segment  donné  sur  une  droite  diri- 
gée OD,  et  OA'  sa  projection  sur 
une  autre  droite  dirigée  OD'  ;  dési- 
Pig   41  gnons  par  p   la  valeur  algébrique  de 

OA,  par  X,Y,Z  ses  projections  sur 
les  axes  Ox,  Oy ,  Oz,  par  a,  p,  y  les  angles  de  OD,  et  par  a',  ,8',  y' 
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ceux  de    OD'    avec  ces  axes  ;  nous  nous  proposons  de  déterminer  la 
projection  de    OA    sur   OD^ 

Comme  nous  Tavons  vu,  OA  est  la  résultante  d'un  contour  OariiX 
dont  les  composantes  ont  pour  valeurs  X ,  Y  et  Z  ;  d'après  le  théo- 
rème  des  projections,  nous  avons 

pr.  OA  =  pr.  Oflf  H-  pr.  aoi  -f-  pr.  ^|A  ; 

mais  nous  savons  que  l'on  a,  en  projetant  sur   OIV, 

pr.  Oa  =  (Oa)  cos  (Ox,  OD^  =  X  cos  x\ 
pr.  aai  =  (a«i)  cos  {Oy ,  OD')  =  Y  cos  p\ 
pr.  «,A  =  («lA)  cos  (Oz,  OD')  =  Z  cos  y'  ; 

nous  en  déduisons  la  formule  fondamentale  que  nous  voulions  établir, 
(13)  pr.  OA  sur  OD'  =  X  cos  a'  -h  Y  cos  p'  -f-  Z  cos  / . 

Remarquons  que  cette  formule  est  encore  vraie  pour  un  segment 
quelconque  égal  et  parallèle  à  OA  projeté  sur  une  droite  dirigée 
quelconque  parallèle  à    OD' . 

Nous  allons  déduire  de  là  l'angle  des  deux  directions  OD  et  0D\ 
angle  que  nous  désignerons  par  V  ;  nous  savons  que  l'on  a 

pr.  OA  sur  OD'  =  p  cos  V  ; 

d'autre  part    X,  Y,  Z    ont  pour  valeurs,   d'après  les  formules  (10), 
pcosa,    pcosp  et  pcosy;  en  introduisant  ces  valeurs  dans  l'équation 

(13)  et  divisant  les  deux  membres  par  p,  nous  avons  la  fonnule  cherchée, 

(14)  cos  V  ^^  cos  x  cos  a'  -h  cos  ,8  cos  p'  -h  cos  y  cos  y'  ; 

elle    a,  comme  on  le  voit,  la    même 
ç,!  forme  que  la  formule  (9). 

74.     Somme     géoméliique.     — 

Étant  donnés  plusieurs  segments  issus 
d'un  même  point  (),  tels  que  OA, 
OB,  OC  {fig.  12;,  on  appelle  somme 
-géométrique  -de  ces  segments  la  ré- 
sultante d'un  contour  polygonal  dont 
j,'j     j2.  ^^s  composantes  sont  égales  et  paral- 

lèles aux  segments   donnés.  Pour  la 
déterminer,  on   prend   à   partir  de  rextrémité  d'un  premier  segment 
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OA  un  segment  AB'  égal  et  parallèle  à  OB,  puis  à  partir  de    B'  un 
segment  B'C  égal  et  parallèle  à  OC  ;  OC  est  la  somme  cherchée. 

Nous  allons  déterminer  cette  somme  en  évaluant  ses  projections 
sur  trois  axes  rectangulaires  Ox,  0^,  Oz  passant  par  le  point  0; 
chacune  d'elles  est  égale  à  la  somme  des  projections  des  composantes 
sur  le  même  axe,  mais  les  projections  des  composantes  sont  précisé- 
ment égales  à  celles  des  segments  donnés  OA,  OB,  OC.  Si  nous  dési- 
gnons les  projections  de  OA  sur  les  axes  par  Xi,  Yi,  Zi,  celles  de 
OB  par  X2,  Y2,  Zi,  celles  de  OC  par  X3,  Y3,  Z3  et  celles  de  la 
somme  par  X,Y,  Z,  nous  avons,  en  projetant  successivement  sur  Oar, 
Oi/  et  Oz  les  composantes  du  contour  et  sa  résultante,  les  trois 
équations 

^    X  =  X|  H—  X2  "4  ■  X3  =  2«Xi , 
(15)  Y=Y,-4-Y2-f-Y3=2Y,, 

(   Z  =  Z,  +  Z2^Z3  =  2Zi. 

Les  valeurs  de  X,  Y,  Z  ainsi  trouvées  permettent  de  déterminer 
la  somme  géométrique  cherchée  soit  géométriquement  soit  analytique- 
ment  ;  la  grandeur  de  la  somme  est  donnée  par  l'équation 


et  sa  position  est  déterminée  par  les  équations 

X  Y  Z 

cos  a  =  — ,  cos  B  =  — ,  cos  y  =  — 

?  9  9 

Comme  les  seconds  membres  des  équations  (15)  ont  la  même  valeur 
quel  que  soit  Tordre  des  termes  dont  on  fait  la  somme,  nous  en  con- 
cluons que  la  somme  géométrique  de  plusieurs  segments  est  indépen- 
dante de  Tordre  de  succession  des  composantes  du  contour  polygonal 
dont  elle  est  la  résultante. 

On  dit  que  la  somme  de  plusieurs  segments  est  nulle  lorsque  la 
résultante  du  contour  qui  sert  à  la  déterminer  est  nulle  ;  ce  contour 
est  alors  fermé  ;  pour  que  cela  ait  lieu,  il  faut  et  il  suffit  que  p  soit  nul, 
mais  cela  ne  peut  se  produire,  d'après  Téquation  (10),  que  si  X, 
Y  et  Z  ou  bien  2Xi,2Y|  et  2Zi  sont  séparément  nuls;  on  voit  donc 
que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  souinie  des 
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segments  donnés  soit  nulle  sont  exprimées  par  les  trois  équations 

2X1  =  0,  2Yi  =  0,  2Z,  =  0. 

Les  considérations  précédentes  s'appliquent  mot  pour  mot  à  la 
somme  de  plusieurs  vecteurs,  à  la  composition  des  forces  concourantes, 

à  celle  des  vitesses,  etc. 

75.  Projection  d'une  aire  plane.  —  La  projection  orthogonale  sur 
an  plan  P  crune  aire  polygonale  contenue  dans  un  plan  P'  est 
égale  au  produit  de  cette  aire  par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  formé 
par  les  deux  plans. 

Nous  allons  démontrer  ce  théorème  dans  le  cas  d'un  triangle  ABC 
{fîg.  13)  dont  la  base    BC   est  parallèle  au  plan    P   de  projection;  sa 

hauteur  AU  est  une  ligne 
de  plus  grande  pente  du  plan 
P'  du  triangle,  et  se  projette 
suivant  la  hauteur  ah  du 
triangle  projection  abc  ;  en 
écrivant  que  l'on  a 


S  = 


BC  X  AH 


pr.  S  =  5 


2 

bcXah 
2 


Fig.  13.  et  remarquant  que 

bc  =  BC       et       ah  =  AH  cos  (P,  P'), 
on  trouve  bien  la  relation 

pr.  S  =  Sxcos(P,  P). 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  pour  un  triangle  s'étend 
immédiatement  à  une  aire  polygonale  quelconque,  puisqu'on  peut 
toujours  la  décomposer  en  triangles  ayant  un  côté  parallèle  au  plan  de 
projection,  et  qu'il  s'applique  à  chacun  de  ces  triangles. 

Remarquons  que  l'angle  aigu  formé  par  les  normales  aux  plans  P 
et  P'  est  égal  à  l'angle  de  ces  deux  plans  ;  on  peut  donc  encore  écrire, 
en  désignant  par  (N,  N)  l'angle  aigu  de  ces  normales, 

pr.  S  =  Sxcos(N,  N'). 
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Si  Ton  considère  trois  plans  de  projection  formant  un  trièdro  tri- 
rectangle  Oxyz,  et  si  la  noniiale  au  plan  P'  de  Taire  fait  avec  les 
<ixes  OxyOy.Oz  des  angles  égaux  à  a,  p  et  y,  les  projections  Sx, 
Sy,  S,  de  Taire  S  sur  les  plans  yOz,  zOx,  xOy  sont  égales  aux 
valeurs  absolues  des  produits 

S  cos  a ,  S  cos  p ,  S  cos  y  ; 

•si  Ton  tient  compte  de  Téquation  (12),  on  voit  qu'il  existe  entre  Taire 
"S  et  ses  projections  S^,  S^,  S,  sur  les  trois  faces  d'un  trièdre  trirec- 
iangle  la  relation 
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76.  Coordonnées  cartésiennes.  —  Chaque  état  d'une  grandeur 
mesurable  dont  la  valeur  ne  peut  être  comptée  que  dans  un  seul  sens, 
comme  une  masse  ou  une  pression  barométrique,  est  complètement 
caractérisé  par  la  mesure  de  cette  grandeur  au  moyen  d'une  unité 
donnée. 

D'autres  grandeurs  mesurables  sont  susceptibles  d'être  comptées 
dans  deux  sens  opposés,  par  exemple  les  longueurs  parcourues  par  un 
mobile  se  déplaçant  sur  une  droite  à  partir  d'un  point  donné  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre,  les  intervalles  de  temps  comptés  à  partir  d'un 
instant  initial,  etc.  Chaque  état  d'une  pareille  grandeur  est  complète- 
ment caractérisé  par  le  nombre  qui  la  mesure  et  par  le  sens  dans 
lequel  elle  est  comptée  ;  ces  deux  caractères  peuvent  être  réunis  en  un 
seul  nombre  algébrique  dont  la  valeur  arithmétique  est  la  mesure 
de  la  grandeur  et  dont  le  signe  est  -h  ou  —  suivant  le  sens  de  la 
grandeur. 

Nous  ne  nous  occuperons  que  des  grandeurs  dont  chaque  état  est 
ainsi  caractérisé  par  un  nombre  arithmétique  ou  un  nombre  algébrique. 
Les  plus  simples  sont  les  segments  comptés  sur  une  droite  dirigée,  à 
partir  d'une  même  origine.  En  raison  même  de  la  simplicité  de  leur 
étude,  où  le  calcul  trouve  une  aide  commode  dans  la  représentation 
géométrique,  on  est  amené  à  représenter  les  divers  états  d'une  gran- 
deur ou  les  nombres  qui  les  caractérisent  parles  points  d'un  axe  delà 
façon  suivante  : 

Sur  une  droite  dirigée    x'x   [ficj.  14),  on  prend  une  origine  0  ;  à 
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A 

Fig.  14. 


X 


Fig.  13. 


tout  nombre  algébrique    a    correspond,  à  une  échelle  déterminée,  un 

seul  segment    OA,    et  un  seul  point 
«'  O  A  OT       A    de  Taxe  qui  est  l'extrémité  de  ce 

segment;  inversement,  à  tout  point 
A  de  x'x  correspond  un  seul  nombre 
algébrique  qui  est  la  valeur  du  segment  OA  ;  ce  nombre  est  appelé 
ïabscisse  du  point  A. 

Considérons  maintenant  deux  grandeurs  dépendant  Tune  de  l'autre, 

de  façon  qu'au  nombre  a  caracté- 
risant la  première  corresponde  le 
nombre  b  caractérisant  la  seconde  ; 
prenons  deux  axes  ^x,  y^y  se  cou- 
pant en  un  point  0  [fig.  15)  ;  choi- 
sissons sur  chacun  d'eux  ce  point 
comme  origine  et  les  sens  Ox,  Oy 
comme  sens  positifs.  Aux  nombres 
a  et  b  correspondent  sur  x'x  un 
point  A  et  sur  y'y  un  point  B  tels 
que  (OA)  =  a ,  (OB)  =  b;  si  nous  menons  par  ces  points  des  paral- 
lèles aux  axes,  elles  se  coupent  en  un  seul  point   M. 

Inversement,  à  tout  point  M  du  plan,  les  parallèles  aux  axes,  MA 
et  MB,  font  correspondre  un  seul  point  A  sur  x'x  et  un  seul 
point  B  sur  y'y  ^  et  par  suite  un  seul  système  de  deux  nombres 
algébriques  a,  b  qui  sont  les  valeurs  des  segments  OA  et  OB.  Ces 
deux  nombres  sont  appelés  les  coordonnées  du  point  M;  le  premier 
est  dit  ïabscisse  et  est  souvent  représenté  par  x,  le  deuxième  est  dit 
y  ordonnée  et  est  souvent  représenté  par  y  ;  les  deux  axes  sont  appe- 
lés axes  de  coordonnées,  le  premier,  axe  des  x  et  le  deuxième,  axe 
des  y.  Les  coordonnées  que  nous  venons  de  définir  sont  dites  ccrr/e- 
siennes,  du  nom  de  Descartes  qui  en  a  fait  usage  le  premier  ;  elles  sont 
dites  rectangulaires  ou  obliques  suivant  que  les  axes  sont  perpendicu- 
laires ou  non  ;  nous  n'emploierons  que  des  coordonnées  rectangulaires, 
sauf  dans  des  cas  tout  à  fait  particuliers  ;  nous  ferons  remarquer  que 
les  échelles  de  longueurs  adoptées  sur  les  deux  axes  peuvent  être 
différentes  Tune  de  l'autre  dans  la  représentation  graphique  des 
grandeurs  ;  on  les  suppose  cependant  identiques  en  géométrie  analy- 
tique. 
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77.  Usage  des  coordonnées.  —  Représentation  des  lignes.  —  Nous 
examinerons  les  différents  cas  suivants  : 

1*'  Cas.  —  On  donne  une  relation  entre  deux  variables  x  et  y  j 
qui  sont  par  exemple  les  mesures  correspondantes  de  deux  grandeurs 
dépendant  Tune  de  l'autre.  Supposons  que  cette  relation  soit 

nous  donnerons  à  x  une  suite  de  valeurs  particulières  et  nous  calcule- 
rons les  valeurs  correspondantes  de  y  ;  nous  en  formerons  un  tableau 
tel  que  le  suivant  : 


! 


X 

3 

2 

1 

0 

-f-1 

-f-2 

+  3 

y 

5 

0 

3 

4 

3 

0 

et  nous  construirons  les  points  dont  les  coordonnées  sont  les  couples 
de  valeurs  correspondantes  ;  une  feuille  de  papier  quadrillé  dont  Técar- 

tement  des  traits  représente  Tu- 
nité  de  longueur  peut  être  em- 
ployée avantageusement  pour 
cet  usage. 

Nous  construirons  ainsi 
[fig,  16)  les  points  A,  B,  C, 
D ,  E ,  F ,  G  ;  nous  pourrions 
en  obtenir  autant  d'autres  que 
nous  voudrions  en  donnant  à 
X  des  valeurs  intermédiaires 
ou  bien  plus  grandes  que  celles 
du  tableau  ;  nous  vérifierions 
sans  peine  qu'à  des  valeurs  de  x 
très  rapprochées,  par  exemple 
croissant  de  centième  en  centième,  correspondent  des  valeurs  de  y 
très  rapprochées,  et  nous  concevons  que  si  x  varie  d'une  valeur  à  une 
autre  en  passant  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires,  les  points  ob- 
tenus constitueront  une  ligne  continue  ;  nous  sommes  ainsi  amenés  à 
faire  passer  un  trait  continu  aussi  régulier  que  possible  par  les  points 
A,  B,  C,  D,  E,  F  et  G.  Cette  ligne,  dont  on  peut  trouver  exactement» 


Fig.  16. 
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comme  nous  l'avons  dit,  autant  de  points  que  l'on  veut,  représente  gra- 
phiquement Téquation  donnée  ou  la  loi  dont  elle  est  la  traduction. 

2*  Cas.  —  Pour  rechercher  inversement  la  formule  qui  régit  un 
phénomène,  par  exemple  la  variation  du  coefficient  de  solubilité  d'un 
sel  avec  la  température,  on  fait  un  certain  nombre  d'expériences,  on 
note  chaque  fois  les  mesures  correspondantes  des  deux  grandeurs  dont 
on  étudie  la  dépendance,  puis  on  marque  sur  un  papier  quadrillé  les 
points  dont  ces  couples  de  valeurs  sont  les  coordonnées. 

Comme  nous  avons  le  sentiment  que  les  phénomènes  naturels  sont 
régis  par  des  lois  simples,  et  que  les  effets  doivent  varier  d'une  manière 
continue  si  les  causes  varient  elles-mêmes  d'une  manière  continue, 
nous  sommes  amenés  à  représenter  par  un  trait  continu  la  relation  que 
nous  cherchons.  Si  les  mesures  des  grandeurs  sont  faites  rigoureusement, 
ce  trait  doit  passer  par  tous  les  points  déterminés  ;  mais  nous  ne  sommes 
jamais  certains  de  l'exactitude  absolue  des  mesures,  et  nous  supposons 
toujours  qu'elles  peuvent  présenter  de  petites  erreurs  dont  les  limites 
dépendent  des  instruments  employés  ;  nous  sommes  ainsi  conduits  à 
tracer  une  ligne  continue  aussi  régulière  que  possible  passant  par  les 
points  obtenus  ou  s'en  écartant  très  peu,  et  nous  disons  qu'elle 
représente  la  loi  cherchée  de  la  façon  la  plus  probable.  Nous  concevons 
même  qu'elle  la  représente  plus  exactement  que  les  expériences  et  que 
si  un  des  points  s'écarte  trop  du  trait  régulier,  c'est  que  l'expérience 
qui  l'a  fourni  est  entachée  d'une  erreur  trop  considérable. 

La  ligne  représentative  de  la  loi  d'un  phénomène  est  quelquefois 
tracée  automatiquement  par  un  appareil  enregistreur,  et  c'est  ce  qui 
arrive  en  particulier  lorsque  l'une  des  grandeurs  variables  est  une  lon- 
gueur ou  le  temps. 

Lorsque  Ton  a  ainsi  construit  la  ligne  représentative  d'une  loi,  on 
peut  s'en  servir  pour  rechercher  l'expression  analytique  de  cette  loi  ; 
c'est  l'équation  qui  relie  les  abscisses  et  les  ordonnées  des  points  de  la 
courbe.  On  écrit  pour  cela  une  équation  entre  x  et  y ,  de  la  forme  la 
plus  probable,  et  dont  les  termes  renferment  des  coefficients  encore  in- 
déterminés ;  on  écrit  que  cette  équation  est  satisfaite  par  les  valeurs 
numériques  des  coordonnées  d'un  certain  nombre  de  points  de  la  courbe 
et  l'on  a  de  cette  façon  des  relations  qui  permettent  de  calculer  les  coeffi- 
cients laissés  indéterminés. 
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Lorsqu'ils  sont  tous  connus,  et  qu'on  a  trouvé  entre  x  et  y  une 
équation  dont  tous  les  coefficients  sont  déterminés  numériquement, 
on  construit  inversement,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  coor- 
données, la  courbe  représentée  par  cette  relation,  et  l'on  vérifie  si  elle 
est  sensiblement  identique  à  la  courbe  donnée  ;  si  elle  s'en  écarte  trop 
dans  certaines  de  ses  parties,  on  change  la  forme  de  l'équation  choisie 
entre  x  et  y,  ou  bien  Ton  ajoute  des  termes  correctifs  à  l'équation 
déjà  formée.  C'est  ainsi  que  l'on  opère  dans  les  sciences  expérimen- 
tales, par  exemple  dans  Tétude  des  dilatations,  de  la  conductibilité,  etc. 

3*  Cas.  —  Nous  venons  de  voir  que  toute  équation  entre  x  et  y 
donne  lieu  à  une  ligne  dont  tous  les  points  ont  des  coordonnées  satis- 
faisant à  cette  équation.  Inversement,  si  Ton  considère  une  ligne, 
telle  que  la  circonférence,  la  parabole,  etc.,  définie  cette  fois  par 
une  propriété  géométrique  commune  à  tous  ses  points,  cette  propriété 
sert  à  former  une  équation  entre  x  et  y,  et  l'on  dit  que  cette 
équation  représente  la  ligne  considérée. 

Pour  donner  un  exemple,  considérons  une  circonférence  de  rayon 
R  ayant  pour  centre  l'origine  0  des  coordonnées  rectangulaires 
(/î^r.  17)  ;  soient   [OP)  =  x    et    [OQ)  =  y    les  coordonnées  d'un  point 

quelconque      M     de    cette    courbe  ; 

S/  la    relation   OP* -F  DQ*  =  OM*  nous 

donne  immédiatement  la  suivante  : 


(1) 


y 


w 


vig.  n. 

(Ox,  OM)    dans  la  figure  précédente,  on  a 


c'est  l'équation  qui  représente  la  cir- 
conférence. 

Quelquefois  on  exprime  les  deux 
coordonnées  de  chaque  point  de  la 
ligne  au  moyen  d'une  quantité  va- 
riable que  Ton  appelle  un  paramètre  ; 
en  appelant  par  exemple    <p    l'angle 


(2) 


X  =  (OP)  —  R  cos  cp , 
y=.(OQ)  =  Rsin(p. 

Lorsque  l'on  a  deux  équations  telles  que  les  précédentes,  et  qu'on 
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en  forme  une  combinaison  qui  ne  renferme  plus  le  paramètre,  on  dit 
qu'on  élimine  ce  paramètre  ;  la  nouvelle  équation,  qui  ne  renferme 
plus  comme  variables  que  x  et  y,  est  Téquation  de  la  ligne.  Dans 
l'exemple  précédent,  si  Ton  élève  au  carré  les  deux  membres  des 
équations  (2)  et  si  Ton  ajoute,  on  retrouve  Téquation  (1). 

Les  propriétés  des  lignes  définies  géométriquement  peuvent  être 
mises  en  évidence  par  des  calculs  algébriques  effectués  sur  les  équa- 
tions qui  les  représentent  ;  ces  calculs  sont  soumis  à  des  règles  simples 
dont  Tensemble  constitue  la  géométrie  analytique  proprement  dite  ; 
c'est  ainsi  que  cette  géométrie  est  l'étude  des  figures  par  les  procédés 
de  Tanalyse. 

78.  Ck>nloar  des, coordonnées.  —  Distance  de  deux  points.  —  Il 

résulte  de  la  définition  des  coordonnées  j:  et  ^  d'un  point  M  {figAH) 
qu'elles  sont  identiques  aux  projections  sur  les  deux  axes  du  seg- 
ment OM,  car  ces  projections  ne  sont 
autres  que  les  deux  segments  OP  et 
OQ  dont  les  valeurs  algébriques  sont 
x  et  y.  Remarquons  encore,  comme 
nous  lavons  fait  au  n°  70,  que  OM  est  la 
résultante  d'un  contour  OPM  dont  les 
composantes  sont  égales  aux  segments 
OP  et  OQ,  c'est-à-dire  ont  pour  valeurs 
X  et  y  ]  ce  contour  OPM  est  appelé 
contour  det  coordonnées  du  point  M. 
Etant  donnés  deux  points  M  et 
M'  dont  les  coordonnées  sont  (r,  y)  et  ix' y  y'),  les  projections  sur 
les  axes  du  segment  MM'  sont  respectivement  PP'  et  QQ'  ;  mais 
d'après  le  théorème  de  Chasles  (n'^Go),  on  a 

(PF)  =  (OP')  —  (OP)  =  x'  —  X , 
(QQ')-(OQ')-(OQ)-y-,y; 

on  peut  donc  énoncer  ce  théorème  :  Les  projections  d'un  segment  sur 
les  axes  sont  respectivement  égales  à  la  différence  des  abscisses  et  à  la 
différence  des  ordonnées  de  Vextrémité  et  de  l'origine  de  ce  segment. 

Si  Ton  remarque  que  l'on  a 

uw* = sp!  -4-  p;w*  ^  w  -f  Qu'*, 


y 

0' 

M' 

Q 

y 

Pi 

0 

P         1 

>' 

X 

Fig. 
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'i; 

l  on  trouve,  pour  calculer  la  distance   d  des  deux  points    M   et  M',  la 

r 

fonnule  fondamentale 


f 


en  particulier,  la  dislance  du  point  M  à  l'origine  est  égale  à  \x^-r-}i^' 

79.  Ordre  d*une  courbe  algébrique.  —  On  appelle  courbe  algébrique 
une  courbe  dont  l'équation  par  rapport  à  un  système  d'axes  Ox,  Oj^ 
renferme  les  coordonnées  sous  un  nombre  fini  de  symboles  d'opérations 
algébriques  :  addition,  soustraction,  multiplication,  division,  élévation 
aux  puissances,  extraction  de  racines.  En  faisant  disparaître  les  radi- 
caux, chassant  les  dénominateurs  et  faisant  passer  tous  les  termes 
dans  un  même  membre,  on  peut  toujours  ramener  Féquation  à  la  forme 

ou    f  est  un  polynôme  entier  par  rapport  à   x  et   ^  ;    le  degré  de  ce 
polynôme  s'appelle  ordre  de  la  courbe  algébrique. 

Les  courbes  qui  ne  sont  pas  algébriques  sont  dites  transcendantes. 
11  est  essentiel  de  mettre  l'équation  d'une  courbe  algébrique  sous 
forme  entière  pour  trouver  son  ordre  ;  si  Ton  considère  par  exemple  la 
courbe  représentée  par  l'équation 

il  faut  élever  d'abord  au  carré  les  deux  membres,  ce  qui  donne 

X  hl/^-2\/xy  =  1, 

puis  faire  disparaître  le  dernier  radical,  ce  qui  donne 

4;  (x-f-t/  — 1)^  — 4xi/=:0, 

pour  rendre  Téquation  entière  ;  on  voit  alors  que  la  courbe  qu'elle  re- 
présente est  du  second  ordre. 

Remarquons  à  ce  propos  que  toutes  les  valeurs  de  x  et  y  satis- 
faisant à  l'équation  (4)  ne  satisfont  pas  à  l'équation  donnée  (3),  si  l'on 
}  considère  les  radicaux  comme  positifs;  c'est  ce  qui  a  lieu  par  exemple 
poiu'  X  =4,  1/  r^  1  ;  l'équation  (3)  ne  représente  qu'une  partie  de  la 
courbe  totale  représentée  par  (4).  En  géométrie  analytique,  on  considère 
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toujours  la  courbe  totale  représentée  par  Téquation  mise  sous  forme 
-entière. 

Nous  montrerons  plus  tard  que  Tordre  d'une  courbe  algébrique 
est  égal  au  nombre  de  points  de  rencontre,  réels  ou  imaginaires,  de  cette 
■courbe  avec  une  droite  quelconque  ;  par  exemple  la  ligne  représentée 
par  une  équation  du  premier  degré  entre  .r  et  y  n'est  rencontrée  par 
une  droite  qu'en  un  seul  point  ;  nous  montrerons  dans  le  chapitre  sui- 
Tant  qu'elle  est  une  ligne  droite  ;  la  circonférence  est  une  ligne  du 
-second  ordre  et  est  rencontrée  par  une  droite  en  deux  points. 

80.  Coordonnées  polaires.  —  On  peut  utiliser  d'autres  systèmes 
<le  coordonnées  que  celui  que  nous  avons  indiqué  pour  déterminer  la 
position  d'un  point  dans  le  plan  ;  le  plus  employé  après  le  système  car- 
tésien est  celui  des  coordonnées  polaires. 

Par  un  point  0  appelé  origine  ou 
pôle  (/îg.  19),  on  fait  passer  une  droite 
dirigée  Ox  appelée  axe  polaire,  et  Ton 
choisit  un  sens  positif  pour  les  angles, 
ordinairement  le  sens  trigonométrique  ; 
pour  déterminer  un  point  M ,  on  donne 
un  angle  6  =  (Ox,  OD)  fixant  une 
droite  dirigée  OD  passant  par  M ,  et  la 
valeur  algébrique  p  du  segment  OM 
sur  cette  droite  ;    6  est  appelé  angle  polaire  et   p  rayon  veclear. 

En  choisissant  Oy  faisant  avec  Ox  Fangle    -h  — 

nées  cartésiennes  de    M    sont 

(5)  x^pcosO,  yrrrpsinô; 

inversement,  on  a 


Fig.  49. 


les  coordon- 


(6) 


\ 


P 


=  ±v/x^+^*, 


X 

cos  6  =  — 

P 


sm  6  =—  • 

P 


Ces  formules  montrent  qu'à  un  point  M  correspondent  plusieurs 
valeurs  des  coordonnées  polaires  ;  si  pi  est  la  valeur  absolue  du  radical 
et  a  l'angle  unique  compris  entre  0  et  27r  dont  le  cosinus  et  le  sinus 

.y 


sont  égaux    respectivement   à 
VocT.  —  Math,  sup- 


\/x'-^  y' 


et  à 


Vx'   hy^ 


tous 
7 


^ 
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l#^  s\M«rmes  de  coonJonnées  piilaires  du  point    M   sont  compris  dans 
If-^  deij\  fornmle> 


/ 


r 


ri 


6^a^  r  — 2Ar, 


A   étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 

Toute  relation  entre  s  et  ^  représente  une  Dcrne,  et  réciproque- 
ment :  par  evempie  une  circonférence 
ayant  un  diamètre  OA  =  a  dirigé  sui- 
vant Taxe  polaire  fig.  20  est  représen- 
tée par  l'équation 

s  =r  a  cos  b . 

Suivant  les  cas.  l'équation  d'une 
courl>e  est  plus  simple  dans  un  système 
de  coordonnées  que  dans  l'autre  ;  on 
peut  toujours  pas>er  de  l'un  à  l'autre  par  les  équations  5  ou  Ti)  :  il 
est  du  reste  nécessaire  de  former  l'équation  en  coordonnées  cartésiennes 
d'une  courbe  algébrique  lorsqu'on  veut  se  rendre  compte  de  son  ordre. 


Vifi.  20. 


CHAPITRE  IV 
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81.  Équation  de  la  ligne  droite.  —  Toute  droite  est  représentée 
en  coordonnées  cartésiennes  par  une  équation  du  premier  degré  entre 
les  coordonnées  x  et  y  d'un  quelconque  de  ses  points  ;  nous  allons, 
pour  le  démontrer,  examiner  différents  cas  successifs. 

1°  L'axe  des  y  est  caractérisé  parce  fait  que  Tabscissc  de  chacun 
de  ses  points  est  nulle  ;  il  est  donc  représenté  par  Téquation 

x  =  0\ 

de  même  une  parallèle  à  0^   est  caractérisée  par  ce  fait  que  tous  ses 

points  ont  la  même  abscisse  ;  si  a   est  cette  abscisse,  Téquation  de  la 

droite  est 

x=^a , 

et  réciproquement  une  équation  de  cette  forme  représente  une  droite 

parallèle  à   Oy . 

2°  Pour  les  mêmes  raisons,  Téquation  de  Taxe  des    x   est   «/  =^  0, 

et  celle  d'une  parallèle  à  cet  axe,  y  =b,  b 
étant  l'ordonnée  d'un  de  ses  points. 

3"  Considérons  maintenant  une  droite 
D  passant  par  l'origine  0  [pg.  21);  fixons 
sur  cette  droite  un  sens  positif,  et  dési- 
gnons par  a  l'angle  que  fait  avec  Ox  la 
direction  choisie  ;  si  M  est  un  point  de  la 
droite  et  p  la  valeur  du  segment  OM, 
on  a 


Fig.  21. 


(i) 


a:  =  pcosa. 


y  =  p  sin  a  ; 


î 


1  «ri 


MT^  'ïT*  IL  i*t  %rr%iz  W\l.Y^.S~T. 


\ 


r 


f 


r 

r. 


F 


F 


'/f.  *'îi  1*-:: -:t  f-.'/r»*   x  H    y    la  r»-l>îl  a 

<^'j-  *:*>t  J'-j-iàt>/û  4*:  U  4r.>]t^  D:  oa  T./;t  «ju*  c^tt*  di»ît*  est  repré- 
^zA*:*:  [r'^T  «Jii^  i:*\'i^iioTi  LTi^-béi^  *•!  L >rL-'»i:rL^  <-i.tre  X  et    y. 

K^'^f/r'>|u*:ai*-nt.  *-!  y**u4orin*-  ^-'-Ar^  x  et  y  uDeei^uatioD  linéaire 
H  houto^^ftài:  ou  I*-*  c'j^fîi''î''rjt>  d'-s  «i*-!!!  ^aria:«îes  ne  >ont  nuls  ni  l'un 
fji  I  autr**.  t'-tle  w]ijatîorj  r*'pr»-^*-r.te  aiie  dr«>.te  pa>$ant  par  Torigine; 
en  *rffel.  on  peut  toujours  la  nrwjijire  par  rappM>rt  a  y.  et  rêerire  sous 
la  fornie 

3  y  --  mx  : 

Viit  M  un  point  quelconque  dont  \f^  coonlonnêes  satisfont  à  cette  équa- 
tion, posons  OM  =f-  et  déxîirnon^  par  x  l'an:; le  que  fait  OM  avec 
Ojt  :   cet  an^le  e<it  déterni  i  né  par  If  s  équations   I  .  et  celles-ci  montrent 

que  \^%  est  égale  à  -^;  comme  ce  rapport,  d'après  l'équation   3,  a 

pipiiT  %alf'ur  /n ,  on  en  conclut  que  t<r  z  =  m .  et  par  suite  Tangle  s 
a,  a  un  multiple  entier  de  -z  près,  la  même  valeur  pour  tous  les  points 
delà  lif^ne  repré«*entée  par  l'équation  3  :  dès  lors  cette  ligme  est  une 
droite  passant  par  l'origine,  l'angle  de  cette  droite  avec  Ox  étant  donné 
par  t(f  X  —m. 

Four  constniire  la  droite  représentée  par  l'équation  3\  le  procédé 
le  plus  simple  consiste  a  construire  le  point  de  cette  droite  dont  Tabs- 

cisse  est  égale  à  l'unité  :  son  ordonnée 
est  égale  à  m,  et  il  suffit  de  le  joindre  à 
l'origine.  On  voit  que  si  m  est  positif,  la 
droite  passe  dans  Tangle  des  coordonnées 
positives  et  dans  l'angle  opposé  'fig.  21  ; 
jr  si  ni  est  négatif,  elle  passe  dans  les  deux 
autres  angles  pg.  22\ 

Par  exemple,  l'équation  y  =  x  repré- 
sente la  bissectrice  des  deux  premiers  an- 
gles, et  l'équation    y  =  —  x,    la  bissectrice  des  deux  autres. 

4"  Considérons  enfin  le  cas  général  :  soit  (fig.  23)  une  droite  quel- 
conque ï)  ;  désignons  par  xq  et  i/o  les  coordonnées  d'un  point  par- 
ticulier Mo  de  cette  droite  et  par  a  l'angle  que  fait  avec  Ox  un  sens 
positif  choisi  sur  elle.  Si  x  et  y   sont  les  coordonnées  d'un  point   M 


2/ 


If 


0 


Fig.  22. 
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de  la  droite,  et  p  la  valeur  du  segment  MqM  ,  on  a,  en  appliquant  le 

théorème  du  n**  78, 

(4)  X  — Xo  =  pcosa,        y  — î/o  =  psina; 

on  en  déduit  entre  x   et  y   Téquation 


(S) 


x  —  xo_y  —  yo 


cosa 


sina 


que  l'on  peut  encore  écrire 

3/— xtga-+-î/o  — a^otga; 

Fig.  23.  on  voit  que  Téquation  est  du  premier 

degré  entre  x  et  y .  Ordinairement,  on 
choisit  pour  Mo  le  point  B  où  la  droite  coupe  Taxe  Oy ,  de  telle  sorte 
que  Xo  est  nul,  et  Téquation  prend  la  forme  simple 

y=xiga-hyo' 

Réciproquement,  nous  allons  montrer  qu'une  équation  quelconque 
du  premier  degré  représente  une  droite.  La  forme  générale  d'une  telle 
équation  est 


(6) 


Ax  -i-  By  -h  C  =  0  ; 


si  un  ou  plusieurs  des  coefficients  Â,  B,  C  sont  nuls,  nous  nous  trou- 
vons dans  un  des  cas  simples  déjà  examinés;  nous  n'avons  donc  qu'à 
nous  occuper  du  cas  général. 

Résolvons  l'équation  par  rapport  à   y  ;   nous  avons 

A           C. 
y  = X 

^  B  B 


A 
B 


en  posant    — —  =  m   et   —  —  =  A,    nous  pouvons  l'écrire 

B 


(7) 


y  =  mx  -h  h . 


Nous  voyons  déjà  que  la  ligne  représentée  par  cette  équation  passe 
par  le  point  B  de  l'axe  des  y  d'ordonnée  h,  car  les  coordonnées 
a:  =  0  et  y  =  h  de  ce  point  satisfont  à  l'équation  (7).  Soit  M  un 
autre  point  de  la  ligne,  dont  les  coordonnées  x   et  y  satisfont  à  cette 
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équation;  posons  (BM)  ^=  p,  et  désignons  par  a  Tangle  de  BM  avec 
Ox  ;  nous  avons 

a:  =  pcosa,  y  —  A  =  psina, 

et  nous  en  déduisons  que   tgx  est  égal  à   ^ ,    c'est-à-dire    à     m. 

Nous  en  concluons,  comme  au  troisième  cas,  que  Tangle  de  BM  avec 
Oa:  est  le  même  pour  tous  les  points  M  de  la  ligne,  et  que  cette  ligne 
est  une  droite. 

82.  Coefficient  angulaire  d*uiie  droite.  —  Lorsqu'on  écrit  une  équa- 
tion du  premier  degré  entre  x  ei  y  sous  la  forme  (7),  le  coefficient 
m  s'appelle  coefficient  angulaire  de  la  droite,  et  h  son  ordonnée  à 
Vorigine\  le  premier  de  ces  deux  nombres  détennine  en  effet  la  direction 
de  la  droite,  et  est  égal  à  la  tangente  de  son  angle  avec  Taxe  des  x,  le 
second  est  l'ordonnée  du  point  où  elle  coupe  Oy.  Lorsque  Ton  donne 
une  équation  quelconque  du  premier  degré,  le  coefficient  angulaire  est 
le  coefficient  de    x   dans  l'équation  résolue  par  rapport  à   y. 

Des  droites  parallèles  entre  elles  ont  même  coefficient  angulaire, 

et  réciproquement;  pour  que  deux  droites  représentées  par  les  équations 

générales 

Ax+B^  -f  C  =0, 

A.rH-B>H-C  =  0 
soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

,  A  _  B 

^^^  A"  -  B''  • 

83.  Construction  d'une  droite.  —  Pour  construire  la  droite  repré- 
sentée par  une  équation  donnée  telle  que  (6)  on  peut  la  résoudre  par 
rapport  à  y  y  et  se  servir  de  l'angle  a  déterminé  par  le  coefficient 
angulaire  m,  ainsi  que  de  l'ordonnée  à  l'origine  h  ;  il  est  plus  simple 
de  déterminer  deux  points  de  la  droite,  et  de  les  joindre  ensuite.  On 
choisit  ordinairement  les  points  où  la  droite  coupe  Ox  et  Oy  ;  le 
premier  a  une  ordonnée  nulle;  en  faisant  .y  =  0  dans  l'équation  (6),  on 

a  pour  valeur  de  son  abscisse   x  = ;    de  même,  le  deuxième  a  une 

C 

abscisse  x   égale  à  zéro,  et  son  ordonnée  est   i/  =  —  — . 

B 
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Considérons  par  exemple  la  droite  représentée  par  l'équation 
en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à    y,    et  récrivant 

3 
nous  voyons  que  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  est  égal  à  -^»   et 

son  ordonnée  à  Torigine  égale  à  3.  Pour  la  construire,  nous  remarquerons 
plutôt  qu'elle  coupe  Taxe  Oj  en  un  point  A  dont  l'ordonnée  1/  =  0, 
et  dont  Tabscisse  x  =  —  2,  et  Taxe  Oy  en  un  point  B  dont  Tabscisse 
iT  =  0  et  dont  l'ordonnée  y  =  -f  3  (/?</.  23)  ;  elle  est  complètement 
déterminée  par  ces  deux  points. 

Il  faut  bien  remarquer  que  la  situation  d'une  droite  dans  le  plan 
dépend  uniquement  des  coefficients  de  son  équation,  et  nullement  de 
j-  et  «/  ;  ces  deux  variables  sont  des  auxiliaires  de  calcul  que  l'on  ap- 
pelle souvent  coordonnées  courantes  lorsque  le  point  qu'elles  détermi- 
nent reste  variable. 

L'équation  d'une  droite  sert,  d'une  part,  par  ses  coefHcients,  à 
fixer  la  position  de  cette  droite  ;  d'autre  part  elle  sert  à  calculer  les 
coordonnées  de  certains  points  choisis  sur  elle,  ces  coordonnées  étant 
toujours  liées  par  l'équation;  si  l'on  donne  par  exemple  l'abscisse 
j.— 2  d*un  point  de  la  droite  représentée  par  l'équation  (ÎJ),  son 
ordonnée  est  égale  à 

y  =  -(6-h3x)=:C. 

M.  Formes  particulières  de  réquation  d^une  droite.  —  A  chaque 
manière  de  définir  géométriquement  une  droite  dans  un  problème 
correspond  souvent  une  méthode  particulière  pour  former  rapidement 
son  équation  ;  nous  allons  en  indiquer  quelques-unes. 

l**  Si  la  droite  est  donnée  par  sa  direction  et  par  un  de  ses  points, 
on  emploie  Téquation  (5),  qui  s'écrit  encore 

en  désignant  par   m   le  coefficient  angulaire. 

2°  Si  la  droite  est  donnée  par  deux  de  ses  points,  de  coordonnées 
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(j^c.yo)  et  (xi,  yi),  on  obtient  son  coefficient  angxilaire  m  en  écrivant 
que  la  ligne  représentée  par  Téquation  (10)  passe  par  le  point  (j*i,  t/i)  ; 
on  a  ainsi 

yi—yo^'n{xi  —  Xo)', 

en  tirant  m  de  cette  dernière  relation  pour  la  porter  dans  la  précé- 
dente, on  a  réquation  cherchée. 


(i*) 


y  — I/o  __^  —  ^o- 


yi  —  yo 


J^o 


on  peut  remarquer  que  Téquation  suivante,  dont  le  premier  membre 
est  écrit  sous  forme  de  déterminant, 


(12) 


X     y 

1 

xo    yo 

1 

^1   yi 

{ 

0, 


est  la  même  que  la  précédente;  il  suffirait,  pour  le  constater,  de 
développer  le  déterminant  ;  la  dernière  est  commode  pour  écrire  d'une 
manière  symétrique  que  trois  points  (x^  i/),  (xq,  ,yo).  (-^h  2/0 
sont  en  ligne  droite  ;  il  faut  et  il  suffît  en  eiïet  que  Téquation  (12)  soit 
satisfaite. 

3**  Supposons  en  particulier  qu'on  donne  Tabscisse  a  du  point  A. 
où  la  droite  coupe  Ox,  et  Tordonnée  b  du  point  B  où  elle  coupe 
Oy  ;     il   suffit    de    faire,    dans    Téquation    (U),     Xo:=a,       ^o  =  0» 

X,  =-i:  0,      .yi  =  b  ;  on  trouve  ainsi  l'équa- 


tion simple 


X 

a 


f-l=0. 

0 


Fig.  24. 


4°  Si  Ton  abaisse  de  l'origine  0  une  per- 
pendiculaire OP  sur  une  droite  D  [fig.  24), 
la  connaissance  du  segment  OP  suffit 
pour  déterminer  complètement  cette  droite. 
Considérons  sur  la  perpendiculaire  une 
direction  positive  OD'  et  désignons  par  a' 
et  ^'  les  angles  qu'elle  fait  avec  Ox  et  0^. 


Désignons  de  plus  par  p    la  valeur  algébrique  du  segment  OP. 


r^^-^ 


DE    LA    LIGNE    DROITE  105 

■ 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  droite  D,  de  coordonnées 
(a-,  y);  Ja  projection  du  serment  OM  sur  OD'  est  égale  à  p;  nous 
allons  l'évaluer  en  appliquant  la  formule  (8)  du  n°  71  ;  comme  les  pro- 
jections de  OM  sur  les  axes  sont  égales  aux  coordonnées  x  et  y, 
nous  avons  la  relation 

X  cos  a'  -h  y  ^os  p'  =p . 
On  représente  ordinairement   a'    par   w;    p'    est  égal  à  -^ — o), 

si 

à  un  multiple  près  de    21:  ;  •  la  relation  précédente  s'écrit  alors 

X  cos  (0-1-  y  sin  co  — p  =  0 . 

C'est  réquation  de  la  droite  D  ;  sous  cette  forme  particulière,  on 
dit  que  c'est  Véquation  normale  de  cette  droite. 

85.  Intei*section  de  deux  droites.  —  Les  coordonnées  du  point 
commun  à  deux  droites  représentées  par  les  équations  générales 

Ax  -f-By  -f  C  =0, 
A'x -+- B'jr -4- C  =  0 

sont  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  satisfont  à  la  fois  à  ces  deux 
équations  ;  il  suffit  donc,  pour  les  trouver,  de  résoudre  ce  système 
d'équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues,  comme  nous  l'avons 
fait  au  §  1.  Inversement,  pour  résoudre  graphiquement  deux  équations 
du  premier  degré,  on  construira  les  deux  droites  représentées  par  ces 
équations,  et  on  évaluera  les  coordonnées  de  leur  point  commun. 

Si  AB'  —  BA'  n'est  pas  nul,  il  existe  une  solution  et  une  seule, 
et  les  droites  ont  un  seul  point  commun.  Si    AB'  —  BA'   est  nul,  le 

système  est  impossible  ou  indéterminé.  Ce  dernier  résultat  est  facile  à 

A        B 
interpréter,   car  la  condition    AB'  —  BA' =  0    entraîne    -77  —  Iv"    ^^ 

A         B 

elle  exprime  que  les  deux  droites  données  sont  parallèles  ou  confondues  ; 
elles  n'ont  alors  aucun  point  commun  ou  en  ont  une  infinité. 
L'équation 

(Ax-f-  By  -4-  C)  -+- X  ( A'x -f-  B'y  -4-  C)  -=  0 

représente,  lorsque  l'on  donne  à  a  différentes  valeurs,  des  droites  (|ui 
passent  toutes  par  le  point  commun  aux  deux  droites  données. 


1 
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86.  Angle  de  deux  droites.  —  Droites  perpendiealaires.  —  L'angle 
<le  deux  droites  est  égal  à  la  différence  des  'angles  a  et  a  formés 
par  ces  droites  avec  Taxe  des    x  ;    si  on  le  désigne  par   V,    on  a 

^  °  •  '       1  -h  Ig  X  tg  a 

mais    tg  ï   et   tg  x    sont  égaux  aux  coefficients  angulaires   m    et   m' 
des  deux  droites  ;  on  a  donc 

t\2)  tgV='"'-'" 


1  -h-  mm' 

Pour  que  deux  droites  soient  perpendiculaires,  il  faut  et  il  suffît 
<|ue  tgV  soit  infini,  c'est-à-dire  que  m  et  m'  satisfassent  à  la 
condition 

on  en  tire 

1 

m  =  —  — , 

m 

ce  que  Ton  énonce  de  la  façon  suivante  :  Le  coefficient  angulaire 
(l'une  perpendiculaire  à  une  droite  est  égal  à  Vinverse  changé  de 
signe  du  coefficient  angulaire  de  cette  droite. 

Comme  exemple,  cherchons  Téquation  de  la  perpendiculaire  issue 
du  point  de  coordonnées    (1,4)    à  la  droite  représentée  par  Téquation 

(9);  on  a 

3  ,12. 

m=      ,  m  = =  —  77' 

2  m  o 

l'équation  cherchée  est  alors,  en  appliquant  Téquation  (10), 

.y-4  =  -f(-«--i)- 

Comme  autre  exemple,  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point   Mo 
(!e  coordonnées  (j-q,  î/o)   sur  la  droite  représentée  par 

\x-hBg-]-C  =  0, 

A 

a  pour  coefficient  angulaire  l'inverse  changé  de  signe  de   —  —  *  c'est-à- 

B  , 

dire       ,     et  Ton  peut  écrire  son  équation  sous  la  forme 

A 
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^  — ^o^.V  — -Vo 

A  B 

Remarquons  que  si  Ton  désigne  par    t!    et    p'  les  angles  formés 
avec  les  axes  par  une  direction  positive  choisie  sur  cette  perpendiculaire, 

P'   est  le  complément  de  a',  et  a'  est  donné  par  la  relation  tga'  =  -7-'» 
on  en  conclut  que  Ton  a 


(U) 


cos  a'  = 


±  v^A'2  -f-  B= 


cos  ^'  =  sin  a'  = 


B 


div'AM  B' 


les  deux  radicaux  étant  affectés  du  mcme  signe. 


87.  Distance  d'un  point  à  une  droite.  —  Soit   MqP  {/?</.  25)  la 
perpendiculaire  abaissée  d'un  point    Mo   de  coordonnées    (o-q,  .yo)    sur 

une  droite  1) ,  et  soit  Xx-\  B^  -h  C  =  0 
y  \D  Féquation  de  cette  droite. 

Pour  évaluer  la  longueur  de  cette 
perpendiculaire,  que  nous  désignerons 
par  d,  nous  remarquerons  qu'elle  est 
égale  à  la  valeur  absolue  de  la  projec- 
tion sur  Mo?  d'un  segment  MqM  joignant 
Mo  à  un  point  quelconque  M  de  la 
droite.  Les  cosinus  des  angles  formés  par 
MqP  avec  les  axes  sont  donnés  par  les 
Kig.  25.  formules  (14)  du  n**  précédent  ;  d'autre 

partie  segment  MqM  a  pour  projections 
sur  les  axes,  les  différences  x  —  Xq.  y  —  y^:  nous  aurons  alors,  en 
appli<|uant  la  formule  (8)  du  n°  71, 


X 


r 


J  =  val.  abs.  der^-^-)^lt!j^->y")^i 

zhy/A^^B^ 


Mais  Aor-f-Bi/   est  égal  à   — C    d'après  l'équation  de  la  droite; 
nous  aurons  alors,  en  remplaçant   A.T-hB</  par  cette  valeur. 


d  =  ±: 


Kxq  -h  B;yo  -^  C  . 
V^A  ^  +  ~B2 


?^f%: 


^^S^^it 
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nous  choisirons  devant  le  second  membre  un  signe  tel  que  la  valeur 
obtenue  pour  d  soit  positive. 

88.  Équation  homogène.  —  Considérons  une  équation  homogène 
et  du  second  degré  en   x   et  y ,    écrite  sous  la  forme  générale 

Ax2  -h  2Bxy  H-  C^'^  =  0  ; 

nous  allons  montrer  qu'elle  représente  deux  droites.  Si  nous  divisons 
en  effet  par   x^  les  deux  membres,  nous  avons  une  équation  du  second 

degré  en  -^ , 

X 


i^ïMî 


K  =  0 


qui  a  deux  racines  ;  si  nous  les  désignons  par  mi  et  m^,  nous  voyons 


que  réq nation  est  satisfaite  quand  on  pose  ^  =  mi 


y  _ 


ou  i  =  m^ . 

X  X 

Nous  en  concluons  qu'elle  représente  deux  droites  passant  par  Torigine 
et  de  coefficients  angulaires   mi   et   m2. 

Remarquons  que  ces  coefficients  angulaires  sont  les  racines  de  l'é- 
quation 

Cm2  4-  2B/n  -h  A  =  0, 

obtenue  en  remplaçant  dans  Téquation  donnée  x  par  i  et  î/  par  m . 

Ces  résultats  s'étendent  à  une  équation  homogène  de  degré  quel- 
conque ;  elle  représente  des  droites  passant  par  Torigine  et  en  nombre 
égal  au  degré  de  Téquation. 

Lorsqu'on  a  les  équations  de  deux  lignes  quelconques  f{x,  y)^0 
et  o{x,  y)=:0,  et  qu'on  en  déduit  une  combinaison  renfermant  x  et 
y  d'une  manière  homogène,  cette  dernière  équation  représente  des 
droites  passant  par  l'origine  ;  elle  est  satisfaite  d'autre  part  par  les 
valeurs  de  a;  et  y  qui  satisfont  aux  équations  données,  c'est-à-dire 
par  les  coordonnées  des  points  communs  aux  deux  lignes  ;  elle  repré- 
sente par  suite  l'ensemble  des  droites  joignant  l'origine  aux  points  com- 
muns à  ces  deux  lignes. 

Par  exemple,  les  droites  joignant  l'origine  aux  points  communs  aux 
deux  courbes  représentées  par 


ï\ 


n" 
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a" 


^  +  1^-1=0,  a:^4-i/*  =  RS 


ont  pour  équation  la  suivante  : 


.  0  • 

a*    '    6^  R^ 

on  la  forme  en  divisant  par    R^    les  deux  membres  de  la  seconde  et 
retranchant  membre  à  membre  les  équations  obtenues. 


r.HAPITRE  Y 
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89.  Circonférence.  —  Nous  avons  déjà  \u  .n"  77,  3*  cas)  que 
l'équation  d'une  circonférence  ayant  pour  centre  l'origine  et  dont  le 
rayon  est  égal  à   R   est 

En  général,  si  une  circonférence  a  pour  centre  un  point  donné  de 
coordonnées  [xo.  yo)  et  pour  rayon  R,  nous  obtiendrons  son  équation 
en  écrivant  que  le  carré  de  la  distance  d'un  point  (j-,  y)  de  la  courbe 
au  point  ^x^,  yo)   est  égal  à   R-  ;   nous  aurons  de  cette  façon  la  relation 

(x  —  XqY  -u  (y  —  yo)^  r^  R^ . 

En  faisant  passer  tous  les  ternies  dans  le  premier  membre  et 
ordonnant,  nous  l'écrirons 

^2  4-y^  —  2x^  —  2yoy-^Xo'-^yo'  —  R*  =  0; 

c'est  l'équation  de  la  circonférence. 

Nous  voyons  que  c'est  une  équation  du  second  degré,  mais  elle 
n'est  pas  de  la  forme  la  plus  générale,  car  il  n'y  a  pas  de  terme  en  xy ,. 
et  les  coefficients  de  x'^  et  de  y^  sont  égaux. 

Nous  allons  montrer,  réciproquement,  que  toute  équation  du  second 
degré  dans  laquelle  le  coefficient  de  xy  est  nul,  et  les  coefficients  de 
x^  et  de  y^  égaux,  représente  une  circonférence.  Si  nous  divisons  en 
effet  les  deux  membres  par  le  coefficient  de  x^,  nous  pouvons  toujoiu^s 
écrire  une  semblable  équation  sous  la  forme 

(l)  x'  -h y'  -h2ax-h2by-^-c  =  0; 
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llî 


nous  pouvons  la  remplacer  par 

r>2 


[x  -h  a)^  H-  (i/  ■+-  b]^  =  a^-\-b^  —  c, 

et  sous  cette  forme  elle  exprime  que  la  distance  du  point  [x,  y)  au 
point  ( —  w  ,  —  b)  est  constante  et  égale  à  ^a'^-\~b^  —  c  ;  elle  repré- 
sente bien  une  circonférence. 

Pour  construire  la  circonférence  représentée  par  Téquation  (1),  on 
détermine  son  centre,  dont  les  coordonnées  sont  — a  et  — b,  et 
son  rayon,  qui  est  égal  à  ^a^  -f-  b^  —  c  ■ 

90.  Équation  de  Tellipse.  : —  L'ellipse  est  le  lieu  d'un  point  M  dont 
la  somme  des  distances  à  deux  points  fixes  F  et  F'  appelés  foyers 
est  constante.  Nous  désignerons  par  2c  la  distance  de  ces  deux  points, 
et  par  2a  la  somme  constante  MF  -h  MF'  ;  on  a  a^c;  nous  poîC- 
rons  enfin    b  =  sfa^  —  c^. 

Nous  allons  chercher  Téquation  de  l'ellipse  rapportée  à  deux  axes 
de  coordonnées   Ox  et  0^  (/îy.  26)  dont  l'un  est  confondu  avec  FF' 

et  dont  l'autre  est  la  perpendi- 
culaire au  premier  menée  par  le 
milieu  de    FF'  ;     si    x    et    y 
B        ^  sont  les  coordonnées  d'un  point 

M  de  la  courbe,  nous  avons 


(1) 


/    MF'*  =  (x4-c)'^-hi/--. 


Nous  allons  calculer  sépa- 
rément   MF    et    MF'    en  nous 
servant  des  expressions  précé- 
dentes et  de  la  relation  fonda- 
Fig.  26.  mentale 

(2)         MF-f-MF''==2a; 

si  nous  formons  la  différence  MF  —  MF  ,  elle  a  pour  valeur  Kcx 
d'après  les  équations  (1);  nous  pouvons  déduire  de  là  la  valeur  de 
MF'  —  MF  : 

MF'  —  MF-  _  Kcx 

ta 


(3) 


MF— MF  = 


MF'  H-  MF 


20^- 
a 


^ 
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Les  relations  (2)  et  (3)  donnent  par  addition  et  soustraction 
(4)  MF'  =  a-4-— 1  MF  =  a  — —  ; 

en  remplaçant  dans  l'une  des  équations  (1),  par  exemple  dans  la  pre- 
mière, MF  par  la  valeur  que  Ton  vient  de  trouver,  on  trouve  Féquation 
de  la  courbe  ;  elle  est 


ou  bien 


«  — -)  =[x-^cf^y\ 


^2  ^  ^JL  =  3,2  _|_  c*  -+-  y*  ; 


en  y  remplaçant  c*  par  a*  —  6^,  réunissant  tous  les  termes  dans  un 
même  membre  et  divisant  les  deux  membres  par  6^,  on  obtient 
Téquation  sous  la  forme 

(5)  £!  +  .^_i=.o, 

que  nous  considérerons  désormais. 

91.  Construction  de  Tellipse.  —  Pour  construire  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  précédente,  nous  résoudrons  cette  équation  par 
rapport  à   y,   ce  qui  nous  donne 


(6)  y  =  ±Jt/a»-x»; 

y  n'est  réel  que  si  x  est  compris  entre  — a  et  -{-a\  lorsque  l'abscisse 
varie  entre  ces  limites,  la  valeur  absolue  de  l'ordonnée  est  d'abord 
nulle,  puis  croît  jusqu'à  6  pour  a:  =  0,  puis  décroît  pour  redevenir 
nulle.  A  chaque  valeur  de  x  correspondent  deux  valeurs  de  y  égales 
et  de  signes  contraires,  c'est-à-dire  deux  points  de  la  courbe  symétriques 
par  rapport  à  Taxe  des  x  ;  la  courbe  se  compose  ainsi  de  deux  parties 
égales  A'BA,  A'B'A,    comme  l'indique  la  figure  26. 

Remarquons  que  deux  valeurs  de  x  égales  et  de  signes  contraires 
donnent  lieu  aux  mêmes  valeurs  de  y,  de  sorte  que  les  points  sont 
deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  Oy  ;  d'un  point  M  on  déduit 
trois  autres  points  Mi,  M2,  Mj  par  symétrie  par  rapport  aux  deux  axes. 
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On  en  conclut  que  les  points  de  la  courbe  sont  deux  à  deux  symétriques 
par  rapport  à  Torigine   0,   comme  le  sont  M   et  Ms. 

Les  segments  AA'  et  BB'  compris  entre  les  points  de  rencontre 
de  Tellipse  avec  Ox  et  Oy  sont  appelés  grand  axe  et  petit  axe  de  la 
courbe  ;  leurs  longueurs  sont  2a  et  2b  ;  leurs  extrémités  sont  les 
sommets,  et  leur  point  de  rencontre  0   est  le  centre  de  Tellipse. 


92.  Cercle  principal.  —  On  appelle  cercle  principal  de  Tellipse  le 
cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  ;  il  a  pour  équation 


y}  =  a\ 

Désignons  par  y  et  par  yx  les  ordonnées,  supposées  de  même 
signe,  de  deux  points  M  et  Mi  de  Tellipse  et  du  cercle  principal 
correspondant  à  une  même  abscisse   a:  =  (OP)    [fig,21)\   y    est  donné 

par  Féquation  (6)  et    yi    est  égal  à 
=i=  v^x^  —  a^  \    on  en  déduit 

h 

cette  équation  exprime  que  les  ordon^ 
nées  des  points  de  Tellipse  s'obtien- 
nent en  réduisant  les  ordonnées 
correspondantes  des  points  du  cercle 
principal  dans  le  rapport  de  6  à  a  ; 
cette  remarque  permet  de  construire 
autant  de  points  que  Ton  veut  de  la 
courbe. 
Les  coordonnées  x  et  yx  du  point  Mi  s'expriment  au  moyen  de 
l'angle    ^  =  (OA,  OMi)   par  les  formules 

X  =  a  cos  ^,  yi  =  ^  sin  9  ; 

on  en  conclut  que  les  coordonnées  des  points  de  Tellipse  ont  pour  valeurs 

x  =  a  cos  cp,  y  =^f^  sin  f  ; 

©    est  appelé  paramètre  angulaire. 

93.  Équation  de  l'hyperbole.  —  L'hyperbole  est  le  lieu  d'un  point 
M  dont  la  différence  des  distances  à  deux  points  fixes  F  et   F'   appelés 

VoGT.  —  Math.  sup.  8 


Fig.  27. 


'vr^^'.. 


^ 


î^li 


jr 


\ 


if 
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foyers  est  constante.  Nous  désignerons  par  2c  la  distance  de  ces  deux 
points,  et  par  2a  la  difîérence  constante,  a  étant  <;^;  nous  poserons 
enfin    h  =  sjc^  —  a*. 

Nous  allons  chercher  Téquation  de  la  courbe  rapportée  à  deux  axes 

de  coordonnées  Ox,  Ot/ 
y  ,,   .  [fig,   28),  dont  Tun  est 

confondu  avec  FF'  et 
dont  Tautre  est  la  per- 
pendiculaire à  FF'  en 
son  milieu,  et  nous  opé- 
rerons comme  dans  le 
cas  de  Tellipse. 

Nous  avons,  pour 
tout  point  M  de  coor- 
données   [x,  y). 


772 


Fig.  28. 

MF'  =  (a:  — c)«-h.V«,  MF' =  (xH-cl^-f-y- 

mais  nous  devons  distinguer  les  points  plus  rapprochés  de    F   que  de 
F'    de  ceux  qui  sont  plus  rapprochés  de   F'   que  de    F. 

Considérons  d'abord  les  premiers  ;  ils  ont  tous  une  abscisse  posi- 
tive ;  pour  chacun  d'eux,  on  a 

MF'  — MF  =  2a, 

et,  par  le  même  raisonnement  que  dans  le  cas  de  Tellipse,  en  formant 
la  différence   MF^  —  MF^  =  ^cx^   on  trouve 

2cx. 


MF' 

on  tire  de  ces  deux  relations 


MF  = 


a 


(7) 


MF 


ex 


—  a 


MF'r=  — -4-a. 


a  a 

Soit  maintenant   Mi    un  des  autres  points,  plus  rapprochés  de   F' 
que  de    F  ;    ils  ont  tous  une  abscisse  négative  ;  Ton  a  cette  fois 

MiF  — M,F'  =  2a; 

comme   MTF^  —  MjF'^   est  égal  à   — 4cx,    on  trouve  pour   MiF-f-MiF' 

la  valeur 

2  ex 


M,F-+-M|F'  =  — 


a 
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et  Ton  tire  de  ces  deux  relations 

(8)  M,F  =  — -^-hfl,  MiF'  =  — — -a; 

ces  valeurs  sont  bien  positives  parce  que    x   est  négatif. 

Si  Ton  écrit  que    HP^    ou    M|F^    sont  égaux  à    [x  —  c)*-hî/*, 
on  obtient  une  même  relation  entre   x    et   y ,    elle  est 


[^-'^y^i'^-^Y-^y'^ 


ou  bien 


c^x^ 


flx  -h  ---  =  x^  -+-  c'  -h  y  *  ; 


a^ 


si  l'on  y  remplace  c*  par  a*  -f-  6*,  si  Ton  réunit  tous  les  termes  dans 
le  même  membre  et  si  Ton  divise  enfin  par  6*,  on  obtient  Téquation 
de  Thyperbole  sous  la  forme 

on  voit  qu'elle  diffère  de  Téquation  de  Tellipse  en  ce  que  b^  est  rem- 
placé par    —  6^. 

94.  Construction  de  Thyperbole.  —  Pour  construire  la  courbe 
représentée  par  cette  équation,  nous  la  résoudrons  par  rapport  à  y  y 
ce  qui  nous  donne 


(10)  y=:ih-/x«  — a^; 

y  n'est  réel  que  si  x  est  supérieur  à  a  en  valeur  absolue  ;  si  x 
varie  de  —  a  à  —  <x>  ou  de  -f-  a  à  -f-  oo  ,  la  valeur  absolue  de 
y  augmente  de  zéro  à  -+-  oo  .  La  courbe  se  compose  de  deux  branches 
infinies  distinctes;  elle  admet,  comme  Tellipse,  les  deux  axes  de  coor- 
données comme  axes  de  symétrie  et  Torigine  comme  centre  ;  elle  a 
deux  sommets   A    et  A'   sur   Ox   [fig,  29). 

Si  nous  supprimons  dans  Téquation  (9)  le  terme  constant,  nous 
obtenons  une  équation  homogène 
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qui  représente  deux  droites  ;  leurs  équations  écrites  séparément  sont 


^       a 


et       y  = 


b 
X 

a 


Fig.  29. 


Ces  droites  sont  les  diagonales  d'un  rectangle  EFGH  dont  les 
côtés  sont  parallèles  aux  axes  et  ont  pour  longueurs  AA'  =  2a  et 
BB'  =  2b;  elles  sont  appelées  asymptotes  de  Thyperbole,  et  elles 
jouissent  de  cette  propriété  que  les  branches  de  la  courbe  s'en  rappro- 
chent indéfiniment  au  fur  et  à  mesure  qu'on  s'éloigne  des  sommets. 

Nous  allons  démontrer  en  effet  que  si  l'on  considère  un  point  M 
de  l'hyperbole,  et  le  point  Mi  de  l'une  des  asymptotes  ayant  même 
abscisse  OP  et  une  ordonnée  de  même  signe  que  celle  de  M,  la 
différence  MM2  entre  les  deux  ordonnées  tend  vers  zéro  lorsque  OP 
augmente  indéfiniment.  En  supposantes  abscisses  et  les  deux  ordonnées 
positives  pour  fixer  les  idées,  nous  avons  pour  leurs  valeurs 


y  =  — i/x^ 
^       a^ 


a' 


2/.=-^, 


et  pour  leur  différence 


ex 
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en  multipliant  et  divisant  le  second  membre  par  la  quantité  conjuguée 
de  la  parenthèse,  nous  obtenons 

ab 


et  le  second  membre  tend  bien  vers  zéro  lorsque    x    augmente  indéfi- 
niment, ce  qui  démontre  la  proposition. 

Une  hyperbole  est  dite  équilatère  lorsque  ses  asymptotes  sont 
rectangulaires  ;  pour  que  cela  ait  lieu,  il  faut  et  il  suffit  que  a  soit 
égal  à   6. 

95.  Hyperboles  con|uguées.  —  Si  Ton  change  dans  Téquation  (9) 
X  en  î/  et  a  en  h,  on  obtient  Téquation  d'une  hyperbole  dont 
Taxe  focal  est  égal  à  26 ,  et  dirigé  suivant  Taxe  des  y  ;  elle  peut 
s'écrire 

et  l'on  voit  sous  cette  forme  qu'elle  ne  diffère  de  (9)  que  par  le  chan- 
gement de  signe  du  terme  constant. 

Cette  hyperbole  a  les  mêmes  axes  et  les  mêmes  asymptotes  que 
la  première  ;  elle  a  pour  sommets  les  points  B  et  B',  et  elle  est 
représentée  en  pointillé  dans  la  figure  29  ;  les  deux  hyperboles  repré- 
sentées par  les  équations  (9)  et  (il)  sont  dites  conjuguées;  AA'  est 
dit  Taxe  transverse  de  la  première,  et  BB'  l'axe  transverse  de  la 
seconde. 

96.  Hyperbole  rapportée  ù.  ses  asymptotes.  —  Construisons  la 
courbe  représentée  par  l'équation 

xy^^k, 

où   k  est  supposé  positif.  En  résolvant  par  rapport  à  y ,  nous  avons 

k. 

y=-x' 

lorsque    x    varie  en   croissant   de    — oo     à    0,    y     est  négatif  et 
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décroît  de  0  à  — oc  ;  lorsque  x  varie  de  0  à  -hoc  ,  y  est 
positif  et  décroit  de  -h  oc  à  0  ;  la  courbe  représentée  par  Téqua- 
tion  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  30  ;  elle  a  pour  asymptotes  les 
deux  axes  des  x  et  des  y  ;  nous  verrons  qu'elle  ne  diffère  pas  d'une 
hyperbole  équilatère  dont  on  aurait  pris  les  asymptotes  comme  axes 
de  coordonnées. 


97.  Parabole.  —  La  parabole  est  le  lieu  d'un  point  M  équidistant 


y 


Fig.  30. 


Fig.  31. 


•4 
.y 


d'un   point  fixe    F   appelé   foyer  et   d'une  droite  fixe    DA    appelée 
directrice. 

Prenons  comme  origine  0  [fig.  31)  le  milieu  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  foyer  sur  la  directrice,  comme  axe  des  x  la  droite 
dirigée  du  point  0  vers  le  foyer  et  comme  axe  des  y  la  perpendicu- 
laire menée  par  0  à  cette  droite.  En  désignant  par  p  le  paramètre  de 
la  parabole,  c'est-à-dire  la  distance  du  foyer  à  la  directrice,  nous  voyons 

que  l'abscisse  du  foyer  est  ^ ,  et  celle  de  la  directrice  —  ^  ;  les  dis- 

tances    MF   et  MH  d'un  point  M  de  coordonnées  (a?,  y)  au  foyer  et  à 
la  directrice  sont  égales  à 


MF 


v/(- 


y 


MH  =  a:  -f-  ^ 


P_ 
2 


IL 
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en  écrivant  que  les  carrés  de  ces  distances  ont  la  même  valeur,  nous 
avons  la  relation 

(i2)  (._|)v,.  =  (.  +  |y; 

après  simplification,  nous  obtenons  Téquation  de  la  parabole  sous  la 
forme 

(13)  y^  —  2px  =  0. 

En  la  résolvant  par  rapport  à  y ,  nous  avons 


y  =  ±\/2px  ; 

y  n'est  réel  que  si  x  est  positif;  lorsque  x  augmente  de  0  à  -l-oo, 
la  valeur  absolue  de  y  augmente  aussi  de  0  à  -h  oo  ;  à  chaque  valeur 
de  x  correspondent  deux  valeurs  de  y  égales  et  de  signes  contraires  ; 
nous  en  concluons  que  la  courbe  admet  comme  axe  Taxe  des  x.  Elle 
passe  par  Torigine  0,  qui  est  appelé  sommet,  et  Taxe  Oy  est  appelé 
la  tangente  au  sommet  de  la  courbe. 

La  circonférence,  Tellipse,  l'hyperbole  et  la  parabole  que  nous 
avons  considérées  dans  ce  chapitre  sont  désignées  souvent  sous  le 
nom  général  de  coniques,  parce  qu'elles  sont  identiques  aux  sections 
planes  d'un  cône  de  révolution.  Nous  démontrerons  dans  une  note,  à 
la  fin  du  volume,  que  toute  courbe  du  second  ordre  ne  diffère  pas  de 
Tune  des  précédentes  ;  c'est  de  là  que  vient  le  nom  de  conique  donné 
ordinairement  à  toute  courbe  du  second  ordre. 


CHAPITRE  VI 


COORDONNÉES  DANS  L'ESPACE 


98.  Coordonnées  cartésiennes.  —  Considérons  trois  grandeurs 
variant  simultanément  et  dépendant  les  unes  des  autres,  par  exemple 
la  pression  d'un  gaz,  son  volume  et  sa  température,  et  supposons  que 
les  états  correspondants  de  ces  grandeurs  soient  caractérisés  par  des 
nombres  algébriques  que  nous  désignerons  par  x,  y ,  s  ;  l'ensemble  de 

ces  trois  nombres  peut  être  re- 
présenté géométriquement  de 
la  façon  suivante. 

Prenons  [fig,  32)  trois  axes 
•  de  coordonnées  x'x,  y'y  ^  z'z 
se  coupant  en  un  même  point 
0  et  non  situés  dans  un  même 
plan  ;  sur  chacun  d'eux  choisis- 
sons le  point  0  comme  ori- 
gine et  comme  sens  positifs  les 
sens  Ox,  Oy,  Or  ;  les  plans 
qu'ils  forment  deux  à  deux  sont 
dits  plans  de  coordonnées  et  désignés  sous  le  nom  de  plans  des  xy , 
des  yz  et  des  zx.  Portons  sur  chacun  des  axes  aune  échelle  convenue, 
qui  peut  ne  pas  être  la  même  pour  les  trois,  des  segments  OP,  OPi,  OPi 
ayant  pour  valeurs  algébriques  les  nombres  x,  y  y  z  et  traçons  par 
Textrémité  de  chacun  d'eux  un  plan  parallèle  aux  deux  autres;  les 
plans  ainsi  obtenus  forment  avec  les  plans  de  coordonnées  un  paral- 
lélipipède,  et  le  point  M  où  ils  se  coupent  est  le  point  représentatif 
du  système  de  nombres   x,  y  y  z.' 


Fig.  32. 
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Inversement,  étant  donné  un  point  M  de  l'espace,  les  plans  tra- 
cés par  ce  point  parallèlement  aux  plans  de  coordonnées  coupent  les 
axes  en  des  points  P,  Pi,  P*  ;  au  point  M  correspond  un  seul  sys- 
tème de  trois  nombres  x^  y,  z  qui  sont  les  valeurs  algébriques  des 
segments  OP,  0P|,  OP2  ;  ces  nombres  sont  appelés  les  coordonnées 
de   M  ;    ar   est  Tabscisse,  y   l'ordonnée  et    z   la  cote. 

Les  coordonnées  que  nous  venons  de  définir  sont  appelées  carté- 
siennes ;  suivant  que  les  axes  forment  ou  non  un  trièdre  trirectangle, 
on  dit  que  les  coordonnées  sont  rectangulaires  ou  obliques  ;  sauf  dans 
des  cas  tout  particuliers,  nous  n'emploierons  que  des  coordonnées  rec- 
tangulaires. Dans  la  géométrie!  analytique  proprement  dite,  on  suppose 
de  plus  que  les  échelles  adoptées  pour  la  construction  des  segments 
sont  les  mêmes  pour  les  trois  axes. 


99.  Contour  des  cordonnées.  —  Distance  de  deux  points.  —  Les 

projections  d'un  segment  OM  d'origine  0  faites  sur  chacun  des 
axes  parallèlement  au  plan  des  deux  autres  ont  pour  valeurs  les  coor- 
données du  point  M  ;  de  plus,  si  Q  est  le  sommet  du  parallélo- 
gramme dont  OP  et  OPi  sont  deux  côtés,  les  segments  OP ,  PQ ,  QM 
dont  la  résultante  est  OM  ont  aussi  pour  valeurs  les  coordonnées 
de  M  ;  le  contour  OPQM  est  appelé  contour  des  coordonnées  du 
point  M. 

Ëtant  donnés  deux  points    M    et    M'    de  coordonnées    [x,  y,  z) 

et  {x\  y\  z')  [fiff,  33),  nous 
voyons  comme  au  n^  78  que  les 
projections  du  segment  MM'  sur 
les  axes  sont  respectivement  éga- 
les aux  différences  des  coordon- 
nées de  l'extrémité  et  de  l'origine, 
c'est-à-dire  à   x'  —  or ,      y'  —  y , 


Rî 


/ 

M 

/ 

M 

^ 

/ 

\ 

/ 

a 


Ri 


^' 


X 


Si  Ton  construit  le  parallé- 
lipipède  dont  M  et  M'  sont  deux 
sommets  opposés  et  dont  les 
faces  sont  parallèles  aux  plans  de 
coordonnées,  les  projections  de 
MM'    sont  identiques  aux  se^ents   MR,    MRi,  MR2   représentés  par 


Fig.  33. 
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les  trois  arêtes  de  ce  parallélipipède  issues  du  point  M.  Pour  déter- 
miner la  distance  d  des  points  M  et  M\  il  suffit  de  remarquer  que 
l'on  a 

aW^  =  MSV  MHa'  =  HEV  MRl'-h  HRs'  ; 

d'où,  en  remplaçant  les  segments  par  leurs  valeurs,  on  obtient  la  for- 
mule 


(i) 


d^  =  (X'  -  xY  +  (y'  _  y )»  +  [z'  -  ZY  . 


100.  Représentation  des  surfaces.  —  Considérons  une  équation 
entre  les  trois  coordonnées  x,  y,  z  ;   soit  par  exemple 


(2) 


F(x,  y,  2)  =  0  ; 


supposons  qu'on  la  résolve  par  rapport  k  z,    et  qu'elle  fournisse,  pour 
fixer  les  idées,  deux  valeurs  de  cette  variable  ;  nous  les  appellerons 


(3) 


z  =  f{^y  y)>       -=f\^>y)\ 


à  chaque  système  de  valeurs  des  coordonnées    x    et    y    représentées 

par  un  point  tel  que     Q    du  plan  des    xy    correspondent  deux  points 

M  et  M'  de  Tespace  [fîg.  34) 
dont  les  cotes  ont  les  valeurs  (3); 
lorsque  Q  se  déplace  dans  tout  le 
plan  xOy,  Tensemble  des  points 
M  et  M'    forme  une  surface. 

Inversement,  si  Ton  donne 
une  surface,  toute  parallèle  à 
Fun  des  axes,  par  exemple  à 
Taxe  des  z,  la  coupe  ordinai- 
rement en  un  ou  plusieurs  points 
M,  M',  ...  ;  la  cote  de  cha- 
cun d'eux  dépend  des  coordon- 
nées  x   et   1/   du  point   Q   où 

la  parallèle  rencontre  le  plan  des  xy ,  de  sorte  qu'il  existe  une  relation 

telle  que 

-  =  A^^  y) 

entre  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  ;  celle-ci  est  donc  repré- 
sentée par  une  équation  entre  les  coordonnées  de  chacun  de  ses  points. 


Fig.  34. 
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Une  surface  est  souvent  définie  par  une  propriété  géométrique 
commune  à  tous  ses  points  ;  il  suffît  de  traduire  cette  propriété  par  une 
relation  entre  les  coordonnées  pour  avoir  Téquation  de  la  surface.  Par 
exemple,  une  sphère  de  rayon  R  ayant  pour  centre  Torigine  est  telle 
que  la  distance  OM  de  ce  point  à  un  point  de  la  surface  est  égale  à 
R  ;  d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n°  précédent,  on  a  entre  les 
coordonnées  x,  y,  z   de  chacun  des  points  tels  que    M  la  relation 


X' 


y 


W 


c'est  Téquation  de  la  sphère. 

De  la  même  manière,  Féquation  d'une  sphère  ayant  pour  centre  un 
point  de  coordonnées   a?o,  yo»  sq  et  pour  rayon   R  est 

[x  -  xoY  -h  {y-  yoY  -H  (^  -  Vj*  =  R*. 

101.  Cas  des  cylindres.  —  Considérons  un  cylindre  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  Oz  et  dont  la  base  est  une  courbe  C  située 
dans  le  plan  des  xy  [fîg.  35)  ;  soit 

(4)  f{x,  y)  =  0 

Féquation  de  cette  courbe  dans  son  plan  ;  je  dis  que  cette  équation  est 

aussi  celle  qui  représente  dans 
Tespace  la  surface  cylindrique 
considérée. 

Soit  en  effet  G    une  géné- 
ratrice du  cylindre  passant  par 

le  point    Q    de  la  courbe    C; 

les  coordonnées  x  ^i  y  de  tous 
les  points  M  de  G  sont  les 
mêmes  que  celles  de  Q  et 
satisfont  à  l'équation  (4)  ;  in- 
versement, comme  celle-ci  ne 
renferme  pas  z,  on  peut  dire 
qu'elle  est  satisfaite  par  tous  les  points  de  la  génératrice  G  passant 
par  un  point  quelconque  Q  de  la  courbe  C  ;  elle  Test  par  suite  par  tous 
les  points  de  la  surface  cylindrique  ;  elle  représente  par  conséquent 
cette  surface. 

Ainsi  donc,  une  équation  entre  deux  variables  x  et  y  représente 


M 
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dans  lespace  un  cylindre  parallèle  à  Oz ,  et  en  géométrie  plane  la 
trace  de  ce  cylindre  sur  le  plan  des  xy  ;  de  même,  une  équation  ne 
renfermant  pas  x  ou  y,  représente  un  cylindre  parallèle  à  Taxe  des 
X  ou  à  ïaxe  des  y. 


102*  Représentailoii  des  lignes.  —  Considérons  deux  équations 

entre   x,  y,  z  ;    soient 


i^J 


H^y  y  y  -/  =  ^'  4>>,  y  y  z)  =  0  ; 


supposons  qu'on  les  résolve  par  rapport  à  ^    et   z    et  qu'elles  fournis- 
sent un  ou  plusieurs  systèmes  de  valeurs  tels  que 


(6) 


y  =  f[x),         z  =  ^[x)\ 


à  chaque  valeur  de    x  représentée  par  un  point    P    de    Ox   [fig.  36) 

correspondent  un  ou  plusieurs 
points  de  l'espace  tels  que  M  dont 
les  coordonnées  y  et  z  ont  les 
valeurs  (G)  ;  lorsque  P  se  déplace 
sur  Ox,  Tensemble  de  ces  points 
M  constitue  une  ligne. 

Inversement,  si  Ton  donne 
une  ligne  C,  tout  plan  parallèle 
à  Tun  des  plans  de  coordonnées, 
par  exemple  au  plan  des  yz,  la 
coupe  ordinairement  en  un  ou 
plusieurs  points  tels  que  M;  For- 
donnée  (PQ)  et  la  cote  (QM)  de 
Tun  d'eux  dépendent  de  Tabscisse  (OP)  du  point  où  le  plan  coupe  Taxe 
des  Xy  et  il  existe  deux  relations  telles  que  (G)  entre  les  coordonnées 
d'un  point  de  la  ligne  ;  celle-ci  est  donc  représentée  par  deux  équations 
entre  les  coordonnées  de  ses  points. 

Chacune  des  deux  équations  telles  que  (5)  qui  définissent  une  ligne 
représente  elle-même  une  surface  ;  les  points  communs  aux  deux 
surfaces  ainsi  obtenues  sont  ceux  dont  les  coordonnées  satisfont  à  la 
fois  aux  deux  équations,  c'est-à-dire  ceux  qui  appartiennent  à  la  ligne 
considérée  ;  on  dit  alors  que  celte  ligne  est  l'intersection  des  deux  sur- 
faces représentées  par  ses  deux  équations. 
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Si  Tune  des  deux  équations,  ou  une  combinaison  que  Ton  en  déduit, 
ne  renferme  que  deux  des  coordonnées,  si  elle  a  par  exemple  la  forme 

y  =  f[^) 

de  la  première  des  équations  (6),  elle  représente  un  cylindre  parallèle 
à  Oz  et  passant  par  la  ligne  ;  on  dit  que  c'est  le  cylindre  projetant 
la  ligne  parallèlement  à  Taxe  des  z .  La  même  équation  représente 
aussi,  dans  le  plan  des  xy,  la  trace  de  ce  cylindre,  c'est-à-dire  la 
projection  Ci  de  la  courbe  C  sur  le  plan  xOy,  En  formant  de  même 
une  combinaison  ne  renfermant  pas  y,  c'est-à-dire  en  éliminant  y 
entre  les  deux  équations  de  la  ligne,  on  obtient  l'équation  du  cylindre 
projetant  parallèlement  à  Oy^  et  aussi  celle  de  la  projection  de  la 
ligne  sur  le  plan  xOz  ;  l'élimination  de  x  conduirait  de  même  à 
Téquation  du  cylindre  projetant  parallèlement  à  Ox  et  à  celle  de  la 
projection  de  la  ligne  sur  le  plan  des   yz . 

Il  arrive  souvent  que  les  trois  coordonnées  d'un  point  sont  expri- 
mées au  moyen  d'un  même  paramètre  variable  ;  Tensemble  des  points 
correspondant  à  toutes  les  valeurs  de  ce  paramètre  constitue  une  ligne. 
Supposons  en  effet  que  l'on  ait  des  relations  de  la  forme 

(7)  x=f,n),     y=m,     ^=m)^ 

où  l  est  un  paramètre  variable  ;  à  chaque  valeur  de  x  correspondent 
une  ou  plusieurs  valeurs  de  ty  et  à  chacune  d'elles  une  valeur  de  y 
et  une  de  z  ;  ces  deux  dernières  coordonnées  sont  donc  liées  à  x 
par  des  relations  de  la  forme  (6),  et  ces  équations  représentent  une 
ligne  ;  en  éliminant  t'  entre  les  équations  données,  on  obtiendrait  les 
deux  équations  de  la  ligne. 

Soient  par  exemple  les  équations 

a:  =  Rcos©,  y  =  Rsin{p,  z  =  R cos ç -h  R sin  <p, 

où  (p  est  un  paramètre  variable  ;  l'élimination  de  cp  conduit  aux  deux 
équations 

z  =  a:  -h  î/,  x^-\-  y'^  =  R^  ; 

la  première  représente  un  plan,  comme  nons  le  verrons,  et  la  seconde, 
un  cylindre  de  révolution  de  rayon  R  ayant  pour  axe  Oz  ;  la  ligne 
est  l'intersection  de  ces  deux  surfaces,  et  l'on  démontre  en  géométrie 
qu'elle  est  une  ellipse. 
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103.  Ordre  d'une  surface  ou  d*u ne  courbe  algébriques .  —  On  ap- 
pelle surface  algébrique  une  surface  dont  Téquation  est  algébrique  par 
rapport  aux  trois  variables  x,  y  y  z  ;  si  Ton  rend  cette  équation 
rationnelle  et  entière  et  si  Ion  fait  passer  tous  les  termes  dans  le  pre- 
mier membre,  elle  prend  la  forme 

f(^>  y  y  -)  =  Oi 

où  f  est  un  polynôme  entier  en  x,  y,  z\  le  degré  de  ce  polynôme 
est  appelé  Tordre  de  la  surface. 

Nous  démontrerons  plus  tard  que  Tordre  d'une  surface  est  égal  au 
nombre  de  points  réels  ou  imaginaires  de  rencontre  de  cette  surface 
avec  une  droite  quelconque  ;  une  surface  du  premier  ordre  est  rencon- 
trée par  une  droite  en  un  seul  point  ;  nous  verrons  qu'elle  est  un  plan  ; 
une  surface  du  second  ordre  est  rencontrée  par  une  droite  en  deux 
points  ;  on  Tappelle  quelquefois  quadrique. 

Une  section  plane  d'une  surface  algébrique  est,  comme  on  peut 
le  voir,  une  courbe  plane  algébrique  ;  elle  est  rencontrée  par  une  droite 
de  son  plan  en  un  même  nombre  de  points  que  la  surface,  par  consé- 
quent elle  a  même  ordre  que  la  surface  ;  ainsi  toute  section  plane 
d'une  surface  du  second  ordre  est  une  courbe  du  second  ordre. 

L'intersection  de  deux  surfaces  algébriques  est  appelée  ligne  algé- 
brique ;  on  appelle  alors  ordre  de  cette  ligne  le  produit  des  ordres  de 
ces  deux  surfaces;  nous  démontrerons  plus  tard  qu'il  est  égal  au  nombre 
des  points  de  rencontre  de  la  ligne  avec  un  plan  quelconque  ;  par  exemple 
la  courbe  d'intersection  de  deux  quadriques  est  une  ligne  du  quatrième 
ordre. 

On  désigne  en  général  sous  le  nom  de  ligne  algébrique  une  ligne 
dont  les  coordonnées  s'expriment  algébriquement  au  moyen  d'un  même 
paramètre  ;  on  appelle  ordre  de  cette  ligne  le  nombre  de  ses  points  de 
rencontre  avec  un  plan  quelconque. 


104.  Équations  d'une  droite.  —  La  manière  la  plus  simple  de 
déterminer  anal}iiquement  une  droite  consiste  à  donner  les  coordon- 
nées Xo,  yoi  2o  d'un  de  ses  points  Mo,  et  les  angles  a,  p,  y  que 
fait  avec  les  axes  de  coordonnées  une  direction  positive  choisie  sur 
celte  droite.  Si  nous  prenons  sur  cette  ligne,  à  partir  de    Mo,   un  seg- 
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ment   MqM   égala  p  [fig,  37),  et  si   x,  y,  z  sont  les  coordonnées  de 

Textrémitc  M  de  ce  segment,  nous 
savons  que  les  projections  sur  Ox,  Oy 
et  Oz  de  MqM  sont  égales  aux  diffé- 
rences entre  les  coordonnées  de  ses 
deux  extrémités  ;  nous  pouvons  donc 
écrire 

(8)  X  —  jro  =  pcosa,    y  —  î/o  =  pcosp, 
z  —  2o  =  p  COS  y . 


Fig.  37. 


L'élimination  de  p  entre  ces  équa- 
tions nous  donne  les  relations 


(9) 


x  —  xç^      y 


cosa 


-  .Vo  ^  g  —  gp  . 
cosp         COS  Y 


ce  sont  deux  équations  du  premier  degré  satisfaites  par  les  coordonnées 
de  tous  les  points  de  la  droite  ;  nous  voyons  donc  qu'u/ie  droite  est 
représentée  par  deux  équations  du  premier  degré. 

On  peut  choisir  simplement  le  point  Mo  et  supposer  par  exemple 
que  c'est  le  point  P  de  la  droite  situé  dans  le  plan  des  xy  ;  on  a  alors 
2^^  =  0.  Les  équations  (9)  peuvent  s'écrire  dans  ce  cas 


X  = 


cosa 


Xfi  ; 


COS  Y 
on  les  met  ordinairement  sous  la  forme 


cosB 

y  = z 

COS  Y 


2/0  ; 


(10)  x  =  az-{-p,  y  =  bz-\-q. 

Comme  cas  particulier,  Taxe  des  z   est  tel  que  tous  ses  points  ont 

une  abscisse  et  une  ordonnée  nulles  ;  il  est  représenté  par  les  deux 

équations 

j:  =  0,  ,y  =  0; 

de  même,  Taxe  des   x   a  pour  équations 

2/  =  0,  5  =  0, 

et  Taxe  des  y   a  pour  équations 

x  =  0,  z  =  {S. 

Supposons  qu'une  droite  soit  déterminée  par  deux  points    Mo    et 
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3.  OPdred'une  Bi*  •   "  V..  .V'-'  ^')  '    *'  "''"^  désignons 

irface  algéh"-'  '  ,-    -'_„„,«-  d'après  les  équations  (8), 

aux   w-  'lit,-  ^,.cneR.        I,  —  ï„=:D,cnsv; 


,n/'^"'",-,  une  droite  passant  par  J'origine  el  par  le  point 

■r,       »/,       s, 
vovoa^  que  les  équations  d'une  droite  sont  ordinairement  de  la 


a  ~  h  ~  c  ' 
liions  montrer,  inversement,  que  des  équations  de  cette  Torme 
m'eut  une  droite,  et  déterminer  cette  droite. 
lit  en  efTet  Mo  le  point  de  coordonnées  (i-o,  yo,  z,,)  et  M  un 
ont  les  coordonnées  x,y,z  satisront  aux  équations  (l-t)  ;  dési- 
par  f  le  segment  MoM  et  par  «.  p,  t  '^s  angles  que  fait  sa 
m  avec  les  trois  a\es  ;  d"après  les  équations  (S),  les  numérateurs 
ports  (!.'))  sont  égauv  à    pcosa,  pcosp,  pcosf;   onaparsuitc 

cos  a eos  f(  _  cos  ï  _ 

~ir  ~  ~h"  ~  ^v~  ' 

la  somme  des  carrés  des  numérateurs  de  ces  Tractions  est  égale 
té  (n"  72),  on  voit,  en  prenant  la  racine  carrée  de  la  somme 
rés  des  numérateurs  et  des  dénominateurs,  que  chacune  d'elles 

le  à   j=^ - ■  ■  r  -  ■  par  suite   a,  p,  y  sont  déterminés  par 

ations 
^^^^^ a ^  cosS= — ^ ■ 
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les  radicaux  étant  pris  chaque  fois  avec  le  même  signe.  Ces  équations 
déterminent  seulement,  dans  Fespace,  deux  directions  qui  sont  direc- 
tement opposées  Tune  à  Tautre  ;  on  en  conclut  qu'il  y  a  une  seule  droite 
indéfinie  passant  par  Mo  et  renfermant  le  segment  MqM,  et  par  suite 
le  point  M;  les  équations  (13)  représentent  donc  la  droite  que  nous 
venons  ainsi  de  déterminer. 

Les  nombres  a,b,c  auxquels  sont  proportionnels  cosa,  cos  p 
et  cos  Y   sont  appelés  coefficients  directeurs  de  la  droite. 

105.  Droites  parallèles.  —  Angle  de  deux  droites.  —  Droites  rec- 
tangulaires.—  Etant  données  deux  droites,  représentées  respective- 
ment par  les  équations 

Jo  —  Xq  ^  y  —  f/o  ^  z  —  Zq 
abc 

x  —  xi_y  —  yi_z  —  zi 


a'  b'      ~      c'     ' 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'elles  soient  parallèles  est 

qu'elles  fassent  les  mêmes  angles  avec  les  axes  de  coordonnées  ;   les 

cosinus  de  ces  angles,  d'après  les  formules  (14),  sont  respectivement 

proportionnels  h  a,  b,  c   et  à   a\  b\  c' \    nous  en  concluons  qu'il  faut 

et  il  suffit  que  ces  coefficients  soient  proportionnels,  c'est-à-dire  que 

Ton  ait 

a  b_ c_ 

a'~b'~7' 

L'angle  de  deux  droites  est  l'angle  formé  par  les  parallèles  à  ces 
droites  menées  par  un  point  quelconque,  par  exemple  par  l'origine.  Si 
les  équations  des  deux  lignes  données  sont  sous  la  forme  que  nous 
venons  d'indiquer,  les  parallèles  qu'on  peut  leur  mener  par  l'origine  font 
avec  les  axes  les  angles  a,  p,  y,  a\  p',  y'  déterminés  par  les  équations 
(14)  pour  la  première,  et  par  des  équations  analogues  pour  la  seconde. 

Nous  avons  vu  au  n°  73  que  l'angle  V  formé  par  deux  droites 
issues  de  l'origine  est  donné  par  la  formule 

cos  V  =  cos  a  cos  a'  -f-  cos  p  cos  p'  -+-  cos  y  cos  y'  ; 

nous  avons  donc,  en  remplaçant  les  cosinus  par  leurs  valeurs, 

-,  aa'  -h  bb'  -4-  ce' 

cos  v  = -  • 

±\/a^  -+-  b'  -f-  c^  y/a"  -H  ^''  -^  <^" 
VoGT.  —  Math.  sup.  9 


n 
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Pour  que  les  deux  droites  soient  rectangulaires,  il  faut  et  il  suffit 
que   cos  V    soit  nul,  c'est-à-dire  que  Ton  ait  la  condition 

(15)  aa''^bb'-hcc'  =  0. 

106.  Équation  d'un  plan.  —  La  manière  la  plus  simple  de  déter- 
miner  analytiquement  un  plan  consiste  à  donner  les  coordonnées 
{xo^yo^Zo)  d'un  de  ses  points,  Mo,  et  les  angles  a,  p,  y  que  fait  avec 
les  axes  de  coordonnées  une  perpendiculaire  à  ce  plan,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  coefficients  directeurs   a,  b,  c   de  cette  perpendiculaire. 

Soit  M  un  point  quelconque  du  plan,  de  coordonnées  (x,  y,  z); 
nous  allons  écrire  que  la  droite  MqM  est  constamment  perpendiculaire 
à  la  droite  dont  les  coefficients  directeurs  sont  a,  b,  c\  comme  les 
cosinus  directeurs  de  la  première  sont  proportionnels  aux  différences 
X  —  Xo ,  y  —  t/o  1  2  —  2o ,  nous  aurons,  d'après  la  relation  (15)  du 
n**  précédent, 

(16)  a  (x  —  xo)  -h  6  (î/  —  î/o)  -f-  c  (z  —  zo)  =  0 . 

C'est  une  équation  du  premier  degré  satisfaite  par  les  coordonnées 
de  tous  les  points  du  plan  ;  nous  voyons  de  cette  façon  qu'un  plan  est 
représenté  par  une  équation  du  premier  degré. 

Inversement,  toute  équation  du  premier  degré,  dont  la  forme 
générale  est 

(17)  Ax-hB.t/H-Cz-hD  =  0, 

représente  un  plan;  si  nous  supposons  en  effet    A=?^0,    et  si  nous 

posons -  =  a;o,     l'équation  (17)  peut  s'écrire 

A 

A(x  — Xo)  -h  By  -I-  Cz  =  0  ; 

sous  cette  forme  elle  exprime  que  la  droite  joignant  le  point  (x,  y,  z) 
au  point  f\\^  (xq,  0,  0)  est  perpendiculaire  à  la  droite  dont  les  para- 
mètres directeurs  sont  A,  B,  C  ;  or  on  sait  que  tous  les  points  jouissant 
de  cette  propriété  sont  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  ;  la 
proposition  se  trouve  donc  démontrée. 

Remarquons  que  les  coefficients  de  x,  y ,  z  dans  l'équation  d'un 
plan  sont  identiques  aux  paramètres  directeurs  de  toute  perpendicu- 
laire à  ce  plan  ;  cela  nous  permet  d'écrire  immédiatement  d'une  part 
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Téquation  d'un  plan  perpendiculaire  à  une  droite  donnée  (13),  cette 
équation  est  (16);  d'autre  part,  les  équations  d'une  droite  perpendicu- 
laire à  un  plan  donné  ;  une  droite  passant  par  un  point  (tq,  y^y  ^o)  et 
perpendiculaire  au  plan  (17)  sera  représentée  par 


X 


xo_y  —  yo_  z  —  zq 


ABC 

En  général,  pour  trouver  l'angle  de  deux  plans,  on  cherche 
l'angle  de  deux  droites  menées  respectivement  perpendiculaires  à  ces 
plans  ;  on  écrit  que  deux  plans  sont  parallèles  ou  sont  rectangulaires 
en  écrivant  que  ces  droites  sont  elles-mêmes  parallèles  ou  rectangulaires. 
Si  l'on  considère,  par  exemple,  deux  plans  représentés  par  les 
équations 

Ax-hBy-hCjzH- D  =  0, 

les  conditions  pour  qu'ils  soient  parallèles  sont 

A'       B'       C  ' 
et  la  condition  pour  qu'ils  soient  rectangulaires  est 

AA' -4- BB' -f- ce  =  0 . 

Pour  qu'une  droite  et  un  plan  soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  droite  soit  perpendiculaire  à  une  perpendiculaire  au  plan  ;  si  la 
ligne  et  la  surface  sont  représentées  par  les  équations  (13)  et  (17),  il 
faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

Aa  -4-  B6  -4-  Ce  ==  0. 

Nous  donnons  à  la  fin  du  volume  (n^"  392  et  393)  l'expression  de 
la  distance  d'un  point  à  un  plan  et  celle  de  la  distance  d'un  point  à 
une  droite. 

107.  Surfaces  usuelles  du  second  ordre.  —  Une  équation  homo- 
gène entre  x,  y,  z  représente  une  surface  conique  dont  le  sommer 
est  l'origine;  soient  en  effet    x,,  ^i,  Zi     les  coordonnées  d'un  point 


132 
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Ml   de  la  surface  ;  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (n**  62),  Téquation 
sera  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de   x,  y ,  z    telles  que  Ton  ait 


X  y  z  


—  —  k 


et  cela  quel  que  soit  k,  cVst-à-dire  par  les  coordonnées  de  tous  les 
points  de  la  droite  joignant  Torigine  au  point  Mi  ;  on  conclut  de  là 
que  la  surface  renferme  toute  droite  joignant  Torigine  à  un  point 
quelconque  situé  sur  cette  surface  elle-même,  par  conséquent  qu'elle 
est  un  cône. 

Par  exemple,  l'équation 


X' 


y 


0 


représente  un  cône  ayant  pour  sommet  Forigine  ;  comme  sa  section 
par  le  plan  s  =  1  est  une  circonférence  représentée  par  Téquation 
X*  -h  î/"^  —  ^  =  ^1  on  en  conclut  que  le  cône  est  de  révolution  autour 
de  Taxe   Oz . 

On  appelle  ellipsoïde  la  surface  représentée  par  Téquation 


X' 


r 

b^ 


+  ^-i=0; 


,.2 


sa  section  par  le  plan  des  xy  est  une  ellipse  dont  on  a  Téquation  en 
faisant  z  =  0  dans  celle  de  la  surface;  ses  sections  par  les  autres 
plans  de  coordonnées  sont  aussi  des  ellipses  ;  la  surface  est  représentée 
par  la  figure  12!. 

On  appelle  hyperboloïde  à  une  nappe  la  surface  représentée  par 
Téquation 


X 


y 


^2 


a'  ^  l)'        c' 

sa  section  par  le  plan  des  xy  est  une  ellipse  ;  ses  sections  par  les 
plans  des  xz  et  des  yz  sont  des  hyperboles.  On  appelle  hyperboloïde 
à  deux  nappes  la  surface  représentée  par  Téquation 


X' 

11' 


b' 


7r-^«=o; 


le  plan  des   xy    ne  la  coupe  pas  ;  les  deux  autres  plans  de  coordonnées 
la  coupent  suivant  des  hyperboles.  L'équation 


ï 
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a^  "^  62       c2  -  " 

représente  un  cône  ayant  pour  sommet  rorigine,  et  qui  est  dit  cône 
asymptote  des  deux  hyperboloïdes  précédents  ;  il  renferme  les  asymp- 
totes des  h}T)erboles  des  sections  de  ces  surfaces  par  les  plans  de 
coordonnées.  La  figure  123  représente  les  trois  surfaces  précédentes; 
l'hyperboloïde  à  une  nappe  entoure  le  cône  asymptote,  et  celui-ci 
renferme  les  deux  portions,  symétriques  par  rapport  au  plan  xOy,  de 
Thyperboloïde  à  deux  nappes. 

On  appelle  paraboloïde  elliptique  et  parabolotde  hyperbolique 
les  surfaces  représentées  par  les  équations 


-^- 2x  =  0, 

P        H 


y 


2x  =  0, 

7 


p  et  q  étant  positifs  ;  la  première  est  coupée  par  les  plans  des  xy 
et  des  xz  suivant  des  paraboles  ayant  pour  axe  Ox  et  dirigées  dans 
le  même  sens;  elle  est  représentée  par  la  figure  126;  la  seconde  est 
coupée  par  les  mêmes  plans  suivant  des  paraboles  ayant  pour  axe  Ox, 
mais  opposées;  elle  est  représentée  par  la  figure  128. 


108.    €k>ordonnées    semi-polaires.    —    On    peut    déterminer   la 

position  d'un  point  M  de  Tespace  par 
d'autres  coordonnées  que  les  coordonnées 
cartésiennes.  On  peut  conserver  la  cote  z 
du  point  et  remplacer  ses  coordonnées  x 
et  y,  qui  sont  aussi  celles  de  sa  projec- 
tion Q  sur  le  plan  des  xy ,  par  les  coor- 
données polaires  dans  ce  plan  {fig,  38)  ;  en 
choisissant  comme  pôle  Torigine,  comme 
axe  polaire  Taxe  Ox  et  comme  sens  posi- 
tif des  angles  le  sens  dans  lequel  il  faut 
faire  tourner  Ox  pour  l'amener  à  coïncider 


Fig.  38. 


-ïr 


avec    Oy   par  une  rotation  de   — , 

■2 


on  a  toujours,  comme  au  n°  80, 


a;  =  p  cos  6 ,  y  =  p  sin  6 . 


F*    ■ 
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Les  coordonnées    p ,  6 ,  «    sont  appelées  coordonnées  semi-polaires 
du  point   M. 

109.  Coordonnées  polaires.  —  Ëtant  donnés  le  système  d'axes 

rectangulaires  Oxyz  et  un  point 
M  {fig,  39),  considérons  la  droite 
indéfinie  passant  par  0  et  M  et 
sur  cette  droite  un  sens  positif 
OD;  nous  appellerons  rayon  vec- 
teur de  M  le  segment  OM,  et 
nous  désignerons  par  p  sa  va- 
leur algébrique  sur  la  droite  di- 
rigée OD.  Le  plan  indéfini  dé- 
terminé par  les  deux  droites  Oz  et 
OD  est  partagé  par  Taxe  des  z  en 
deux  demi-plans;  considérons  seu- 
lement celui  de  ces  deux  demi- 
plans  qui   contient  la  demi-droite 

OD    et  appelons    Od   sa  trace  sur  le  plan  des  xy . 

Dans  le  plan    xOy    choisissons  comme  sens  positif  celui  dans 

lequel  on  doit  faire  tourner  une  droite  confondue  avec  Ox  pourTamener 

à  coïncider  avec  Oy  par  une  rotation  de   ^,    et  désignons  par  •];  Tangle 

ma 

{Ox,  Od)\  dans  le  demi-plan  zdz\  choisissons  de  même  comme  sens 
positif  celui  dans  lequel  on  doit  faire  tourner  une  droite  confondue 


<r/l 


Fig.  39. 


avec  Oz  poiu*  l'amener  à  coïncider  avec  Od  par  une  rotation  de 


2 


et 


désignons  par  6  Tangle   (Oz,  OD). 

Nous  voyons  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  <j;,  ô  et  p 
correspond  un  seul  point  M  de  Tespace,  car  ip  détermine  0^  et  le 
demi-plan  zdz\  6  détermine  dans  ce  demi-plan  la  droite  dirigée 
OD,    et   p   détermine  sur  cette  droite  le  point  M. 

Mais  inversement,  à  un  point  M  correspondent  une  infinité  de 
systèmes  de  valeurs  de  ^,  6  et  p;  il  faut  cependant  remarquer  que 
si  l'on  a  choisi  la  direction  positive  OD,  p  est  déterminé  d'une  manière 
unique  ;  de  plus,  il  existe  une  valeur  de  6  et  une  seule  comprise 
entre  0  et  tc,  et  une  seule  valeur  de  ^  comprise  entre  0  et  2:c 
qui    correspondent    à   cette   direction  ;    on  se  contente   souvent   de 


Z->i 
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prendre  les  valeurs  de    9   et  de   ^    comprises  dans  les  limites  précé- 
dentes. 

Les  nombres  p ,  6 ,  ij;  sont  appelées  coordonnés  polaires  du  point 
M  ;  pour  passer  de  ces  coordonnés  aux  coordonnées  cartésiennes 
X,  y ,  Zy  nous  remarquons  que  la  projection  OQ  du  segment  OM 
sur  le  plan  des  xy    a  pour  valeur 

(OQ)  =  p  sin  6 , 

et  nous  obtenons  les  relations 

X  =  (OQ)  cos  «]/  =  p  sin  6  cos  ^ , 
y  =  (OQ)  sin  tf  =  p  sin  6  sin  <}/ , 
z  =  (OM)  cos  6  =  p  cos  6  ; 

elles  donnent  inversement 


p  =  ±\/x^-{-y^-hz', 
cos  0  =  —  »  cos  ^  =  — : — -  »  sm  <J;  =     "^ 


p  ^      p  sin  ô  ^      p  sin  6 
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DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE 


110.  Des  fonctions.  —  Lorsqu'on  attribue  à  une  variable  x 
successivement  toutes  les  valeurs  depuis  un  nombre  a  jusqu'à  un 
nombre  6,  on  dit  qu'on  la  fait  varier  d'une  manière  continue  dans 
rintervalle  (a^  h)  ;  les  deux  nombres  a,  h  sont  appelés  les  limites 
de  cet  intervalle. 

Si  à  chaque  valeur  de  x  on  fait  correspondre  une  valeur  d'une 
autre  variable  y,  on  dit  que  la  seconde  est  une  fonction  de  la  pre- 
mière. 

Cette  correspondance  peut  être  établie  de  plusieurs  manières  ; 
ordinairement  on  donne  une  formule  permettant  de  calculer  la  valeur 
de  y  correspondant  à  chaque  valeur  de  x  dans  l'intervalle  où  la 
fonction  est  définie  ;  on  dit  alors  que  y  est  une  fonction  explicite  de 
X  ;    exemples  : 


Dans  ces  exemples,  le  calcul  de   y    comprend  un  nombre   fini 
d'opérations  algébriques,  et  l'on  dit  que    y    est  une  fonction  algébrique 
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te  de  x;    dans  le  premier  cas,  elle  est  rationnelle  et  entière, 

e  second  cas,  rationnelle  et  Tractionnaire  et  dans  le  troisième, 

nnelle. 

es  autres  Tonctions  explicites,  telles  que 

y  =  a',  y^logx,  t/^sini, 

ites  transcendantes;  les  deux  premières  ont  été  définies  dans  la 
ère  partie;  la  troisième  est  définie  en  trigonométrie, 
orsqu'une  fonction  est  définie  par  une  relation  entre   y    et    x, 
solue  par  rapport  à  y,   on  dit  qu'elle  est  impticile  ;  les  équations 

y^  —  2xy-\-i  =0, 
sin  y  =  e' 

linent  des  Tonctions  implicites;  la  première  est  dite  algébrique 
qu'elle  est  définie  par  une  équation  algébrique  entre  x  et  y\ 
onde  est  transcendante. 

lOrsque  la  définition  d'une  fonction  ne  fait  correspondre  à  chaque 
■  de  X  qu'une  seule  valeur  de  y,  on  dit  que  cette  fonction  est 
-me,  sinon  qu'elle  est  multiforme  ou  à  plusieurs  branches;  les 
ons  implicites  précédentes  ne  sont  pas  uniformes  ;  ordinairement 
oisit  dans  ce  cas  une  valeur  particulière  de  y  pour  en  faire 
E  quand    X    varie. 

'our  beaucoup  de  fonctions,  la  valeur  numérique  de  y  corres- 
nt  à  une  valeur  de  x  est  déterminée  comme  limite  d'une  suite 
mbres  qu'on  peut  calculer  successivement;  c'est  ce  qui  a  lieu 
pour  y  ^=V^  lorsque  a-  n'est  pas  carré  parfait  ;  nous  admettrons 
irs  que  la  définition  d'une  fonction  permet  d'en  calculer  la  valeur 
rique  exacte  ou  approchée  autant  qu'on  le  vent. 

11.  Fonctions  conllnues.  ~  Lorsqu'on  considère  deux   valeurs 

es  de  la  variable,    x    et    j-i-A,    on  dit  que  l'on  passe  de  la 

ère   à  la  seconde  en  donnant  à    x    un  accroissement   A  ;   cet 

ssement  peut  être  positif  ou  négatif. 

ouvent,  pour  désigner  la  valeur  absolue  d'un  nombre  algébrique, 

ace  ce  nombre  enlre  deux  traits  verticaux  ;  ainsi    |  h  \   repré- 

la  valeur  absolue  du  nombre  positif  ou  négatif  h. 

ioit  y   une  fonction  donnée  de  x  dans  un  intervalle  et  repré- 


DÉRIVÉES   DES  FONCTIONS    d'uNE    VARIADLE  139 

sentée  par    f[x)\    désignons  par    y-hk    sa  valeur  pour    x-\-h;     la 

diCFérence 

k  =  {fx-hh)  —  f{x) 

de  ses  deux  valeurs  est  raccroissement  de  la  fonction  correspondant  à 
raccroissemment  h  de  la  variable.  On  dit  que  y  est  une  fonction 
continue  pour  la  valeur  x  si  Taccroissement  de  la  fonction  a  pour 
limite  zéro  quand  celui  de  la  variable  tend  vers  zéro  ;  on  le  reconnaît 
à  ce  que  la  valeur  absolue  |  k  \  peut  devenir  aussi  petite  que  Ton  veut 
pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  \  h  \. 

Exemple,  —  La  fonction  oc^  est  continue  pour  toute  valeur  de  x, 
car  on  a 

fc  =  (a; -h  A)"»  —  X"  =  A  [(a? -h  A)"»-* -h  x  (a; -+- A)*"""^ -f-    •  •  •    +a;*"'*], 

et  le  second  membre  tend  vers  zéro  avec   h . 

Une  fonction  non  continue  pour  une  valeur  x  est  dite  discon- 
tinue pour  cette  valeur;  par  exemple  la  fonction  rationnelle 

_xH-i 
^~x—i 

est  discontinue  pour  x  =  i ,  car  y  n'existe  pas  pour  cette  valeur,  et 
la  fonction  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue  lorsque  x  tend 
vers  i . 

Dire  qu'une  fonction  est  continue  pour  x,  c'est  dire  que  f[x-{-h) 
a  pour  limite  f\x)  quand  h  tend  vers  zéro.  Cette  remarque,  et  les 
propriétés  démontrées  pour  les  limites  (n*»'  26  et  27)  nous  permettent 
d'énoncer  ce  théorème: 

La  somme  y  la  différence,  le  produit  ou  le  quotient  de  deux  fonc- 
tions continues  sont  aussi  des  fonctions  continues  ;  toute  expression 
rationnelle  constituée  au  moyen  de  fonctions  continues  est  aussi  con- 
tinue tant  que  le  dénominateur  n'est  pas  nul. 

Par  exemple  un  polynôme  entier 

y  =  AoX« -h  AiX"-* -h    •••    -hA„_,xH-A^ 

est  une  fonction  continue  pour  toute  valeur  de  a-,  puisque  ses  termes 
le  sont;  un  tel  polynôme  diffère  très  peu  de  son  terme  constant  A,„ 
lorsque  x  est  très  petit  en  valeur  absolue. 
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la  écrivant  ce  polynôme  sous  la  forme 

j,=:^[a.-hA,±+    ...    +A.1], 

it  que  pour  les  valeurs  de   x  très  grandes  en  valeur  absolue,  la 
thèse  dilTcre  peu  de   Ad,  et  le  polynôme  a  le  même  signe  que  son 
de  plus  haut  degré   Aqx". 
.e  quotient  de  deux  polynômes  est  une  Tonction  continue  pour 
i  les  valeurs  de   x   qui  n'annulent  pas  le  dénominateur. 

.12.  Dérivée  d'une  fonctloD.  —  Soit  f{x)  une  fonction  conlinue 
la  valeur  x  de  la  variable  ;  donnons  à  j;  un  accroissement  h 
iignons  par  k  raccroissement  correspondant  de  y  ;  si  le  rapport 
ccroissenient  k  de  la  fonction  à  l'accroissement  h  de  la  variable 
vers  une  limite  déterminée  quand  celui-ci  tend  vers  zéro,  on  dit 
ette  limite  est  la  dérivée  de  la  fonction  pour  la  valeur  de  x  con- 
le  ;  on  la  représente  par  y'    ou  par  f'{x),   et  l'on  écrit 

II'  ^  Il  m  —  —  litn  '  ^ '- Li — '- . 


I  est  nécessaire  que  k  tende  vers  zéro  en  même  temps  que  A, 
h-à'iTC  que  la  fonction  soit  continue  pour  qu'elle  ait  une  dérivée  : 
cette  condition  n'est  pas  toujours  suffisante,  et  il  existe  des 
pies  de  fonctions  continues  n'ayant  pas  de  dérivée.  De  tels  cas 
;out  à  fait  exceptionnels,  et  les  fondions  usuelles  ont  une  dérivée 
toutes  les  valeurs  oii  elles  sont  continues,  comme  nous  le  verrons 


113.  Application  géométrique .  —  Une  des  applications  les  plus 
'lanles  du  calcul  des  dérivées  est  la  déleruiination  des  tangentes 
•ourbes.  On  appelle  tangente  à  une  courbe  en  un  point  M  la 
r  des  positions  d'une  sécante  HM'  passant  par  M  et  par  un  point 
I  M'  situé  sur  la  courbe  lorsque  ce  dernier  se  rapproche  indéfini- 
du  premier. 

considérons  en  coordonnées  cartésiennes  [pff.   40)  une   courbe 

dont  l'ordonnée    y     est  une  fonction   donnée   de  l'abscisse  ; 

y  =  /i[j'}    cette   fonction.   Prenons  sur  cette  courbe  un  point    M 


DÉBIVÉES    DES  FONCTIONS    d'uNE    VARIABLE 


141 


de    coordonnées  x    et    y    et  un   point  voisin    M'   dont  nous  repré- 
senterons   les    coordonnées    par 


y 

M 

M' 

/ 

j> 

0 

I 

»      I 

i> 

X 

Fig.  40. 


x-\-h  et  y  -{-k\  k  est  Tac- 
croissement  de  la  fonction  y 
correspondant  à  Taccroissement 
h  de  la  variable.  La  sécante   MM' 

a  pour  coefficient  angulaire  le  rap- 

k 
port  -r-  de  la  différence  des  or- 

données  à  la  différence  des  abs- 
cisses des  points  M  et  M';  si  la 
fonction  y  a  une  dérivée,  c'est  que 
le  rapport  précédent  a  une  limite 
quand  h  tend  vers  zéro,  et  par  suite 
que  le  coefficient  angulaire  de  MM'  a  une  limite  déterminée  égale  à 
cette  dérivée  quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  de  M. 
Nous  concluons  de  là  que  la  sécante  a  une  position  limite,  et  cette 
position  limite  est  la  tangente  au  point  M  à  la  courbe.  Cette  tangente 
est  déterminée  par  son  coefficient  angulaire,  qui  est  égal  à  la  dérivée 
y'   de   y  ;  nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe 
plane  est  égal  à  la  dérivée  de  l'ordonnée  considérée  comme  fonc- 
tion de  F  abscisse. 

114.  Dérivées  successives.  —  La  dérivée  y'  ou  f'{x)  étant  dé- 
terminée pour  chaque  valeur  de  x  où  elle  existe,  est  elle-même  une 
fonction  de  cette  variable  et  peut  posséder  une  dérivée  ;  lorsque  celle-ci 
existe,  on  l'appelle  dérivée  seconde  de  y,  et  ou  la  représente  par  y" 
ou  fix).  C'est  une  nouvelle  fonction  de  x  dont  la  dérivée  est 
appelée  dérivée  troisième  de  y  et  est  représentée  par  y"'  ou  f'ix), 
et  ainsi  de  suite  ;    y'   est  quelquefois  appelée  dérivée  première. 

Nous  allons  calculer  la  dérivée  première  des  fonctions  usuelles  ; 
les  dérivées  suivantes  s'en  déduiront  par  l'application  des  règles  trouvées. 

115.  Dérivée  des  fonctions  simples.  —  \°  Dérivée  d'une  constante. 

—  Si  une  fonction  y  reste  constante  pour  toute  valeur  de   x^  son  ac- 

k 
croissement  k  est  toujours  nul,  ainsi  que  le  rapport  —;    la  limite  de 

h 


iiAiL 
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ce  rapport  est  donc  toigours  nulle  également  ;  on  conclut  de  là  que  la 
dérivée  d'une  constante  est  nulle. 

2°  Dérivée  de  y  =  af.  — Nous  supposons  m  entier  et  positif;  les 
valeurs  de  la  fonction  pour  x  et  x-\-h  sont  af  et  (x  -f-  A)*",  de 
sorte  que  Taccroissement  A  de  y  correspondant  à  Taccroissement  h 
de  X  est  [x-\-hY  —  x^.  Cette  différence  est  divisible  par  la  diffé- 
rence   [x-\-h)  —  x  =  h,    et  en  effectuant  le  quotient  on  a 


k  =  {x-{-h)'^  —  x^  =  h  [{x  -h  h)"^-^  -\-  x{x  -f-  h) 


on  en  déduit 


m— 2 


-h  X"-*  J  ; 


-^  =  (x  +  A)"-^ 
n 


x{x  -f-  h) 


m— a 


X 


M — 1 


Lorsque  h  tend  vers  zéro,  tous  les  termes  du  second  membre  qui 
sont  en  nombre  m,  ont  pour  limite  x^-"\  de  sorte  que  ce  second 
membre  a  une  limite  égale  à   maf"-^  ;   on  a  par  suite  ce  résultat  : 

La  dérivée  de    x^     est     mx"""*. 

3°  Dérivée  de  y  =  e*.  —  Aux  valeurs  x  et  x-hh  correspon- 
dent pour  la  fonction  les  valeurs  e*  et  e""^*,  et  à  Taccroissement  h 
donné  à   x  correspond  pour  y    l'accroissement 

k  =  e*-*-'*  —  e'^  =  e*(e*  —  1  )  ; 

le  rapport  des  deux  accroissements  a  pour  valeur 


J-'^ 


e'^  —  i 


Nous  avons  vu  (n°  48)  que  le  rapport 


1 


a  pour  limite  lunité 


quand    k   tend  vers  zéro  ;  nous  en  concluons  que  le  second  membre  a 
pour  limite   e*  ;    d'où  : 

La  dérivée  de     e"    est  égale  à     e*     lui-même. 

Nous  pouvons  ajouter  que  toutes  les  dérivées  successives  de  e* 
sont  égales  à   e*. 

4°  Dérivée  de  y  =  log  x.  —  Nous  entendons  par  ce  symbole  le 
logarithme  népérien  de  x.  Aux  valeurs  x  et  x-hA  correspondent 
pour  la  fonction  les  valeurs    logx    et    \og{x-hh),    et  à  l'accrois- 


r^ 
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sèment  h  donné  à   x  correspond  pour  y   raccroissement 

fc  =  log(a:-4-A)-logx  =  log(^^)=logA-4--^\; 

lorsque    h    tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de    A,     ce  qui  montre 

k 
déjà  que  la  fonction  est  continue  ;  le  rapport  —  peut  s'écrire 


k 
h 


=i'»«('-!)={fK'-!)=i'«<'-:)  ■ 


La  quantité  sous  le  signe  lôg  est  de  la  forme  (1  -ha)",  a  ayant 
pour  valeur  —  »   et  ayant  pour  limite  zéro  quand    h    tend  vers  zéro  ; 

JC 

on  sait  que  la  limite  de  cette  expression  est  égale  au  nombre   e  (n""  52)  ; 
comme   loge    est  égal  à  Tunité,  la  limite  du  second  membre  est  égale 

a  —  ;   d  ou  : 

X 

La  dérivée  de    logx    est  égale  à   — • 

116.  Dérivée  des  fonctions  simples  trigonométriques. —  1°  Dé- 
rivée de  y  =  sin  x.  —  Aux  valeurs  x  et  x  -f-  /i  de  la  variable  cor- 
respondent pour  la  fonction  les  valeurs  sinx  et  sin  (x -h  A),  et  à 
raccroissement  h  donné  à  x  correspond  pour  y  Taccroissement 

/c  =  sin  (x -h  A)  —  sinar  =  2sin~cos  (^H-"^)  î 

cet  accroissement  tend  vers  zéro  avec    h,    ce  qui  montre  déjà  que  la 

k 
fonction  est  continue  ;  le  rapport  —   peut  s'écrire 

n   .     h  .h 

COS 


h  h  ^  ^ 

2 


(*+2)=nr''"K''^2)' 


lorsque  h  tend  vers  zéro,  le  premier  facteur,  qui  est  le  rapport  du 
sinus  à  Tare,  a  pour  limite  lunité,  et  le  deuxième  a  pour  limite  cosx, 
de  sorte  que  la  limite  du  second  membre  est   cosx,  d'où  : 

La  dérivée  de    sin  x    est    cos  x . 


■1 
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2^  Dérivée  de  y  =  cosx,  — Aux  valeurs  x  et  x-hh,  corres- 
pondent pour  la  fonction  les  valeurs  cosx  et  cos(x-i-A),  et  à  Fac- 
croissement   h   donné  à    x   correspond  pour  y   Faccroissement 

k  =  cos  [x-h  h)  —  cos  X  =  —  2  sin  —  sin/  x  -f-  — -  j  ; 

cet  accroissement  tend  vers  zéro  avec  h ,    ce  qui  montre  que  la  fonction 

k 
est  continue  ;  le  rapport   —   peut  s'écrire 

n 


n   .    h  .h 

k        ^^^'^Y  .  /       h^        ^'^T  .   /       h 

-  =  ---- s.n/ 


2 

La  limite  du  second  membre  est,  pour  la  même  raison  que  précé- 
demment, égale  à  —  sinx,   d'où: 

La  dérivée  de   cosx   esl  — sinx. 

3**  Dérivée  de  y  =  tg  x.  —  Aux  valeurs  x  et  x-h  h  corres- 
pondent pour  la  fonction  les  valeurs  tg  x  et  tg  [x  -h  h),  et  à  Taccrois- 
sement    h   donné  à   x    correspond  pour  y    Faccroissement 


,        L    f      ,    L^       1  sin(j:--f-/i)       sinx 


sin  h 


cos  {x-h  h)      cos  X      cos  (x  -f-  h)  cos  x  ' 

cet  accroissement  tend  vers  zéro  avec   h   lorsque   cos  x   n'est  pas  nul, 
ce  qui  montre  que  la  fonction  est  continue,  sauf  pour  les  valeurs  de   x 

qui  la  rendent  infinie,  et  qui  sont  de  la  forme    x  =  {2k-\-{)  —  \    le 

k 
rapport     -    peut  s'écrire 
h 

k       sin  h  1 


h  h       cos  (x  -f-  h)  cos  x  ' 

lorsque    h     tend  vers  zéro,  le  premier  rapport  du  second  membre  a 

pour  limite  Funité  et  le  second,    — — - ,    de  sorte  que  la  limite  de  -^  est 

cos=*x  h 

— — ,    et  l'on  a  ce  résultat  : 
cos^x 

1 

La  dérivée  de     tg  x     est     ~    ,     • 

cos^x 
117.    Dérivée   des   fonctions   Inverses.    —    Ëtant    donnée    une 
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fonction  continue  définie  par  Téquation  y  =  /"(x),  la  correspondance 
établie  par  cette  équation  entre  x  et  y  permet  de  dire  qu'à  chaque 
valeur  de  y  dans  un  certain  intervalle  correspondent  une  ou  plusieurs 
valeurs  de  x\  x  est  ainsi  uyie  fonction  de  y  que  Ton  appelle  tnyerse 
de  la  première.  Nous  allons  démontrer  que  les  dérivées  de  deux  fonc- 
tions inverses  ont  des  valeurs  inverses  ru  ne  de  l'autre. 

Soient   x  et  x-\-h  deux  valeurs  voisines  de  la  variable   x,  aux- 
quelles correspondent  les  valeurs   y   et  y  -\-  k   de  la  première  fonc- 

k 
tion   y;    nous  supposons  que    —    a  une  limite    y'   ou   f'{x)  lorsque 

h  tend  vers  zéro.  Lorsque  Ton.  considère  x  comme  fonction  de  y , 
les  accroissements  correspondants  de  la  fonction    x    et  de  la  variable 

y  sont  cette  fois   h   et    k,    et  leur  rapport  est  —  ;    comme  il  est  Tin- 

n 

verse  du  premier,  il  a  une  limite  qui  est  Tinverse  de  la  première  ; 
on  en  conclut  que  la  fonction  x  de  1/  a  une  dérivée  x'  qui  est 
Tinverse  de  la  dérivée  y'  de  la  fonction  y  de  x,  ce  qu*il  fallait 
démontrer 

Nous  allons  appliquer  ce  raisonnement  à  la  recherche  de  la  dérivée 
des  fonctions  circulaires  inverses. 

118.  Dérivée  des  fonctions  trigonoinéiriques  inverses.  —  \°  Dé- 
rivée de  i/  =  arcsinx.  —  Si  le  sinus  d'un  arc  y  est  désigné  par  x, 
inversement  à  un  sinus  égal  à  x  et  compris  entre  —  1  et  -h  1 
correspondent  une  infinité  d'arcs  y  ;  en  désignant  par   p    celui  d'entre 

eux  qui  est  compris  entre   —  —   et  H-  -^  '    tous  les  autres  sont  com- 

mé  ma 

pris  dans  les  formules 

i/  =  2A:ir-+-p,  y  =  {2k'\-\)'K  —  ^. 

L'un  quelconque  de  ces  arcs  ayant  pour  sinus  x  est  désigné  sous 
le  nom  de  arc  sin  x,  mais  on  ne  considère  ordinairement  que  le 
premier  p,  et  c'est  le  seul  que  nous  étudierons  comme  fonction  de  x; 
nous  allons  calculer  sa  dérivée  en  utilisant  celle  de  sa  fonction  inverse. 

La  fonction  inverse  de     î/  =  arcsinx    est     x  =  sin;i/,     dont  la 

dérivée  est  (n°  116) 

x'  =  cos  y  ; 

dès  lors,  on  a  d'après  le  théorème  démontré  dans  le   n°  précédent, 
VocT.  —  Math.  sup.  10 
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-  = .    et  comme   cosy    est  égal  à    \\  —  sin*i/    ou  égal 

~x',   on  a 

1 

t  prendre  le  signe  +  devant  le  radical  car  cosy  est  positiT 
e  cas  actuel  ;  pour  un  autre  choix  de  y,  on  doit  prendre  le 
avec  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant  que  cosy  est 
ou  négatif;  en  se  limitant  au  cas  ordinaire,  on  a  ce  résultat: 

%  dérivée  de     arc  sin  x     est     -^==- 
l/l-x' 
Dérivée  de  y  ^  arc  cos x.    —  A  un  cosinus   x  compris  entre 
Et    H-1    correspondent  une  inHnité  d'arcs  y;    si   p   est  celui 
>  eux  qui  est  compris  entre   0   et   Tt,    tous  les  autres  sont  com- 
ms  la  formule 

y  =  2hc±^. 

un  quelconque  de  ces  arcs  ayant  pour  cosinus  x  est  appelé 
.X,  mais  on  considère  ordinairement  l'arc  p,  et  c'est  le  seul 
DUS  étudierons  comme  fonction  de  x\  la  fonction  inverse  de 
c  cos  X    est    i  =  cos  y   dont  la  dérivée  est  (n*  1 16) 

a;'  =  —  sin  y. 
en  faisant  un  raisonnement  analogue  au  précédent,  on  a 

'  =  i  =  — '-  =     — < 

^        x'       siny      i/rr^' 

:!al  étant  pris  avec  le  signe  +  puisque  sin  y  est  positif;  pour 
re  choix  de  y,  on  prendra  devant  le  radical  le  signe  de  sîny; 
nsi  ce  résultat: 

i  dérivée  de     arccosa;     est     —^. — ^■ 
V^l— x' 
Dérivée  de    y  =  arctgx.    —  A  une  tangente  égale  à    x   cor- 
iont  une  infinité  d'arcs    y;    si    p    est  celui  d'entre   eux  qui 

[pris  entre   — -r    et    -l-^i    tous  les  autres  sont  compris  dans 

ule 

y  =  K  +  fl. 


r^ 


on  a  ainsi  ce  résultat  : 

1 


La  dérivée  de    arc  tgx    est 


i-hx' 


119.  Dérivée  d'une  fonction  composée.  —  Étant  données  des 
fonctions  simples  de  x,  désignées  par  u,  v,  w,  .  .  .  ,  et  dont  les 
dérivées  sont  supposées  connues,  toute  fonction  y  de  u,  v,  Wy  .  .  . 
est  appelée  fonction  composée  de  x:  nous  allons  montrer  dans  les  cas 
usuels  comment  on  peut  déterminer  la  dérivée  d'une  pareille  fonction 
au  moyen  de  celles  des  fonctions  composantes.  Pour  plus  de  commo- 
dité, nous  représenterons  par  Ax  Taccroissement  de  la  variable,  et 
par  Ay^  lu,  \v,  ...  les  accroissements  correspondants  des  fonctions 
y,  u,  Vy    ...    . 

1**  Considérons  d'abord  le  cas  où  y  est  le  produit  d'une  fonction  u 
par  une  constante  A;  l'accroissement  Ay  est  égal  à  ÂAu,  et  Ton 
a,  en  divisant  par  Ix, 

-^  =  A  — ; 

Ix  Ax  ' 

lorsque    Ax    tend    vers  zéro,  le  rapport  —    a   par  hypothèse  une 

limite    a',    par  suite  le  premier  membre  a  une  limite  et    y    a  une 
dérivée 

y'  =  A«', 

de  sorte  que  la  dérivée  de     Au     est     Au'. 

2®  Dérivée  d'une  somme.  —  Soit  une  somme  de  trois  fonctions 

y  =  u  -hv-^-w; 
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L'un  quelconque  de  ces  arcs  ayant  pour  tangente    x  est  appelé 
arctgx,    mais  on  considère  ordinairement  l'arc    p,    ef  c'est  le  seu!  i 

que  nous  étudierons  comme  fonction  de    x;    la  fonction  inverse  de  i 

y  =  arc  tg  X  est  x  ^  tg  y,   dont  la  dérivée  est 

^ *_. 

co%^  y 
on  a  alors,  par  un  raisonnement  analogue  aux  précédents, 

y'  =  -  =  cos^y  = 


DÉBIVÉES    ET   DIFFÉRENTIELLES 

lent  4a!  delà  variablecorrespondentdesaccroissements 
o,  et  raecroissement  de  y  est  égal  à  la  somme  des 
.  des  autres  fonctions  ;  on  a  donc 

iy  =  Au  +  Atf  +  4ic  ; 

Ax,   on  a 


^x       Ax       Ax        Aa; 

nd  vers  zéro,  chacun  des  rapports  du  second  membre  a 
e  à  la  dérivée  de  la  fonction  correspondante  ;  par  suite 
L  une  égale  à  leur  somme,  et  y  a  une  dérivée  égale  à 


iérivée  d'une  somme     UH-  u  -H  to     est  égale  à  la  somme 
des  dérivées. 

—  La  dérivée  d'un  polynôme 

-  A|X'^' -H  AjX*-' +    ■■■    -I- Ab-îX' -H  A.^|X -H  A„ 

tomme  des  dérivées  de  ses  termes  ;  d'après  ce  que  nous 
1  dérivée  de  x",   elle  a  pour  valeur 

-F  (m  —  i  )A,x"-'  -4-  (m  —  2)AiX"-> 

+   ■  ■  ■   +  2A„_iX  +  A^,  ; 

donne  pour  valeur  de  la  dérivée  seconde 

|AoX"-^-h(m  — l)(m  — 2)A,ar'^+   ■■•   H-2.1.A^,. 

e  ;  les  dérivées  successives  sont  des  polynômes  dont  le 
icroissant  ;  la  dérivée    m'    est  une  constante  : 
,w  =  „(m _!)(,„_ 2)    ...    2.1. A., 
suivantes  sont  toutes  nulles. 

érit'ée  d'an  produit.  —  Soit  le  produit  de  deux  fonctions 

y  =  ""'  ; 

et   c-i-Ai'   les  valeurs  que  prennent  les  dcu*;  facteurs 
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pour  la  valeur  x-hàjc  de  la  variable  ;  à  raccroissement  éix  cor- 
respondent pour  u  ei  V  les  accroissements  Au  et  âiv,  et  pour  y 
raccroissement 

Ay  =  [u  -h  Av)  {v  -h  Aa)  —  uj;  ^  Au .  V  -I-  li; .  u  4-  Au  .  Au  ; 

en  divisant  par    Ax^    on  a 

Ay  Au  ^^     _4_  ^" 

Ax        Ax  Ax  Ax       * 

Lorsque   Ax    tend  vers  zéro,    —  et   —  ont  des  limites  égales 

Ax  Ax 

aux  dérivées  u'  et  v'  ;  Af  tend  vers  zéro,  et  le  dernier  terme  du 
second  membre  tend  aussi  vers  zéro  ;  on  en  conclut  que  le  second 
membre  a  une  limite  égale  à  la  somme  u'r  -4-  v'u  des  limites  des  deux 
premiers  termes,  et  par  suite  que   y   a  une  dérivée  égale  à 

y'  =  u'v  -f-  v'u  ; 

d*où  :  la  dérivée  d'un  produit     uv    est  égale  à     u'v  -h  v'u . 
Exemples.  —  Les  fonctions 

i^  =  (3x  —  i)(x^-4-2),  z  =  sinxcosx 

ont  pour  dérivées 

y'  =  3(x2  -h  2)  -h  2x(3x  —  1)  =  9x2  —  2x  -h  6 , 
z'  =  cos'-^  X  —  sin'^  X . 

Si  Ton  a  trois  facteurs  u,v,Wj  on  peut  supposer  d  abord  effectué 
le  produit  des  deux  derniers  ;  on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

y'  =  u'{mv)  -h  u{vivy  ; 

en  remplaçant  la  dérivée  du  produit  vw  par  sa  valeur  explicite  au  der- 
nier terme,  on  a 

y'  =  u'vw  -h  u{v'w  -f-  w'v)  =  u'vw  -\-  v'uw  -+-  lo'uv . 

On  pourrait  opérer  de  la  même  façon  dans  le  cas  d'un  produit  d'un 
plus  grand  nombre  de  facteurs,  et  Ton  verrait  que  Von  obtient  la  dérivée 
d'un  produit  en  multipliant  la  dérivée  de  chaque  fadeur  par  tous 
les  autres  facteurs,  et  additionnant  les  résultats. 


DÉRIVÉES    ET    DIFFÉRENTIELLES 

Dérivée  d'un  quotient.  —  Soit  le  quotient  de  deux  fonctions 


le  précédemment,  u-f-io  et  rH-Ar  les  valeurs  que 
deux  termes  pour  la  valeur  H-  4x  de  la  variable  ;  à 
nt  àx  correspondent  pour  u  et  t'  les  accroissements 
et  pour  y   l'accroissement 


Ax  (rH-4t>)ti 

ix  tend  vers  zéro,  —  et  — —  ont  des  limites  égales 
Ix  àx 

u'  et  v'  ;  dans  le  dénominateur,  Ar  tend  vers  zéro  ; 
t  que  le  second  membre  a  une  limite,  et  par  suite  que  y 
i  Égale  à 

Ivée  d'an  quotient     —      est     ^ ■ 

S3.  —  Les  fonctions 


-3(2a-''+l)_aE'  — 8j- 


(3x  — 2}*  (3x  — 2)* 

—  (~sin*3-]  1 


is  ainsi  de  nouveau  la  dérivée  de   tg  x. 

L'ulier,  lorsque    h  =  1 ,    on  a   «'  ^  0  ;    on  en  conclut  que 


est  égale  à 


DÉRIVÉES    DES    FONCTIONS    d'uNE    VARIABLE  151 

Lorsque  nous  aurons  déterminé  les  dérivées  des  fonctions  de  plusieurs 
variables,  nous  considérerons  le  cas  général  des  fonctions  composées. 

122.  Dérivée  d'une  fonction  de  fonction.  —  Si    u    est  une  fonction 
de  Xy   toute  fonction  de   ii 

est  dite  fonction  de  fonction  de  x  ;  nous  allons  calculer  la  dérivée  de 
y  en  supposant  connues  les  dérivées  de  /"(«)  et  de  u.  Soient  Ax 
un  accroissement  donné  à  la  variable  x,  Au  et  Ày  les  accrois- 
sements correspondants  de   u  el   y  ;  nous  avons  identiquement 

A<y        Ay     An 

-       ■  ■  ■    «  ■    •        —  ■  * 

Ax        Ali      Ax  ' 

lorsque  Ax  tend  vere  zéro,  les  deux  rapports  du  second  membre  ont 
des  limites  f[u)  et  u'  ;  par  suite,  le  premier  membre  a  une  limite, 
et   y   a  une  dérivée  égale  à 

y'  =  m  ■  «'• 

La  dérivée  (Tune  fonction  de  fonction  est  égale  au  produit  des 
dérivées  des  fonctions  dont  elle  se  compose. 

Ce  résultat  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  fonctions  succes- 
sives ;  si  0  est  une  fonction  de  x,  si  v  =  cp(u)  est  une  fonction  de 
u,    et  y  =  f(v)  une  fonction  de   v,   on  voit  de  même  que  l'on  a 

A  y        A  y     \v    Au 
Ax        Ai;     Au    Ax 

et  Ton  en  conclut,  en  passant  à  la  limite, 

Exemples.  —  Soit  y  =  e~"**  ;  en  posant  u  =  —  x^,  on  a  y  =  e"  ; 
la  dérivée  est 

î/'  =  eV  =  e~**(— 2x). 

Soit  encore  y  =  a"  ;  on  a  vu  (n**  51)  que  a^  =  e*'<>K°;  en  po- 
sant u  =  xloga,    on  a  y  =  e",   d'où 

y'  =  e«.  u'  =  e^^^8«  log  a  =  a*  log  a . 


lA 


r 
t 
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e  cas  d'une  fonction  de  Tonction  se  présente  couramment  lorsque 
abie  entre  sous  le  signe  d'une  Tonirlion  simple  par  un  de  ses  mul- 
)u  de  ses  sous-multiples  ou  plus  généralement  par  une  expression 
e  ;  on  prend  alors  cette  expression  pour  valeur  de  u .  On  se 
se  même  d  écrire  la  lettre  u ,  et  l'on  Tait  immédiatement  le  calcul 
lé  rivée. 
xemples:    i/  — sinnw-,  i/'  =  ni  cosmx; 

23.  Dérivée  d'une  puissance.  —  Soit 

Liissan ce' d'une  fonction  donnée  a  de  j',  l'exposant  m  étant  un 
re  quelconque  positif  ou  négatif.  En  prenant  les  logarithmes 
iens  des  deux  membres,  on  n 

logy  =  mlogH; 

alant  l'une  à  l'autre  les  dérivées  par  rappoil  à  x  des  deux 
ires  de  cette  dernière  relation,  prises  d'après  la  règle  du  n°  précé- 
on  » 

i^  =  ni  —  ■ 
.V  "  ' 

rc  de  là,  en  remplaçant    1/   par  sa  valeur, 

La  dérivée  de     u"     esl     mii'"~'ii'. 
'■'xeniple:  y  =  [x^  —  I)'.    y'  =  '—[x^ —  \y       x2j  =  3j:(i-  —  1)'. 


ilonc  ce  résultat  ;  La  dérit-ée  de     ya     est     — — 


CHAPITRE  II 


VARIATION  DES  FONCTIONS  D  UNE  VARIABLE 


124.  Fonction  croissante  ou  décroissante.  —  On  dit  qu'une 
fonction  est  croissante  dans  un  intervalle  si  elle  va  toujours  en  aug- 
mentant lorsque  la  variable  va  en  augmentant  dans  cet  intervalle.  On 
reconnaît  qu'une  fonction  f{x)  est  croissante  à  ce  que,  a  et  6  étant 
deux  valeurs  quelconques  de  x  comprises  dans  l'intervalle,  f(b)  est 
plus  grand  que  f{a)  si  b  est  plus  grand  que  a,  ou,  d'une  manière 
plus  générale,  à  ce  que  la  différence  f{b)  —  f(a)  a  toujours  le  signe 
de  la  différence   6  —  a,   et  n'est  pas  nulle. 

On  dit  qu'une  fonction  est  décroissante  dans  un  intervalle  si  elle 
va  toujours  en  diminuant  lorsque  la  variable  va  en  augmentant  dans 
cet  intervalle.  On  reconnaît  qu'une  fonction  f{x)  est  décroissante  à 
ce  que  a  et  6  étant  deux  valeurs  quelconques  de  x  comprises 
dans  l'intervalle,  f{b)  est  plus  petit  que  f{a)  si  6  est  plus  grand 
que  a,  ou,  d'une  manière  plus  générale,  à  ce  que  la  différence 
f{b)  —  f{a)  a  toujours  le  signe  contraire  à  celui  de  b  —  a,  et  n'est 
pas  nulle. 

125.  Maximum  ou  minimum.  —  On  dit  qu'une  fonction  f{x) 
définie  dans  un  certain  intervalle  passe  par  un  maximum  pour  une 
valeur  x  =  a  de  la  variable  si  sa  valeur  pour  x=^  a  est  supérieure 
aux  valeurs  voisines.  On  le  reconnaît  à  ce  que  l'on  peut  trouver  un 
nombre  positif  h  tel  que  pour  toute  valeur  b  comprise  dans  l'inter- 
valle donné  et  entre   a  —  h   et    a-h/i,    f{b)   soit  inférieur  à   f{a). 

Lorsque  la   fonction  f(x)    est  croissante  entre    a  —  h    et    a,    et 
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décroissante  entre  a  et  a -h  h,  on  peut  affirmer  qu'elle  passe  par 
un  maximum  pour  x=^a,  car  f{a)  est  supérieur  aux  autres  valeurs 
que  prend   f{x)    entre   a  —  h   et   a -h  h. 

On  dit  qu'une  fonction  f[x)  définie  dans  un  certain  intervalle 
passe  par  un  minimum  pour  une  valeur  x  =  a  de  la  variable  si  sa 
valeur  pour  x  =  a  est  inférieure  aux  valeurs  voisines.  On  le  reconnaît 
à  ce  que  l'on  peut  trouver  un  nombre  positif  h  tel  que  pour  toute 
valeur  6  comprise  dans  l'intervalle  donné  et  entre  a  —  h  et  a-}- h, 
f[b)  soit  supérieur  à  f[a) .  Lorsque  la  fonction  f{x)  est  décrois- 
sante entre  a  —  h  et  a,  et  croissante  entre  a  et  a -h  h,  on 
peut  affirmer  qu'elle  passe  par  un  minimum  pour  x  =  rt,  car  /"(«) 
estinférieur  aux  autres  valeurs  que  prend  f{x)  entre  a  —  h  et  a-\-h. 

Nous  ne  considérerons  d'abord  que  des  intervalles  tels  que  les 
fonctions  que  nous  étudions  soient  continues  et  aient  une  dérivée  bien 
déterminée  pour  toute  valeur  de  la  variable  comprise  dans  ces  inter- 
valles, sauf  peut-être  pour  Tune  ou  l'autre  des  limites  ;  nous  étendrons 
ensuite  à  des  intervalles  plus  généraux  les  résultats  que  nous  obtien- 
drons. 

126.  Théorème  I .  —  Si  une  fonction  est  constante  dans  un 
intervalle,  sa  dérivée  est  nulle  pour  toute  valeur  de  la  variable  com- 
prise dans  cet  intervalle. 

Si  une  fonction  est  croissante  dans  un  intervalle,  sa  dérivée  est 
positive  ou  nulle,  mais  jamais  négative  pour  toute  valeur  de  la 
variable  comprise  dans  cet  intervalle. 

Si  une  fonction  est  décroissante  dans  un  intervalle,  sa  dérivée 
est  négative  ou  nulle,  mais  jamais  positive  pour  toute  valeur  de  la 
variable  comprise  dans  cet  intervalle. 

Soient  en  effet  a  et  6  deux  valeurs  quelconques  de  x  dans 
l'intervalle  considéré  ;  formons  la  différence  f{b)  — f{ct),  puis  le  rapport 

'  ^  b  —  a 

et  cherchons  la  limite  de  ce  rapport  lorsque    6    tend  vers    a  ;    c'est  la 
valeur  de  la  dérivée    f'{x)    pour    x  =  a. 

Si  la  fonction  est  constante,  f{b)  est  toujours  égal  à  /(a),  le 
rapport  (1)  est  nul,  et  sa  limite  est  toujours  nulle. 
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Si  la  fonction  est  croissante,  le  rapport  (1)  est  positif  (n'*  124)  et 
sa  limite  est  positive  ou  nulle,  mais  jamais  négative.  De  même,  si  la 
fonction  est  décroissante,  le  rapport  (1)  est  négatif  et  sa  limite  est 
négative  ou  nulle^  mais  jamais  positive;  la  proposition  est  ainsi 
démontrée. 

127.  Théorème  II.  —  Si  une  fonction  continue  et  possédant  une 
dérivée  déterminée  dans  un  intervalle  passe  par  un  maximum  ou  un 
minimum  pour  une  valeur  de  la  variable  comprise  dans  cet  inter- 
valle et  différente  de  Vune  des  limites,  sa  dérivée  s'annule  pour 
cette  valeur  de  la  variable. 

Supposons  que  la  fonction  f{x)  passe  par  un  maximum  pour 
une  valeur  x  =  a  intérieure  à  Tintervalle  que  Ton  considère  ;  il 
existe  alors,  comme  nous  Tavons  dit,  un  intervalle  (a  —  h,  a -h  h) 
renfermé  dans  le  précédent,  et  tel  que  pour  tout  nombre  b  de  ce 
dernier  intervalle,  f{b)  soit  inférieur  à  f{a).  Formons  encore  la 
différence    f{b)  —  f{a)    et  le  rapport  (1  ). 

Supposons  que  Ton  donne  d'abord  à  b  des  valeurs  inférieures 
à  a  et  tendant  vers  a  ;  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  rapport 
(1)  sont  négatifs,  et  ce  rapport  est  positif;  sa  limite  est  donc  positive 
ou  nulle. 

Si  Ton  donne  maintenant  à  b  des  valeurs  supérieures  à  a  et 
tendant  vers  a,  le  numérateur  du  rapport  (1)  est  négatif,  le  déno- 
minateur positif,  et  ce  rapport  est  négatif;  sa  limite  est  donc  néga- 
tive ou  nulle. 

Mais  par  hypothèse,  la  limite  du  rapport  (1)  est  bien  déterminée, 
et  elle  a  par  suite  la  même  valeur  dans  les  deux  cas  ;  elle  ne  peut  donc 
être  que  nulle.  On  ferait  un  raisonnement  analogue  si  f{x)  passait 
par  un  minimum  pour   x  =  a . 

128.  La  réciproque  du  théorème  I  repose  sur  un  théorème  fonda- 
mental, que  Ton  appelle  théorème  des  accroissements  finis,  et  qui  a 
pour  but  d'évaluer  la  valeur  du  rapport  (1)  au  moyen  de  la  dérivée  de 
la  fonction  f{x);  nous  commencerons  par  démontrer  le  lemme 
suivant: 

Lemme.  —  Si   une  fonction     f[x)     est  continue  et  admet  une 
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fe  pour  toutes  les  valeurs  de    x    comprises  entre 

et    b,    et  si  elle  s'annule  pour  ces  deux  nombres, 

le  au  moins  pour  une  valeur  de     x     comprise  entre 


fonction  est  constamment  nulle  entre  a  et  6,  sa 
pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  ces  deux 
ne  1).  Si  la  fonction  n'est  pas  constamment  nulle,  elle 
■X  b  des  valeurs  positives  ou  négatives;  supposons 
ies  que  certaines  des  valeurs  qu'elle  prend  soient 
i  rhypothcse  faite  que  /"(x)  est  continue,  la  plus 
eurs,  que  nous  désignerons  par  M,  reste  finie;  M 
maximum  de  la  fonction,  et  celle-ci  passe  par  ce 
ne  certaine  valeur  c  de  la  variable  comprise  entre 
égale  à  ces  limites.  D'après  le  théorème  II,  la  de- 
mie alors  pour  x^=c,  ce  qui  démontre  la  proposition . 
nent  serait  le  même  si  l'on  considérait  le  cas  où 
aleurs  négatives;  la  fonction  passerait  par  un  mini- 
is  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer  dans  ce  qui 
rivée   f(x)   reste  finie  pour   i  =  o    ou   x  =  6, 

me  des  accrolsa«nient8  Unis.  <—  Si  une  fonction  p^x) 
dmet  une  dérivée  déterminée  pour  toutes  les  valeurs 
!  entre  deux  nombres    a    et    b,    on  a 


bre  compris  entre    a    et    b. 

ir   P  la  valeur  du  premier  membre  de  l'équation  pré- 

ifait  à  la  relation 

/m -/■(<■)- (4 -o)P-0; 

iction  auxiliaire 

FW  =  /-(S)-/I^)-(6-x)P, 

uçant  dans  le  premier  membre  de  l'égalité  qui  pré- 
ans   f{a]   et  dans   b — a,  mais  non  dans   P;   V{x') 
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s'annule  pour  a;  =  a  d'après  cette  égalité,  et  pour  x  =  b  identique- 
ment ;  elle  jouit,  en  même  temps  que  f{x),  de  la  propriété  d'être  con- 
tinue et  d'avoir  une  dérivée  déterminée  pour  toute  valeur  de  x  entre  a 
et  b  ;  par  suite,  d'après  le  lemme  du  n°  précédent,  sa  dérivée  s'annule 
au  moins  pour  une  valeur  telle  que  c  comprise  entre  a  et  fc .  Comme 
on  a 

F(x)=-n^)+p, 

on  obtient,  en  écrivant  que    F'{c)   est  nul,  la  relation 

p = m, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  donne  souvent  à  l'équation  (2)  une  autre  forme  que  nous  allons 
indiquer,  bien  qu'elle  ne  nous  soit  pas  utile  actuellement.  Si  Ton  rem- 
place a  par  x,  et  6  ]  par  x-hh,  b  —  a  est  égal  à  A;  quant  au 
nombre  c,  qui  est  compris  entre  x  et  x-h  A,  il  peut  être  écrit 
sous  la  forme  x-f-ôA,  6  étant  compris  entre  0  et  1  ;  avec  ces 
changements,  Téquation  (2)  devient 

(3)  /-(x-f-  A)  —  /-(x)  =  A/-'(x-h  6A). 

Nous  allons  maintenant  démontrer  les  théorèmes  suivants,  d'où 
découlera  la  réciproque  du  théorème  I. 

130.  Théorème  III.  —  Si  une  fonction  continue  a  une  dérivée 
constamment  nulle  dans  un  intervalle,  elle  est  constante  dans  cet  in- 
tervalle. • 

Si  une  fonction  continue  a  une  dérivée  bien  déterminée  et  cons- 
tamment positive  dans  un  intervalle,  sauf  peut-être  aux  limites,  où 
elle  peut  être  nulle  ou  non  déterminée,  cette  fonction  est  croissante 
dans  cet  intervalle. 

Si  une  fonction  continue  a  une  dérivée  bien  déterminée  et  cons- 
tamment négative  dans  un  intervalle,  sauf  peut-être  aux  limites,  où 
elle  peut  être  nulle  ou  non  déterminée,  cette  fonction  est  décroissante 
dans  cet  intervalle. 

Soit  f{x)  la  fonction  donnée,  «  et  6  deux  valeurs  quelconques 
de  x  comprises  dans  Tintervalle  considéré  ou  égales  aux  limites  ;  dans 
le  cas  où    f'{x)    est  constamment  nulle,  la  formule  (2)  des  accroisse- 
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montre  que  l'on  a  toujours    /{b)  =  f{a)    et  la  Toncfion  est 

se  qui  démontie  la  première  partie  du  théorème. 

ions  maintenant  que    f'(x)   soit  constamment  positive  dans 

saur  peut-être  aux  limites  ;  soient  a  et  6  deux  valeurs 
s  de  a;  comprises  dans  l'intervalle  considéré  ou  égales 
,  l'équation  (2),  dont  le  second  membre  f'{c)  est  sûrement 
.  être  nul,  montre  que  la  différence  f{b)  —  f{a)  a  le  signe 
;t  n'est  pas  nulle  ;  par  suite  la  Tonction  f{x)  est  croissante 
valle,  ce  qui  démontre  la  deuxième  partie  du  théorème  ;  on 
it  de  même  la  troisième. 

isant  de  côté  le  cas  d'une  Tonction  constante,  nous  avons 
isqu'à  présent  la  variation  d'une  Tonction  dans  un  intervalle 
ée  est  bien  déterminée  et  non  mille,  sauT  peut-être  aux 
4  résultats  que  nous  avons  obtenus  s'appliquent  encore, 
s  allons  le  montrer,  au  cas  d'un  intervalle  quelconque  ou  la 
t  continue,  quand  bien  même  la  dérivée  serait  nulle,   ou 

ou  mal  déterminée  pour  certaines  valeurs  comprises 
ervallc,  en  supposant  toutefois  que  ces  valeurs  soient  isolées 
;  autres.  Soit  f(x)  une  fonction  continue  dans  un  intervalle 
iposons  que  sa  dérivée  f'{x]  soit  déterminée  dans  cet  inter- 
peut-étre  pour  les  limites  et  pour  des  valeurs  isolées  de  x 
res,  telles  que  c,  d,  ...  .  Si  la  fonction  est  croissante 
t  b,  elle  l'est  dans  chacun  des  intervalles  partiels  limités 
urs  précédentes,  et    f'{x)    est  positive  pour  toutes  les  va- 

qui  ne  l'annulent  pas  ou  ne  la  rendent  pas  discontinue, 
t,  si    f'(x)   est  positive  pour  toute  valeur  de    x   comprise 

b,  sauf  peut-être  pourles  limites  et  pour  certaines  valeurs 
,  . . ,  où  elle  est  nulle  ou  discontinue,  le  théorème  i  11  montre 
,ion  f{x)  est  croissante  dans  chacun  des  intervalles  {a,c), 
.    ,    limites  comprises  ;  elle  est  donc  croissante  dans  tout 

!rions  un  raisonnement  analogue  dans  le  cas  où  f[x)  est 
i  ;  nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultat  général  suivant, 
id  comme  cas  particulier  le  théorème  1  et  sa  réciproque. 

!ine  IV.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
Uion  continue  soîl  croissante  ou  décroissante  dans  un  in- 
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lervalle  est  que  sa  dérivée  soit  toujours  positive  ou  toujours  négative 
dans  cet  intervalle,  sauf  peut-être  pour  un  certain  nombre  de  valeurs 
isolées  de  la  variable  pour  lesquelles  cette  dérivée  est  nulle  ou  n'a 
pas  de  valeur  déterminée, • 

131.  —  Nous  avons  vu  (Théorème  II)  que  si  une  fonction  f{x) 
passe  par  un  maximum  ou  un  minimum  pour  x^a,  et  possède  une 
dérivée  f{x)  bien  déterminée,  cette  dérivée  doit  être  nulle  pour  cette 
valeur  de  x.  La  réciproque  n'est  pas  toujours  vraie  ;  nous  venons  de 
voir  en  effet,  que  si  f'{x)  s'annule  pour  x  =  a,  tout  en  restant  par 
exemple  positive  entre  a  —  h  et  a,  ainsi  qu'entre  a  et  a-f-A,  la 
fonction  f{x)  est  croissante  dans  Tun  et  dans  l'autre  des  intervalles 
précédents,  et  ne  devient  pas  maximum  ou  minimum  pour  x  =  a. 

D'autre  part  il  peut  exister  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la 
dérivée  n'a  pas  une  valeur  déterminée  et  devient  par  exemple  infinie, 
tandis  que  la  fonction  reste  continue  et  passe  par  un  maximum  ou  un 
minimum.  Nous  allons  indiquer  d'une  manière  précise  comment  on 
détermine  les  maxima  et  les  mini  ma  d'une  fonction  continue  ;  nous 
supposerons  toutefois,  ce  qui  a  toujours  lieu  dans  les  applications 
usuelles,  que  la  dérivée  ne  change  de  signe  qu'un  nombre  fini  de  fois 
dans  tout  intervalle  limité. 

Supposons  que  f{x)  passe  par  un  maximum  pour  x  =  a]  sans 
faire  aucune  hypothèse  sur  la  valeur  de  la  dérivée  f'{x)  pour  x  =  a ,  on 
peut  cependant  trouver  un  nombre  positif  h  tel  que,  entre  a  —  A  et 
a,  cette  dérivée  garde  le  même  signe,  ainsi  qu'entre  a  et  a  -h  h. 
Nous  sommes  certains,  d'après  le  théorème  IV,  que  dans  l'un  ainsi  que 
dans  Tautre  de  ces  intervalles,  la  fonction  varie  dans  le  même  sens  ; 
comme,  par  hypothèse,  f{a)  est  supérieur  aux  valeurs  voisines,  la 
fonction  est  sûrement  croissante  dans  le  premier  de  ces  intervalles  et 
la  dérivée  est  positive  pour  toute  valeur  de  x  entre  a  —  h  et  a, 
si  elle  est  déterminée  et  non  nulle;  pour  la  même  raison,  la  fonction 
est  décroissante  dans  le  deuxième  intervalle  et  la  dérivée  est  négative 
pour  toute  valeur  de  x  entre  a  et  a -h  h,  si  elle  est  déterminée  et 
non  nulle.  Ainsi  donc,  lorsque  f{x)  passe  par  un  maximum  pour  x  =  a, 
la  dérivée  est  positive  dans  le  premier  intervalle  {a  —  h,  a)  et  né- 
gative dans  le  second    {a,  a  -h  A). 

Ces  conditions  sont  suffisantes,  car  si  elles  sont  remplies,  la  fonction 
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roUsante  dans  le  premier  intervalle  (Théorème  IV),  et  décroissante 
le  second  ;  f{a)  est  supérieure  aux  valeurs  voisines,  par  consé- 
t  f{x)  passe  par  un  maximum  pour  a;  =  a . 
On  verrait  de  même  que  si  f{.c)  passe  par  un  minimum  pour 
3,  il  existe  un  nombre  positif  h  tel  que  entre  a  —  h  et  a  la 
ion  soit  décroissante  et  la  dérivée  négative,  et  que  entre  a  et 
h  la  fonction  soit  croissante  et  la  dérivée  positive,  et  ces  conditions 
suffisantes.  On  énonce  ordinairement  ces  résultats  d'une  manière 
;ée  de  la  façon  suivante  : 

rhéorème  V.  —  La  condition  nécessaire  et  suffiianlepoar  qu'âne 
'.ion  continue  passe  par  an  maximum  poar  une  valeur  de  x  est 
>a  dérivée  passe  du  positif  au  négatif  lorsque  x  passe  en  crois- 
par  la  valeur  considérée.  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
qu'elle  passe  par  un  minimum  pour  une  valeur  de  x  est  que 
Privée  passe  du  négatif  au  positif  lorsque  x  passe  en  croissant 
'.a  valeur  considérée. 

132.  Étude  de  la  vnrlallon  d'une  loncllon.  —  Etudier  la  variation 
i  fonction,  c'est  chercher  les  intervalles  dans  lesquelles  elle  est 
',  et  continue,  et  constamment  croissante  ou  constamment  décrois- 
:,  c'est  indiquer  dans  ces  intervalles  le  sens  de  la  variation  de  la 
ion,  et  de  plus,  déterminer  ses  valeurs  remarquables,  en  particulier 
laxima  et  ses  minima. 

On  commence  par  chercher  les  valeurs  de  la  variable  x  pour  lès- 
es la  fonction  est  réelle,  et  on  les  sépare,  s'il  y  a  lieu,  en  inter- 
i  dans  lesquels  elle  reste  continue.  On  forme  ensuite  la  dérivée, 
n  détermine  les  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles  elle  change 
gne;  ces  valeurs  se  trouvent  parmi  celles  qui  la  rendent  nulle  ou 
ntinue.  On  est  ainsi  amené  à  chercher  toutes  les  valeurs  de  x 
mnulent  la  dérivée  et  celles  pour  lesquelles  elle  est  infmie  ou 
ntinue;  on  les  range  par  ordre  de  grandeur  croissante,  et  l'on 
:he  le  signe  de  la  dérivée  dans  les  intervalles  successifs  limités 
:es  valeurs;  si  elle  est  positive,  la  fonction  est  croissante;  si  elle 
égative,  la  fonction  est  décroissante. 

3i  la  dérivée  a  le  même  signe  dans  deux  intervalles  successifs, 
action  varie  dans  le  même  sens  dans  les  deux  intervalles  et  ne 
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passe  ni  par  un  maximum  ni  par  un  minimum  pour  la  valeur  de  x 
qui  les  sépare  ;  on  peut  ne  pas  tenir  compte  de  cette  valeur  de  la 
variable.  Si,  au  contraire,  la  dérivée  change  de  signe  lorsque  x  passe 
en  croissant  par  la  limite  d'un  de  ces  intei*valles,  la  fonction  passe  par 
un  maximum  ou  un  minimum  pour  cette  valeur  de  la  variable:  un 
maximum  si  la  dérivée  passe  du  positif  au  négatif,  un  minimum  dans 
le  cas  contraire. 

On  conserve  ainsi  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  fonction 
cesse  d'être  continue  et  celles  pour  lesquelles  la  dérivée  change  de 
signe;  on  les  range  dans  un  tableau  par  ordre  de  grandeur  croissante, 
et  Ton  indique  dans  chaque  intervalle  le  signe  de  la  dérivée  et  le  sens 
de  la  variation  de  la  fonction  ;  on  calcule  enfin  les  valeurs  des  maxima 
et  des  minima;  plus  généralement  on  indique  les  valeurs  de  la  fonction 
pour  les  limites  des  intervalles  conservés  et,  s'il  y  a  lieu,  pour  d'autres 
valeurs  remarquables  de  la  variable.  Nous  allons  appliquer  ces  consi- 
dérations à  quelques  exemples: 


133.  Premier  exemple.  —  Considérons  le  trinôme  du  second  degré 


y  =  ax^  -f-  6x  -f-  c  ; 

c'estune  fonction  réelle  et  continue 
pour  toute  valeur  de  x;  sa  déri- 
vée est 

y'  =  2axH-6; 

elle  s'annule  en  changeant  de 
signe  pour  la  valeur    Xi  =  —  — —  • 

nous  considérerons  donc  les  deux 
intervalles  ( — oo  ,  Xi),  \^Xi,  H-oo  ). 
Si  a  est  positif,  la  dérivée  y' 
est  négative  dans  le  premier  inter- 
valle et  la  fonction  est  décroissante;  dans  le  second,    y'    est  posi- 
tive et  la  fonction  est  croissante;   y   passe  alors  par  un  minimum  pour 

;r  =  X|,    et  la  valeur  de  ce  minimum  est   yi  =  — r ;    la  courbe 

représentative  de  la  variation  de  la  fonction  est  une  parabole,  comme 
l'indique  la  figure  4i. 

VoGT.  —  Math.  sup.  11 


Fig.  41. 
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Si    a    est  négatif,  les  conclusions  sont  inverses;  dans  le  premier 

intervalle,  la  dérivée  y'  est  po- 
sitive et  la  fonction  est  crois» 
santé  ;  dans  le  second,  y'  est 
négative  et  la  fonction  est  dé- 
croissante ;  pour  X,  j  la  fonction 
passe  par  un  maximum  dont  la 
valeur  est  y^  ;  la  courbe  de  va- 
riation est  celle  de  la  figure  42. 
La  tangente  à  la  courbe  au 
point  [xx,  yi)  correspondant  an 
maximum  ou  au  minimum  a, 
d'après  le  théorème  du  n°  413, 


Fig.  42. 


un  coefficient  angulaire  nul  et  est  parallèle  à    Ox, 


134.  Deuxième  exemple.  —  Soit  la  fonction 

elle  est  réelle  et  continue  pour  toute  valeur  de  x\  sa  dérivée  est, 
en  appliquant  la  règle  de  dérivation  d'un  produit  (n®  120), 

y' =  (x  +  1  )2(3x  —  2)*  H- 2(3x  —  2)  (a: -+- 1  )' 
=  5x(x-hl)*(3x  — 2); 

cette  dérivée  s'annule  pour  x=^  —  1,  mais  sans  changer  de  signe  ;  elle 

2 
s'annule  pour    a;  =  0    et    x  =  —    et  elle  a  le  même  signe  que  le 

trinôme  x[^x  —  2) ,   c'est-à-dire  qu'elle  est  positive  en  dehors  des  deux 

2 
racines  0  et  —  et  négative  entre  ces  racines;  nous  considérerons  les 

2 
intervalles  limités  par  les  valeurs  de  X  égales  à  — oo  ,    0,     —  i    -4- oc. 

o 

Dans  le  premier,  la  dérivée  est  positive  et  la  fonction  est  croissante  ; 
dans  le  second,  la  dérivée  est  négative  et  la  fonction  est  décroissante  ; 
enfin,  dans  le  troisième,  la  dérivée  est  de  nouveau  positive  et  la  fonc- 
tion est  croissante  ;   y  passe  donc  par  un  maximum  pour   a:  =  0,    ce 

4  2 

maximum  étant  égal  à  —  ^    et  par  un  minimum  pour   x=:  --^   ce  mi- 

o  ô 
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463 


nitiium  étant  égal  à  O;  de  plus,  1/  est  égal  à ^^00  pmir  *tr^=-*^co 
et  à  -f-^  poîir  je  ==  -f-oc  .  Ces  résultats  sont  indiqués  daws  le  tableau 
suivant  :  -    i    . 


œ 

1 

• 

•  y' 

1 

y 

1 
—  « 

0 
2 

.      H-  . 

OC 

p 

croît 

.4' 

niaxiifiuni  —   - 

•3 

'  décroît 
minimiirn  — ^  0 

3 

-h' 

1 

croît 

'  H- oc 

Fig    i3. 


La  figure  43  donne  la  coui-be 
représentative  de  la  fonction  y  ; 
pour  x  =  —  1  la  dérivée  est 
nulle,  de  sorte  que  la  tangente 
à  la  courbe  a  un  coefficient  an- 
gulaire nul  (n°  H 3)  et  se  confond  ici  avec  l'axe  des  x;  le  point 
d'abscisse   —  i    est  dit  un  point  d'inflexion  de  la  courbe. 


135.  Troisiôme  exemple.  —  Soit  la  fonction 


_        /    X—  1 

y -y  x(x-4-i)' 


elle  n'est  réelle  que  si  le  produit  des  trois  facteurs  situés  sous  le  radical 
est  positif,  c'est'à-dire  si  x  est  compris  entre  —  1  et  0 ,  ou  supérieur 
à    i;    elle  est  discontinue  pour  — i    et    0    et   devient  infinie  quand 
X    s'approche  de  ces  valeurs;  elle  a  pour  limite  zéro  pour  'X    infini' 
(Remarque  du  n*»  27). 

La  dérivée  est,  d'après  les  règles  des  n°*  121  et  123, 


y'  = 


i 


/    X— 1 

Y    x(x-hi 


-X^.rf-2x-h1 

x'''(x-hl)'' 
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e  ne  change  de  signe  que  lorsque  le  numérateur  s'annule,  c'est-à-dire 


ur  les  valeurs    1  —  \/2   et 
leurs. 

Nous  avons  à  considérer  les  in- 
valles  successifs  ( —  1,  !  ^^2), 
-V^,0)  ,  (l,H-v^2)  et 
-1-^2, H-oo);  dans  le  premier, 
dérivée  est  négative  et  la  fonc- 
n  décroît;  dans  le  deuxième,  la 
rivée  est  positive  et  la  Tonction 
lit;  il  en  est  de  même  dans  le 
isième;  enfin  dans  le  dernier,  la 
•ivée  est  négative  et  la  fonction 


^2 ,    et  elle  est  positive  entre  c 


' 

y' 

y 

imaginaire 

l-t/â 

0 

- 

H-ao 

décroit 

min.  =\/2-)-J 

croit 

+  =e 

+ 

imaginaire 

1+1/2 

-H  00 

+ 

0 

croit 

max.=v/2-l 

décroît 

0 

- 

Kig.  44. 

;n>it;  y  passedoncparunminimumpour  x^i — /2,  ce  minimum 
nt  égal  à  v^2  +  1 ,  et  par  un  maximum  pour  ;r  =  1  H-  v'2,  ce  maxi- 
imétant  égal  à  \/2  —  I ,  Ces  résultats  sont  indiqués  dans  le  tableau 
Jessus,  et  la  figure  44  donne  la  courbe  représentative  de  la  fonction. 
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136.  Formule  de  Taylor.  —  Si  une  fonction  f[x)  est  continue 
dans  un  certain  intervalle,  et  si  a  et  6  sont  deux  valeurs  de  x  dans 
cet  intervalle,  la  différence  f[h) — f[a)  s'annule  en  même  temps  que 
b  —  a  ;  la  formule  de  Taylor  a  pour  objet  de  mettre  cette  différence  des 
valeurs  de  la  fonction  sous  une  forme  où  apparaissent  une  ou  plusieurs 
puissances  successives  de  la  différence  b  —  a  des  valeurs  de  1^ 
variable. 

Nous  avons  déjà  rencontré  (n*  129)  la  formule  des  accroissements 
finis 

(1)  f^b)-f{a)  =  {b-a)f'{c), 

OÙ  la  première  puissance  de  b  —  a  est  mise  en  évidence  ;  la  formule 
de  Taylor  en  est  une  généralisation,  et  elle  la  comprend  comme  cas 
particulier. 

Tliéorème.  —  Si  une  fonclion  f{x)  est  continue  ainsi  que  ses 
n  premières  dérivées  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
deux  nombres  a  et  b  et  si  elle  admet  pour  ces  valeurs  une 
dérivée     (a-f-i)*    déterminée,  on  a 

(2)  m-f{a)  =  ^f'{a)+^t=^fi^a)+    .■■ 

1.2    .-.  .    n'     ^  '        1.2    ...    (n  +  1)'         ^  '' 
c    étant  compris  entre    a    et    b. 
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Nous  démontrerons  ce  théorème  de  la  même  manière  que  la  for- 
mule des  accroissements  finis;  désignons  par  P  la  quantité  définie 
par  Téquation 

(3)         f{b)  -  fia)  =  ^  fia)  +  ^^-V'  fia)  +  •  •  - 

1.2    ...   n'     ^^      i.2   .  .  .     „(„  +  l)*^' 
et  considérons  la  fonction  auxiliaire 

I  I 

F(a:)  =  m  -  f{x)  -!^--^  f{x)  -  i^^  f'{x)  -    •  •  • 

_ - -C' -_£V^  /•,«,/^N {b-xY-\ 

obtenue  en  faisant  passer  tous  les  termes  de  la  relation  précédente  dans 
le  ipcemier  membre  et  remplaçant  a  par  x  partout  sauf  dans  F  qui^ 
par  sa  -définition  mème^  ue  4épend.  que  de  a    et  de   6 . 

•  Cette  fonction  F(x)  s'annule  idejûttiquement  pour  a:^=  6^  et  aussi 
pour  X  =  a  d'après  la  relation  (3)  ;  calculons  sa  dérivée  en  appli- 
quant les  règles  de  dériviation' des  sommes  et  des  produits;  nous  avons 

F' w = -  /•' w  -  ^^  n^)  -  ^^-p^'  /'"(^) /t""^^"  z^" *  *>w 

1  1  ^z  i . I  . .  .   n 

.  "   (n-J-  DCA  — ari»     p  ,  ■ 


1.2    ...    n(fH-l) 


la  dérivée  d'uq.  terme  de  F(x)  se  compose  de  deux  parties  (font  la 
première  l'enferme  la  dérivée  du  second  facteur,  et  la  seconde  la  dé- 
rivée du  premier  facteur  ;  nous  les  ayons  écrites  Tune  au-dessous  de 
l'autre.  Chaque  terme  de  la  seconde  ligne  est  égal  et  désigne  con- 
traire à  un  terme  de  la  première,  et  la  dérivée  se  réduit,  après  suppres- 
sion de  ces  termes  égaux  et  de  signes  contraires,  à 

(4)  F'ix)  =     'J-^^Jl    [P_/-(-.)(j,)]. 

I   .  ^       .     .     .      fl     .  > 

Cette  dérivée  est  bien  déterminée  dans  Tintervalle    [a,  b)   puisque 
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^(»-»-0(a;)  est  déterminée  ;  d'après  le  lemme  du  n°  128,  elle  s'annule  pour 
une  valeur  telle  que  c  comprise  entre  a  et  6  ;  camma  le  premier  fac- 
teur ne  devient  pas  nul,  on  a 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

En  remplaçant  a  par  x  et  6  par  x^-k,  b  —  a  est  égala  A, 
et  c  est  un  nombre  de  la  forme  a;-|-ôA,  6  étant  compris  entre  0 
et  1  ;  la  relation  (2)  prend  alors  la  forme  suivante,  souvent  usitée  : 

^5)     f^x-^h)-f[x)  =  \  r{x)^-^r{x) 


1.2   ...    n 


-  -  -  /'<">(x) 


/^n+l 


i  .2    ...    /i(n-f-l) 


p-Hi>(a;  +  ôA) 


La  formule  de  Taylor  consiste  dans  l'égalité  (2)  ou  dans  l'égalité 
[T)}  ;  en  faisant  /i  -f- 1  =  1 ,  on  retrouve  la  formule  des  accroissements 
finis. 

137.  Formule  de  Maelaurln.  —  Supposons  la  formule  (2)  de  Taylor 
applicable  dans  un  intervalle  [0,  x)  et  remplaçons-y  a  par  0  et  6 
par  X  ;  c  sera  un  nombre  de  la  forme  ^x,  0  étant  compris  entre  0 
et  1 ,  et  Ton  aura,  en  faisant  passer  /*(0)  au  second  membre,  la  rela- 
tion 


(6)     f{x)=f{0)-^frio)-^-~r{0) 


X" 


1.2    ...    n 


/•('•>(0) 


X 


n  +  l 


1.2     ...    n{n-i-\) 


/•<"■*■  »>(6x)  ; 


c'est  la  formule  de  Maclaurin. 

Lorsque  f{x)  est  un  polynôme  de  degré  n,  la  dérivée  d'ordre 
n  -+- 1  est  nulle  (n®  119)  ;  les  formules  (5)  et  (6)  sont  alors  limitées  au 
terme  de  degré  n,  sans  terme  complémentaire;  la  formule  (6)  par 
exemple  fournit  le  développement  d'un  polynôme  de  degré  n  ordonné 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable  sous  la  forme 


■^s.t 


/(^)=AO)+fr(0)+f;^r(0) 


x" 


1.2 


n 


/■('»(0) 


». 
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Remarque.  —  On  a  quelquefois  besoin  pour  le  dernier  terme  de 
la  formule  de  Maclaurin  d'une  autre  expression  que  nous  allons  men- 
tionner. Dans  la  formule  (3)  du  n°  précédent,  remplaçons  le  dernier  terme 

j-^ ;^,    _^..  P       par       -r-^ ^ — Q,   et  repetons  le  raison- 

nement  que  nous  avons  fait;  nous  aurons  à  la  place  de  la  formule  (4),  la 
relation 

d'où,  en  écrivant  que    F'(x)    s'annule  pour  x  =  c, 

en  faisant    a  =  0,    b  =  x,    c  =  6ic,    on  arrive  à  l'expression  suivante 
du  dernier  terme  de  la  formule  de  Maclaurin  : 


138.  Calcul  des  quantités  très  petites. —  Une  des  principales  ap- 
plications de  la  formule  de  Taylor  consiste  dans  la  détermination  d'une 
valeur  approchée  de  Taccroissement  que  prend  une  fonction  lorsque  Ton 
donne  à  la  variable  un  accroissement  très  petit  ;  si  Ton  considère  en  effet 
la  formule  (5)  et  si  h  est  très  petit,  les  termes  du  second  membre  ont 
des  valeurs  décroissant  très  rapidement,  et  les  premiers  suffisent,  dans 
la  pratique,  pour  calculer  une  valeur  approchée  du  premier  membre. 
Le  cas  le  plus  simple  de  la  formule  de  Taylor,  c'est-à-dire  là  formule 
des  accroissements  finis  écrite  sous  la  forme  (3)  du  n°  129, 

f{x  H-  A)  —  f{x)  =  hf'[x  -h  6A), 

permet  déjà  de  déterminer  les  limites  entre  lesquelles  est  comprise  la 
différence  f[x-\-h) — f[x)  ;  6  est  en  général  inconnu,  mais  si  Ton 
connaît  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  la  dérivée  lorsque  la 
variable  est  comprise  entre  x  et  x-\-h,  on  est  certain  que  f'[x  -\-  6A) 
est  compris  entre  ces  valeurs,  et  l'on  en  déduit  les  limites  du  second 
membre. 

Considérons  par  exemple  le  logarithme  népérien  de    x\    on  a,  en 
appliquant  la  formule  précédente, 


r 
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log(a:-h/i)  — logx  =  A— --^, 

h  ^ 

et  le  second  membre  reste  compris  entre  —  et 


X         x-{-h 
Lorsqu'on  a  besoin  de  calculer  au  second  membre  de  la  formule  (5) 

un,  deux,  ou  un  nombre  donné  de  termes,  on  a  toujours  la  faculté  de 

prendre  la  valeur  de    n  égale  à  ce  nombre  ;  c'est  précisément  parce 

que    n    est  indéterminé  dans  la  formule  de  Taylor  et  peut  être  choisi 

comme  on  le  veut  dans  chaque  cas  particulier  que  cette  formule  se 

prête  à  toutes  les  applications.  Si  Ton  se  donne    n,    et  si  Ton  prend 

comme  valeur  approchée  de   f[x  >+-  A)  —  f{x)    la  somme 

h  h^  h" 

I  /  l  ;       1.2^  ^^^  1.2   ...   n'     ^^' 

Terreur  commise  est  égale  au  terme  complémentaire 

6  est  en  général  inconnu,  mais  on  connaît  souvent  une  limite  supé- 
rieure de  la  valeur  absolue  de  la  dérivée  (n-f-1)*  dans  Tintervalle 
[xy  X  -\-  h),  et  Ton  en  déduit  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue 
de    R. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  à  la  formule  de  Maclaurin  (6), 
qui  sert  à  calculer  f{x)  lorsque  x  est  une  quantité  très  petite. 
Considérons  comme  exemple  les  deux  fonctions  sinx  et  cosx  dont 
nous  désignerons  la  première  par  f{x)  et  la  deuxième  par  ^(x)  ;  ces 
fonctions  et  leurs  dérivées  successives  ont  pour  valeurs  (n°  116) 


/■(x)           sinx, 

tp   (x)- 

COSX, 

/■'(x)            COS  X, 

V  {^)    ■ 

—  sin  X , 

f{x)  ==  —  sin  X, 

?"  (x)  - 

—  COSX, 

/■"(x)      — cosx, 

ç«(x) 

sinx, 

f"{x)           sin  X, 

<p-v(x) 

COSX. 

On  voit  que  les  termes  de  ces  suites,  à  partir  du  quatrième,  sont 
respectivement  égaux  aux  premiers,  de  sorte  qu'ils  se  reproduisent 
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odiquement  de  quatre  en  quatre  ;  toutes  ces  dérivées  sont  du  reste 
jnues,  et  l'on  peut  appliquer  la  formule  de  Maclaurin  en  donnant 

une  valeur  quelconque. 
Donnons  à    n  la  valeur   t    pour  f[x)    et  la  valeur  3  pour    ^(x), 
emarquant  que    sîn  0  =  0    et   cos  0^1;  nous  aurons  les  Tormules 

me    co^Hx   est  inférieur  à  l'unité  en  valeur  absolue,  nous  voyons 

Ton  peut  remplacer   sinx    par   x ^   avec  une  erreurinférieure 

valeur  absolue  de   -r^    et,  de  même,  qu'on  peut  remplacer  cosj; 
1 T-  avec  une  erreur  inférieure  à         ■ 


CHAPITRE  IV 


FORMES  INDÉTERMINÉES 


0 
139.  Forme  —  •   —  Si  pour  une  valeur  a   de   x    les  deux  termes 

fix) 
d'une  fraction  -^-^  deviennent  simultanément  nuls  ou  simultanément 

o(x) 

infinis,  on  dit  que  la  fraction  prend  une  forme  indéterminée;  elle  n'a 
aucun  sens  précis  pour  x  =  a,  mais  si  les  valeurs  de  cette  fraction 
pour  des  valeurs  de  x  voisines  de  a  ont  une  limite  quand  x  tend 
vers  a,  on  dit  que  cette  limite  est  la  vraie  valeur  de  la  fraction  pour 
X  =  a. 

Nous  allons  d'abord  considérer  le  cas  où  les  deux  termes  de  la 
fraction  deviennent  nuls  pour  x  =  a  ;  donngns  à  x  unç  valeur 
voisine  a -h  h,  et  supposons  la  formule  de  Taylor  applicable  aux 
deux  fonctions  f{x)  et  ^(x);  nous  aurons,  puisque  f{a)  et  cp(a) 
sont  nuls, 


1.2  '  ^  1.2    ...   w 

1.2    ...   (/i  -h  1  ) 


/'<"  +  »>(« -+-6 A), 


A-  A" 

1  .  ■i'  l  .  ^     .    .    .     M 

+  -,—r— ^— r  ^^'^'Ha  -f-  O'A)., 

i.2    .  .  .    {n-hi\  ^        '  ^ 

n   étant  laissé  arbitraire,   ô   et  6'   étant  compris  entre   0    et    i. 


^ 
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Si  les  dérivées  premières  f'[a)  et  (p'(a)  ne  sont  pas  toutes  les  deux 
nulles,  on  voit  que  le  quotient  ^ ^  a  la  forme    ' ,,  l r^,    et 

que  sa  limite  pour   A  =  0   est  égale  au  quotient  des  dérivées    \)  !  - 

Si  les  deux  dérivées  sont  nulles  pour  x^a,  et  si  l'on  suppose, 
pour  se  placer  dans  le  cas  général,  que  les  premières  dérivées  qui 
ne   sont   pas   nulles   simultanément   sont   dordre     n,     le    quotient 

L\ =4-  a  la  forme    ' ,  },  { ^-^r-  et  sa  limite  pour  ^  =  0   est  égale 

fi'')  (a) 
au  quotient  -—-tt-t    <ies  dérivées  d'ordre    n.    On  voit  ainsi  que»  la 

^  '(^)         .  .  0 

vraie  valeur  d'une  fraction  qui  pour    x  =  a    prend  la  forme  —   est 

égale  à  la  valeur  que  prend,  pour    x  =  a,    le  quotient  des  premières 
dérivées  de  même  ordre  des  deux  termes  non  nulles  simultanément. 

jJ» /jw  Q 

Exemple,  —  La  fraction  prend  pour  a;  =^  a  la  forme  —  ; 

le  quotient  des  premières  dérivées    mx"*""*     et   pxP~^    prend  pour 

x  =  a   la  valeur  —  a'"""'';   c'est  la  vraie  valeur  de  la  fraction  ;  la  divi- 

P 
sion  des  deux  termes  par   x  —  a   aurait  conduit  au  même  résultat,  mais 

moins  rapidement. 


140.  Règle  de  mopital.  —  On  remplace  souvent  la  règle  que 
nous  venons  d'énoncer  par  une  autre,  connue  sous  le  nom  de  règle  de 

l'Hôpital,  qui  s'énonce  ainsi  :  La  vraie  valeur  d'un  quotient   '  ;  ;    qui 
prend  une  forme  indéterminée  est  la  même  que  la  vraie  valeur  du 

quotient  des  dérivées    \)  [  . 

<p'(x) 

Cette  règle  peut  être  utilisée  lorsque  la  formule  de  Taylor  n'est 
pas  applicable  aux  fonctions  f{x)  et  cp(x),  et  aussi  lorsque  f{x)  et 
çp(x)     deviennent  simultanément  infinis  ;    nous  allons  la  démontrer 

lorsque  la  fraction  prend  pour    x  =  a    la  forme    —  • 

La  démonstration  repose  sur  une  formule  analogue  à  celle  des 
accroissements  finis  (n°  129)  ;  si  f{x)  et  (p(x)  sont  deux  fonctions 
continues  et  ayant  des  dérivées  déterminées  dans  un  intervalle  {a,  6), 
nous  allons  montrer  que  Ton  a 
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^>  <p(6)-9(a)-<p'(c) 

c   étant  un  nombre  compris  entre   a  et    6 . 

Désignons  en  effet  par  P  la  valeur  du  premier  membre  de 
Féquation  (1);  il  satisfait  à  la  relation 

(2)  /•(6)_/-(a)_p[ç(6)_^(a)]  =  0; 

désignons  par  F{x)  la  fonction  auxiliaire  obtenue  en  remplaçant  dans 
le  premier  membre  de  cette  identité  a  par  x^  sauf  dans  P  qui  reste 
par  définition  dépendant  de   a    et   6;    nous  aurons 

F(x)  =  f{b)  -  f(x)  -  P  [<p(6)  -  9(x)]. 

D'après  les  hypothèses  faites  sur  f{x)  et  (p(a:),  ¥{x)  est  une 
fonction  continue  et  a  une  dérivée  déterminée  dans  l'intervalle 
(a,  6);  elle  s'annule  pour  x  =  a  d'après  l'équation  (2)  et  pour  x  =  b 
identiquement;  d'après  le  lemme  du  n**  128,  sa  dérivée  s'annule  pour 
une  valeur   x  =  c  comprise  entre   a   et   é;    comme  on  a 

F'{x)==-f'{x)-hP^'{x), 

on  obtient,  en  écrivant  que   F'(c)    est  nul, 

p  -  m 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

La  règle  de  l'Hôpital  s'en  déduit  immédiatement;  si  J-j-l-  prend 

0  ?w 

la  forme  —   pour  x  =  a,   sa  vraie  valeur  est  par  définition  la  limite  du 

rapport   J-jA   lorsque   b   s'approche  indéfiniment  de   a  ;   comme  f{a) 

?W  flb)  —  fia) 

et  a(a)    sont  nuls,  ce  rapport  peut  être  remplacé  par  -^4tt — -i-4-  '    et 

(p(6)  — cp(a) 

il  est  égal  au  second  membre  de  la  relation  (1);  comme  c  se  rapproche 

de    a    en  même  temps  que    b,    la  limite  cherchée  est  la  même  que 

f'(x) 
celle  du  rapport    '  )  :    quand    x   tend  vers   a,  en  supposant  toutefois 

que  le  dernier  rapport  ait  une  limite  ;  la  règle  de  l'ilopital  se  trouve 
ainsi  démontrée. 

Elle  permet  de  retrouver  le  résultat  du  n°  précédent;  en  effet,  si 
les  deux  dérivées   f'{x)   et   çp'(a:)  sont  continues  et  ne  sont  pas  simul- 


"■n 


«*-♦• 


i^ 
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tanément  nulles  pour  x  =  a,  le  quotient  de  ces  dérivées  lorsque  œ 

tend  vers  a  a  une  limite  égale  à    ' ,)  ;  ;    ce  dernier  rapport  est  donc 

<p(a) 


la  vraie  valeur  du  quotient 


M 

(X) 


fournie  par  la  règle  de  THopital  ; 


c'est  aussi  la  vraie  valeur  fournie  parla  règle  énoncée  dans  le  n** précé- 
dent. Si  f\x)  et  <î>'(x)  sont  nulles  pour  x=za,  la  règle  de  T Hôpital  ne 


donne  pas  immédiatement  la  vraie  valeur  de 


M 

<p(j:) 


car  le  quotient  des 


dérivées  se  présente  lui-même  pour  x  =  a  sous  une  forme  indétermi- 
née, mais  on  obtient  la  vraie  valeur  de  ce  dernier  quotient  en  lui  appli- 
quant de  nouveau  la  règle  de  T Hôpital,  c'est-à-dire  en  prenant  la 
limite  du  rapport  des  dérivées  de  f\x)  et  ^'{x).  Eh  continuant  de 
cette  façon,  on  est  amené  à  prendre  le  rapport  des  premières  dérivées 
de  f{x)  et  9(x)  qui  ne  sont  pas  nulles  en  même  temps  pour  x  =  a: 
c'est  précisément  le  résultat  fourni  par  la  règle  du  n?  précédent. 


141.  Forme  -^-  —  Supposons  que  les  deux  termes  de  la  fraction 


m.' 

cp(x) 


00 


deviennent   infinis  pour    x  =  a;    nous  allons  démontrer  que 


l'on  obtient  sa  vraie  valeur,  si  elle  existe,  en  appliquant  la  règle  de 
l'Hôpital,  c'est-à-dire  en  cherchant  la  vraie  valeur  du  quotient  des 

dérivées    ' ,)  l  • 

<p'(x) 

Supposons  d'abord  que  la  vraie  valeur  du  quotient  de  f{x)  par. 
c^{x)  soit  un  nombre  /  qui  n'est  ni  nul  ni  infini;  remplaçons  ce 
quotient  par  le  suivant,  qui  lui  est  égal  : 

1 


?W  . 


V.  ' 


V: 


cette  fois  les  deux  termes  deviennent  nuls,  et  l'on  peut  appliquer  la 
règle  démontrée  dans  le  n°  précédent;  d'après  cette  régie,  la  vraie 
valeur   l   est  égale  à  celle  du  quotient  des  dérivées;  ce  quotient  est 

—  <f'{x) 


f[x)      _  f\x)     <p'(x). 
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nous  avons  donc,  en  donnant    à   x    une  valeur    a -h  h,    et  faisant 
tendre    h   vers  zéro, 

f{x)  f'[x) 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  égal  à     l^  ;    le  second 

f(x\ 
terme  est  Tinverse  de  lim  ' ,,  ;  ;    nous  avons  par  suite 

^\x) 

?  (^) . 
ou  bien,  puisque    /  n*est  ni  nui  ni  infini, 

ceci  nous  montre  bien  que  la  vraie  valeur  du  rapport  des  dérivées  est 
égale  à  la  vraie  valeur   /  du  rapport  des  fonctions  données. 

Le  raisonnement  précédent  ne  s'applique  plus  lorsque    /  est  nul 
ou  infini  ;  on  tourne  alors  la  difficulté  de  la  façon  suivante. 


Si    /   est  nul,  on  considère  à  la  place  du  rapport 


auxiliaire 


le  rapport 


dont  la  vraie  valeur   /'   est  égale  à  /-f-  i   ou  à   1   et  n'est  pas  nulle  ; 
on  peut  lui  appliquer  le  raisonnement  précédent,  et  Ton  a 

(p(xj  fjf'{x) 

on  en  déduit,  en  retranchant  1    aux  deux  membres. 


et  la  règle  s'applique  encore  dans  ce  cas. 

Si    /  est  infini,  on  considère  à  la  place  du  rapport 


verse 


son  m- 


qui  a  zéro  pour  vraie  valeur  ;  d'après  ce  qui  précède,  le 


rapport  des  dérivées    11,^"'^    aura  aussi  pour  vraie  valeur  zéro,  et  son 


^ 
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f'ix)  f(x] 

inverse    ' ,)  (    deviendra  infini  comme    '  ;  {  ;  la  règle  est  donc  encore 

(p'(x)  <p(x) 

applicable. 

Exemple.  —  Soit  la  fraction ^7 qui,  pour  x  =  —^  prend 

*s  X  M 

la  forme    — =-  ;    le  rapport  des  dérivées  est 

1  1  cos^a:  . 


1t         COS^  X  TZ 


X —  —  X 


2  2 

0  TC 

il  prend  cette  fois  la  valeur  ~  pour    x  =  — •    Le  rapport  des  dérivées 

y}  ^ 

,       ,  .  .    —  2  sin  07  cos  a;        .  .,     .      ,  tt 

des  deux   termes   est ,    et  il  est  nul  pour  a;  =  —  ;   on 

1  À 

en  conclut  que  la  vraie  valeur  de  la  fraction  donnée  est  nulle. 

142.  Cas  où  la  variable  est  infinie.  —  Nous  allons  montrer  que 
la  règle  de  THopital  s'étend  encore  au  cas  où  x  augmente  indéfiniment, 

et  où   les  deux  termes  de  la  fraction  deviennent  nuls  ou  infinis.  Si 

1 

nous  posons  a;  =  — ,  nous  avons 

A. 


M 

(p(x) 


et  nous  avons  à  chercher  la  vraie  valeur  du  dernier  rapport  pour 
X  =  0  ;  nous  pouvons  lui  appliquer  la  règle  de  THopital  pour  cette  va- 
leur de  X  ;  la  vraie  valeur  cherchée  est  la  même  que  celle  du  rapport 
des  dérivées  ;  celui-ci  est 


Sa  vraie  valeur  pour    X  r=  0    est  la  même  que  celle  du  rapport 

f'{x) 
,.  '    pour  X   infini  ;  nous  voyons  donc  que  la  règle  de  THopital  est 

encore  applicable  dans  ce  cas. 


FORMES    INDÉTERMINÉES  177 

Exemple,  —  Soit  le  rapport  —  qui,  pour  x  infini,  prend  la  forme 

e^ 

{ 

^;    le  rapport  des  dérivées  est   —,    et  il  devient  nul  pour   x  infini; 

il  en  est  de  même  du  premier  rapport.  On  démontre  de  la  même  ma- 
nière en  appliquant  plusieurs  fois  successivement  la  règle  de  THôpital, 

<\ue  la  vraie  valeur  du  rapport  —  pour  x  infini  est  égale  à  zéro. 

e* 


143.  Autres  formes  indéterminées.  —  Lorsqu'un  produit  f{x] .  (^{x) 
prend  pour  une  valeur  finie  ou  infinie  de  x  la  forme  0  x  oo  ,  on  le 
remplace  par  Tun  des  rapports 

HT'      37 

•qui  prend  la  forme   ~  ou  -^,   et  Ton  applique  la  règle  de  THopital. 

Exemple.  —  Soit  le  produit  x^logx  où  m  est  un  exposant 
•([uelconque  positif;  pour  x  =  0 ,  ce  produit  prend  la  forme  0  X  ( —  «  )  ; 

lOfiT  X 

-écrivons-le  sous  la  forme  d'une  fraction    — ^ — »     cette  fraction  prend 

1 

x"* 
la  forme  —^ —  pour    x  =  0.    En  lui  appliquante  règle  de  THopital, 

nous  avons  pour  valeur  du  rapport  des  dérivées 


i  .  —  mx^~^  X 


m 


X  x^*"  m 


ce  rapport  devient  nul  pour    x=:0;    nous  en  concluons  que  la  vraie 
valeur  du  produit   x^  log  x  pour  x  =  0   est  égale  à  zéro. 

Si  Ton  a  une  fonction  exponentielle  /*(x)^<*>  et  si  elle  prend  pour 
une  valeur  finie  ou  infinie  de  x  une  des  formes  1*,  oc^,  0°,  on  con- 
sidère son  logarithme,  qui  est  o(x)  log/"(x),  et  Ton  est  ramené  à  un 
produit,  auquel  on  applique  les  considérations  précédentes. 


VocT.  —  Math.  sup.  i2 
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144.  Séries  entières.  —  On  a  souvent  à  considérer  une  fonction 
représentée  par  une  série  telle  que 

y  z=rr.  u^(x}  -h  Ui(x)  H-     .  .  .     -f-  ujx   -}-..., 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  simples  de    x,    par  exemple, 

y  ^:—-  \  -h  X  -{  x^  -h    •  •  •    -h  a-"-'  -f-    .  .  .    , 
sin  X       sin  2j:    .    sin  ^x  '   ,    sin  nx 


U  rr= .   .  .     -f- _i_      ... 

•^1  2  3  ~       n      ^ 

une  telle  série  ne  peut  servir  k  définir  et  à  calculer  la  fonction  que 
pour  les  valeurs  de    x    où  elle  est  convergente. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  d'une  série  de  la  forme 

'  t  )       y  --  cTo  -h  a^x  4-  dix'^  -+-•••-!-  flr„_iJ*"-*  -\-  n^x"  -h    •  •  •    , 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable,  et 
que  l'on  appelle  série  entière  ;  la  première  de  celles  que  nous  avons 
données  comme  exemple  est  une  série  entière.  Une  telle  série  jouit  de 
propriétés  simples,  qui  sont  la  généralisation  des  propriétés  des  pol}^- 
nonies.  Une  propriété  fondamentale  d'une  série  entière  est  la  suivante  : 

Théorème.  —  Si  les  termes  iVune  série  entière  restent  finis  pour 
x~  J-,,,  cette  série  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  jc 
dont  le  module  est  inférieur  h  celui  de     Xq. 
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Supposons  que  pour  x  =  Xq  les  termes  de  la  série  (1)  restent  en 
valeur  absolue  inférieurs  à  un  nombre  M,  c'est-à-dire  que  Ton  ait  pour 
toute  valeur  de    n 

anXa"  I  <  M , 


M  étant  un  nombre  fixe;  considérons  une  valeur  de   x   dont  le  module 
est  inférieur  à  celui  de   Xq,   et  écrivons  la  série    (1)    sous  la  forme 


ix\ 


(2)    jy  :=ao-hcriJro(^^)-f-a2J7oM  —  1   -H 


H-a„Xo''^y-)  H- 


les  modules  de  ses  ternies  sont  inférieurs  aux  termes  correspondants 
de  la  somme 


M-+-M 


0- 


M 


Xa 


M 


X 

Xq 


qui  est  une  progression  géométrique  décroissante  ;  la  série  des  modules 
des  termes  de  (2)  est  dès  lors  convergente  [n^  33),  et  celte  série  l'est 
aussi  (n°  38). 

Exemple.  —  Les  termes  de  la  série 


X 

1 


x^ 
2 


X' 


restent  finis  pour  x  =  1  ;  cette  série  est  alors  convergente  pour  toute 
valeur  de  x  dont  le  module  est  plus  petit  que  1 ,  c'est-à-dire  inté- 
rieure à  rintervalle  ( —  1 ,  -h  1)  ;  on  peut  ajouter  qu'elle  est  conver- 
gente pour  x  =  -h  1 ,  divergente  pour  x  =  —  1 ,  et  divergente  éga- 
lement pour  I  X  I  >  1 . 
La  série 


1 


l 


X' 


1.2 


1.2.3 


/{ 


qui  sert  de  définition  à   e*  est,  comme  nous  l'avons  vu,  convergente 
pour  toute  valeur  de   x. 

Nous  laissons  pour  une  note  placée  à  la  fin  du  volume  la  démons- 
tration de  cette  propriété  que  pour  les  valeurs  de  x  dont  le  module 
est  inférieur  à  celui  de  Xq,  la  série  1 1,  représente  une  fonction  con- 
tinue de  X,  et  que  sa  dérivée  est  égale  à  la  série  formée  par  les 
dérivées  de  ses  termes  successifs. 


ut 


r"'  t 


**". 

■i^' 
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145.  Procédés  de  développement  en  séries.  —  On  obtient  la 
valeur  d'une  série  entière  telle  que  (1)  pour  une  valeur  de  x  la 
rendant  convergente  en  appliquant  les  règles  de  calcul  que  nous  avons 
données  (n^*  37  et  40)  pour  les  séries  numériques  convergentes;  on 
obtient  souvent  avec  un  petit  nombre  de  termes  une  valeur  numérique 
suffisamment  approchée  de  la  fonction.  H  y  a  par  suite  intérêt  à 
remplacer  une  fonction  donnée  par  une  série  entière,  souvent  plus 
commode  pour  le  calcul  numérique. 

Lorsqu'il  s'agit  d'une  fraction  rationnelle,  le  procédé  le  plus 
simple  pour  la  développer  en  série  consiste  à  effectuer  la  division  du 
numérateur  par  le  dénominateur;  c'est  ainsi  que  l'on  a 


1 


1  — X 


=  i  -+-  X  -h  iC^  -h 


le  second  membre  étant  convergent  pour   x    inférieur  à    1    en  valeur 
absolue.  De  la  même  manière,  on  a  pour  x   très  petit 


1 


a 


bx 


a 


\ 


i 


^i-^x-^(^-xX^C-x\ 


] 


a 


et  il  suffit  souvent  de  garder  les  deux  premiers  termes  de  la  série  du 
second  membre  pour  avoir  une  valeur  suffisamment  approchée  de  la 
fraction  donnée. 

146.  Série  de  Maclaurin.  —  Un  procédé  souvent  employé  pour 
développer  en  série  une  fonction  quelconque  consiste  à  appliquer  la 
formule  de  Maclaurin  (n**  137),  qui  est 


(3)    fu)=fm^^f'[Ç))-^^r[çs) 


X" 


1.2   ...    n 


/(«),0) 


X 


n  +  \ 


1.2    ...    ûi-f-1) 


/•(n  +  l)(Ox); 


nous  désignerons  par    S„    la  somme  des  termes  du  second  membre 
jusqu'à  x"   inclusivement,  et  par    R   le  terme  complémentaire 


R  = 


»n  +  l 


1.2    ...    (n-hl) 


/■("-^'VOx). 


■^~-     J" 
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Les    premiers  termes,  composant    S„,     sont  le  commencement 
d'une  série  indéfinie 

(4)  3,=/•(0)+■^/•'^o)+-j^AOJ+  •  •  •  +T72-^^/''"H<')+  •  •  •' 

dont  la  loi  de  succession  des  termes  est  évidente,  et  qu'on  appelle 
série  de  Maclaurin. 


Théorème.  —  La  série  de  Maclaurin  est  convergente  et  a  pour 
somme  f(x)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  telles  que  le  terme 
complémentaire  tende  vers  zéro  lorsque     n     augmente  indéfiniment. 

Écrivons  en  efl'et  que  l'on  a,  d'après  la  formule  (3), 

OU  bien 

si  X  a  une  valeur  telle  que  le  terme  R  a  pour  limite  zéro  quand  n 
augmente  indéfiniment,  f{x)  — S„  a  pour  limite  zéro,  et  S„  a  pour 
limite  f{x)  ;  ceci  montre  que  la  somme  des  premiers  termes  de  la 
série  y  a  une  limite  lorsque  le  nombre  de  ces  termes  augmente  indé- 
finiment, et  que  cette  limite  est  f{x)  ;  en  d'autres  termes  que  la  série 
y    est  convergente  et  a  pour  somme    f{x) ,    ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  —  Dans  les  applications,  on  commence  par  chercher 
pour  quelles  valeurs  de  x  la  série  y  est  convergente,  on  cherche 
ensuite  pour  quelles  valeurs  le  terme  complémentaire  tend  vers  zéro. 

Si  Ton  veut  appliquer  le  développement  en  série  de  Maclaurin  au 
calcul  numérique  d'une  fonction,  la  formule  (3j  est  préférable  à  la 
série  (4),  car  cette  formule  donne  la  valeur  du  reste  de  la  série  lorsqu'on 
s'arrête  au  terme  en  x",  et  Ton  peut  en  déduire  une  limite  de  Terreur 
commise. 

147.  Développement  de  e*,  sinx,  cosx.  —  Nous  connaissons 
(n*  44)  le  développement  en  série  de  e^;  nous  allons  montrer,  comme 
exercice,  qu'il  peut  être  retrouvé  en  partant  de  la  formule  de  Maclaurin. 
La  fonction  et  ses  dérivées  successives  sont  égales  h    e*    iii°  115)  et 
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toutes  ces  quantités  deviennent  égales  à  l'unité  pour  a?  =  0;  la  formule 
de  Maelaurin  donne  ainsi 

/y»  ■y*  t»^  /vM  "♦■  1 

gx^l-H^-h-î-H-    ...   -4--—^^ h—- — ~ -e^'; 

1        1.2  1.2   ...    n       1.2    ...    (n-h\)       ' 

quel  que  soit  x,  la  série  correspondante  est  convergente  ;  le  terme 
complémentaire  est  le  produit  d'un  terme  de  cette  série  par  e'*  qui 
reste  fini  ;  comme  le  terme  général  de  la  série  tend  vers  zéro  quand  n 
augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même  du  terme  complémentaire  R 
quel  que  soit  x;  par  conséquent  c*  est  représenté  pour  toute  valeur 
de   X  par  la  série  de  Maelaurin  et  Ton  a  bien 

X    .     x^     .  a:" 


e*  =  1  H-  ^  -I-  -^^—  -f- 


1        1.2  1.2    ...    n 

Nous  avons  calculé  au  n°  138  les  dérivées  successives  de  sina; 
et  cosx;  elles  deviennent  successivement  1,  0,  — 1,  0,  ... 
pour   x=^0,    et  la  formule  de  Maelaurin  donne 

SID  X  = ■ •  ■•  ± cos  6x, 

1        1.2.3        1.2.3.4.5  1.2.3  ...   (2n-t-l)  ' 

.  .  .    ziz cosôj:; 

1.2        1.2.3.4  1.2.3    ...    2/1 

les  séries  correspondant  à  ces  formules  sont  convergentes,  comme 
la  série  e'',  pour  toute  valeur  de  x,  et  les  termes  complémentaires 
tendent  aussi  vers  zéro;  les  deux  fonctions  sont  donc  représentées  par 
les  séries  de  Maelaurin  pour  toute  valeur  de  x,   et  Ton  a 

X  x^       ,  x'' 

Sm  J  ^  -: : — r-^r  H- 


1        1.2.3        1.2.3.4.5 


cos  j:=  1 


x'^  x^ 


1.2        1.2.3.4 


148.  Développement  de  (1  -f-x)'"  —  La  formule  du  binôme  donne 
le  développement  de  cette  puissance  lorsque  m  est  un  nombre  entier 
positif  ;  nous  allons  considérer  le  cas  général  où  m  est  quelconque, 
positif  ou  négatif.  En  général,     (1 -hx)'"     n'est  réel  que  si    x    est 
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supérieur  à    —  1  ;    c'est  ce  'qui  a  lieu  par  exemple  pour  la  fonction 

(1-hx)*  =  v/(l -h  x)'   qui  n'est  réelle  que  si     1-i-x     est  positif,  ou 
X   supérieur  à    —  1 . 

La  fonction     fix)  =  (i-i-j-)'"     et  ses  dérivées   successives   ont 
pour  valeurs 

f{x)  =  {\~hx)'^, 
f'{x)^m{\-hxr-\ 
fix)  ^  m{ni  —  I  ;.i  l  -f-  xr-'\ 


/•(«>(x)  =  m(ni  —  1)    ...    (m  —  /i  -}-  l  )(1  -f-x)'"-", 
f^'*'^*Hx]^m{m  —  1)    .  .  .    (m  —  /n'I -f-x)'"" 


en  faisant  x=:0  dans  les  premières  égalités,  jusqu'à  la  dérivée  n% 
on  doit  remplacer  aux  seconds  membres  1-hx  par  i  ;  dans  la 
(iiH-l,'  on  doit  remplacer  l -h  j  par  l-h6x;  en  substituant  les 
valeurs  trouvées  dans  la  formule  de  Maclaurin,  elle  donne 

,.  „  j  .  'W  ,  mim  —  1)  .,  mi  m  —  Il  ...  (m  —  n-f-1)  „ 
[i-+-jrr^l-hjx-h    '^^     'xM \ ^    2  n ' 

mim  —  1^     .  .  .     im  —  n)     „^,/.        ,     „  «  i 
H ^-—  -^ — -  -        -  x"-^'(l  -f-  6,1')'"-"-*. 

A     •   *ri  •       •       ■  \    f  f  1  M    j 

La  série  correspondante  est  convergente  lorsque  le  module  de  x 
est  inférieur  à  l'unité  ;  si  l'on  considère  en  eflet  la  série  des  modules 
des  termes,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est 


H..^,  m  —  /i-f- 1 


'«-+-! 


«« 


X 


n 


et  a  pour  limite  |  x  |  pour  n  infini  ;  par  conséquent  si  |  x  |  est 
plus  petit  que  1 ,  la  série  des  modules  est  convergente,  et  il  en  est  de 
même  delà  série  considérée. 

Je  vais  montrer  que,  dans  ces  conditions,  le  terme  complémentaire 
R  tend  vers  zéro  ;  si  x  est  positif,  R  est  égal  au  produit  de  deux 
facteurs  ;  l'un  est 


mim  —  {]__.  .  .     m  —  u] 
T.  2    .T.    (n-hl) 


x"-^' 


^-rw 


«>    ■■,      «. 
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(1  -h  ex)'"-"-» 


ou 


i 


(1  +  ôx)"-^'-'"  ' 


lorsque  n  augmente  indéfiniment,  le  premier  facteur  tend  vers  zéro* 
car  c'est  le  terme  général  de  la  série  convergente  que  Ton  vient  d'étu- 
dier ;  le  second  facteur  reste  inférieur  à  1 ,  et  leur  produit  tend  alors 
vers  zéro. 

Lorsque  x  est  négatif,  et  égal  à  — x'y  le  raisonnement  précédent 
ne  suffit  plus  ;  nous  aurons  alors  recours  à  la  forme  particulière  du 
reste  que  nous  avons  mentionnée  (n°  137,  formule  7)  ;  elle  nous  donne 

•     • 

ICI 


^^m{m-\}^..    (^-Z_^I^n.i(|_e)»(| 


1.2 


ôx) 


m—n  + 1 . 


nous  l'écrirons  sous  la  forme  suivante,  où    x'    est  un  nombre  positiT 
représentant  la  valeur  absolue  de   x^ 


« = [  """-t'I-:  r  ~f=^  -•■]  (  ra?)"''  -  "■»-■ 


Le  premier  facteur  est  le  terme  général  d'une  série  convergente 
analogue  à  la  précédente  et  tend  vers  zéro  ;  le  deuxième  facteur  est 
inférieur  à    1    et  le  troisième  est  fini,  par  suite    R  tend  vers  zéro. 

La  fonction  (l-hj:)'"  est  donc,  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre    —  1   et   -4- 1 ,    égate  à  la  série  de  Maclaurin 


(iH-x)'"  =  l 


m       ,    miin  —  1)     , 

—  x-\ ^^ ^  x^ 

1  i.2 


m{m  —  1)     ...    im  —  n-f-i)     „ 

1  .2      ...      71 


lorsque  m  est  entier  et  positif,  les  termes  où  l'exposant  de  x  est 
supérieur  à  m  sont  tous  nuls,  et  Ton  retrouve  la  formule  du  binôme  ; 
on  dit  que  la  série  précédente,  dans  le  cas  de  m  quelconque,  est  la  for- 
mule générale  du  binôme. 

Lorsque  l'on  a  l'expression    (a  -\-  b)"*,    si    a    est    ;>  6    en  valeur 

i-\ j     et  l'on  pose  —  =  x; 


en 


ï'ONXTIONS    REPRÉSENTÉES    PAR    DES    SÉRIES  18S 

appliquant  la  formule  précédente,  on  obtient  le  développement  en  série 
de  l'expression  donnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  — . 
Soit,  par  exemple,  à  développer  en  série 

yi  —  X- 

en  remplaçant  dans  la  série  qui  donne  le  développement  de   (1  -4- x)"' 

1 
X    par  — X*    et    m    pai*  —  —  »    on  trouve 

ma 

=  1  -f-  —  a:^  -f-  -r—r  x^  H-  ^    .    ^  X* 


V/ÏTT^  2  2.4  2.4.6 

149.  Développement  de  log  (1  -h  x)  et  de  arc  tgx.  —  Lorsque 
la  dérivée  d'une  fonction  fix)  est  facile  à  mettre  sous  forme  d'une 
série  entière,  un  procédé  de  développement  de  cette  fonction  que  nous 
justifierons  dans  le  calcul  intégral,  est  le  suivant  :  on  développe  f\x) 
en  série,  et  Ton  forme  une  série  dont  les  termes  ont  pour  dérivées  ceux 
de  la  série  f\x)  ;  cette  nouvelle  série  représente  {[x)  ou  n'en  diffère 
que  par  une  constante  additive. 

Nous  allons  appliquer  ce  procédé  à  log  (1  -+-  x)  ;   sa  dérivée  est 


et  pour     I  X  I    <C  i ,    elle  est  représentée  par  la  série 

i 

1  -hx  ^ 

les  termes  de  la  série 


X  X*      .      X"^  X*  _y     x" 


1  -4-x 


12  3         4  n 

ont  pour  dérivées  ceux  de  la  série  précédente  ;  la  nouvelle  série  et  la 
fonction  log(l-l-x)  ne  diffèrent  Tune  de  Tautre  que  par  une  cons- 
tante ;  comme  elles  s'annulent  pour  x  =  0,  elles  sont  identiques  ;  on 
en  conclut  que  l'on  a,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  \ 
et  -+-i, 

X         X*     .    x"*  .    x" 


log(l+x)=j-^ 


3  n 
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C'est  cette  série  qui  sert  de  base  au  calcul  des  logarithmes  népé- 
riens des  nombres. 

Le  même  procédé  peut  être  employé  pour  former  le  développement  de 

i 
arctgx;  sa  dérivée  est -;   elle  est  représentée,  pour     |  x  |   <;i, 

par  la  série 

— - —  —  1— x2-hx^—    ...    ±:x2" 


les  termes  de  la  série 


X  x^     ,     X*  .       X*""*"^ 


13         5  2n-hi 

ont  pour  dérivées  ceux  de  la  précédente  ;  la  nouvelle  série  et  la  fonction 
arc  tg  X  s'annulent  pour  x  =  0  ;  elles  ne  peuvent  donc  différer  Tune 
de  l'autre  ;  on  en  conclut  que  la  valeur  de  arc  tgx  s'annulant  avec 
X,    est  représentée,  pour   x    compris  entre  —  1    et  -h  4 ,  par  la  série 

Xy.2  7.5  ^2m4-1 

arcigx  =  ---  +  - ±2;rPr^   ••'    = 

cette  série  est  employée  pour  le  calcul  de  tt  ;   on  a  en  effet  —  =  arc  tg  i 

TT  1  1 

ou  bien  encore    —  =  arc  tg  —  -h  arc  tg  —  ^  d'après  la  relation 

4  2  fj 

i  1  2        3 

arc  tg  -r  -h  arc  tg  -  =  arc  tg -^-—=  arc  tg  1 . 

^  o  .11 

'-23 


l 
1 
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INTERPOLATION 
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150.  Méthodes  d'Interpolation .  —  Lorsqu'on  connaît  les  valeurs 
numériques  d'une  fonction  f{x)  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  de 
jc,  et  que  l'on  cherche  à  déterminer,  par  un  calcul  simple,  les  valeurs 
exactes  ou  approchées  de  cette  fonction  pour  les  autres  valeurs  de  la 
variable,  on  utilise  un  procédé  de  calcul  que  l'on  appelle  interpola- 
tion; on  emploie  l'interpolation  dans  deux  cas  principaux  que  nous 
allons  exposer  : 

{°  La  fonction  f{x)  est  donnée  analytiquement,  mais  son  calcul 
numérique  est  long  et  pénible  pour  une  valeur  quelconque  de  x  ;  on  se 
contente  alors  de  calculer  exactement  f{x)  pour  un  certain  nombre  de 
valeurs  de  x  assez  rapprochées  les  unes  des  autres  et  on  en  forme  des 
tables  ;  on  emploie  ensuite,  pour  les  valeurs  de  x  non  comprises  dans 
les  tables,  une  formule  simple  d'interpolation  ;  elle  donne,  non  pas  la 
valeur  exacte  de  la  fonction,  mais  une  valeur  approchée  qui  est  suffi- 
sante dans  les  applications. 

La  formule  de  Taylor  conduit  immédiatement  à  une  formule  d'in- 
terpolation ;  si  l'on  connaît  la  valeur  exacte  de  fix)  et  de  ses  dérivées 
pour  la  valeur  x,   celle  qu'elle  prend  pour   x~hh    est  donnée  par 

f[x-^h)=f[x)^~f'{x)-^-^J"[x)+   ...    -f-R, 

R  étant  le  terme  complémentaire  ;  on  se  limite  ordinairement  à  la  pre- 
mière ou  à  la  seconde  puissance  de  h  dans  le  second  membre,  et  on 
néglige  les  termes  suivants  lorsque  h  est  petit.  On  emploie  quel<iuefois 
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cff  proi'i'uU*  dans  le  calcul  des  logarithmes  des  nombres  non  compris 
dans  les  tables. 

2'*  La  fonction  f  x]  n*est  pas  donnée  par  une  formule  analytique, 
mais  par  une  série  d'expériences  physiques;  on  ne  connaît  alors  que  la 
valeur  numérique  de  f  xj  pour  un  nombre  limité  de  valeurs  de  x 
tellr's  que  x^^Xi,  ...  :  on  ne  connaît  ni  la  forme  analytique  de  la 
fonction,  ni  sa  valeur  numérique  pour  les  autres  valeurs  de  a*. 

On  considère  alors  une  fonction  analytique  simple  n,  généra- 
lement un  polynôme,  et  on  Tassujettit  à  prendre  les  mêmes  valeurs 
numériques  que  la  fonction  f{x)  pour  les  valeurs  x,,,  Xj,  ...  ;  on 
admet  que  dans  les  intervalles  la  fonction  inconnue  f{x)  s'écarte  peu 
de  la  nouvelle  fonction  choisie  u,  et  les  valeurs  de  cette  dernière 
pour  les  différentes  valeurs  de  la  variable  sont  considérées  comme 
étant  dos  valeurs  suffisamment  approchées  de  f{x). 

Los  méthodes  que  nous  allons  indiquer  dans  ce  deuxième  cas 
s'appli(iueraient  du  reste  aussi  bien  aux  fonctions  que  nous  avons  con- 
sidérées dans  le  premier  cas  ;  elles  ne  font  intervenir  que  les  valeurs 
numériques  de  f(x)  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  de  xj  et  Ton 
peut  toujours  supposer  ces  valeurs  données  ou  calculées  à  Tavance. 

151.  Interpolation  par  parties  proportionnelles.  —  Le  cas  le  plus 
simple  est  celui  où  Ton  connaît  les  valeurs  de  f(x)  pour  deux  valeurs 
Xq  et  Xi  de  x;  nous  les  désignerons  par  Mq  et  Ui  ;  on  prend  alors 
comme  fonction  simple  approchée  une  expression  du  premier  degré 
prenant  les  valeurs  i/o  et  ui  pour  Xq  et  Xi  ;  si  on  la  désigne  par  u, 
elle  doit  satisfaire  à  la  condition 


II 


ih 


Wt  —  wo  . 


X  —  Xq  X| Xo 


on  en  déduit 


X  —  Xo 

u  -  «0 ^ 

Xi  Xq 


«I 


Xo Xj 


On  dit  <|ue  Ton  fait  une  interpolation  par  parties  proportionnelles  parce 
<|ue  Ton  oorit  que  raooroissoment  de  «  est  proportionnel  à  celui  de  x; 
cola  rt* vient  au  fond  à  substituer  à  la  courbe  représentative  de  la 
fonction  /*x'  la  droite  joignant  les  deux  points  de  cette  courbe 
d*absois*ios  Xo  et  x,  :  cette  méthode  est  employée  couramment,  en  par- 


r 
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ticulier  dans  la  recherche  des  logarithmes  des  nombres  ne  se  trouvant 
pas  dans  les  tables. 

152.  Formule  de  Lagrange.  —  Plus  généralement,  si  Ton  connaît 
les  valeurs  uo>  "o  •  •  •  >  "n  de  f{x)  pour  les  valeurs  Xq,  x^,  .  .  .  , 
Xn,  en  nombre  n-hi,  il  existe  un  polynôme  u  de  degré  n  prenant 
les  mêmes  valeurs  que  la  fonction  pour  ces  n-\-\  valeurs  ;  ce  poly- 
nôme est 

[X  —  x,l(x X-i)  .  .  .  [x  —  x„)  {x XoHx Xi)  . . .  (x  —  x„) 

u  =--  Uq :-. ;^ : :  -T-  «1 


(  J'o  —  X^){XQ  —  Xi)  .  .  .  [Xo  —  X„]  [Xi  —  Xq  ;  iXi  —  Xi)  ...  {Xi  —  J„) 

(x Xo)(x J,)      .    .    .     [x Jn,,)      . 

"(j:„  — XoilJ'n  — ^l)     .    .    .    {x^  —  Xn-i)' 


u 


on  vérifie  bien  que  ce  polynôme,  qui  est  de  degré  /i,  se  réduit  à  Uq 
pour  x^=Xq,  à  Ui  pour  x=^Xi,  etc.  La  valeur  de  u  est  connue 
sous  le  nom  de  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 

153.  Des  différences .  —  Il  arrive  communément  que  les  valeurs 
successives  de  la  variable  que  Ton  considère  forment  une  progression 
arithmétique  et  sont  de  la  forme 

^oi       Xo-hh,       Xo-{-2h,       ...,       XQ-]-nh, 

h  étant  la  raison  de  la  progression  ;  ce  qu'il  importe  alors  de  connaître, 
ce  sont  les  différences  qui  existent  entre  les  valeurs  consécutives  «o, 
Ui,    .  .  .  ^   Un  de  la  fonction. 

On  appelle  différences  premières  les  accroissements  successifs 
lorsqu'on  passe  de  chaque  valeur  à  la  suivante;  on  les  désigne  par 

AOo  =Ui  —  Mo,  Au,  ==  «2  —  lli,  .    .    .   ,  Ali„_i  =  H„  —  Un-i  *, 

elles  sont  en  nombre  n  —  1  ;  les  différences  de  ces  quantités  sont 
appelées  différences  secondes  et  désignées  par 

A^io=^"i  —  ^«0;    Aiii  =  Au2  —  Auj,   ...,    A  i/„_2  =  Aiz„_i  —  Au„_,; 

elles  sont  en  nombre  n  —  2;  en  continuant,  on  forme  les  différences 
troisièmes  et  ainsi  de  suite ,  et  Ton  arrive  à  une  différence   /i* 

An  .  n — 1  .  n — 1 

Uo  =  A      Ui  —  A      Uo  ; 
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il  peut  arriver  que  les  différences  d'un  certain  ordre  soient  toutes  nulles, 
et  il  en  est  de  même  alors  de  celles  des  ordres  suivants. 

Le  calcul  des  différences  se  fait  en  disposant  les  nombres  dans 
un  tableau  suivant  des  colonnes  verticales  de  la  façon  suivante,  qui  se 
comprend  d'elle-même  ;  nous  supposons  que  l'on  donne  quatre  nombres 
inscrits  dans  la  première  colonne  et  nous  écrivons  les  différences  suc- 
cessives dans  les  colonnes  suivantes. 


^ 


u 


Mo 
"3 


2,94 
3,54 
4,19 
4,90 


Au 


Auo 
AU] 

Ali2 


0,60 
0,65 
0,71 


A  u 


.2 

A  «0 
A  lii 


0,05 
0,06 


A  (I 


A  uo==0,Oi 


Lorsque  Ton  connaît  les  nombres  de  la  première  ligne,  c'est-à-dire 
Mo  et  ses  différences  successives  Ai/o,  A  i/o,  ...  on  peut  retrouver, 
par  des  additions  successives,  les  différents  nombres  du  tableau  ;  on 
a  pour  ceux  de  la  deuxième  ligne 


"i 


Ho  -4-  Auo ,      Aui  =  Aiio  -h  A  Uq, 


.  n-i 

A      i/i 


A      Uq 


An 


on  a  de  même  pour  ceux  de  la  troisième,  les  valeurs 


1/2  ==  Ui -H  Aui ,      Ai/2  ^  Auj -h  A  i/i,    ...   ; 

en  remplaçant  Uj  et  ses  différences  par  leurs  valeurs  en  fonction  de 
Uq,  Auo,    •  •  •  f    on  a 

9  9  1 

U.2  =  Wo  -f-  2Ar/o  -H  A  «o ,       A1/2  =  Ai/o  4-  2A  Uq  -+-  A  i/© ,       ...    ; 
on  oWient  de  la  même  manière 

H3  =  "2  -i-  Aw2  =  uq-{-  3Aho  -h  3A^/o  4-  A'i/o, 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  apparaître  les  coefficients  successifs  du  dé- 
\eloppement  du  binôme  ;  il  serait  facile  de  démontrer  que  l'on  a  en 
général 

/{ 


//, 


Ml 


i 


A  Mo 


n(n  —  1]   .2 


A  "0, 


r 
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les  coefficients  étant  ceux  du  binôme  (x  -+-  a)"  ;  on  vérifierait  que  si  la 
formule  est  vraie  pour  une  valeur  de  Tindice,  elle  est  encore  vraie  pour 
la  valeur  suivante. 

154.  Formule  dlnterpolatlon  de  Newton.  — Supposons  que  Ton 
donne  trois  valeurs  de  x  en  progression  arithmétique  de  raison  h, 
soient  j*o,  x^-hh  et  Xo-\-2h,  et  que  les  valeurs  correspondantes  de 
la  fonction  f{x)  soient  Wo;  "i  et  u^;  formons  leurs  différences  succès- 

sives,  et  désignons  par  z  le  rapport -;  si  nous  considérons  le 

h 

polynôme 

.    z  ,  z(z  —  \]    .% 

u  =  «0  -h  -■  Auo  H T—r. A  Uo, 

1  1 .  J 

nous  voyons  qu'il  prend  les  valeurs  Uq,  Ui  et  u^  pour  Xq,  Xo-hh  et 
Xo-h2h,  car  les  valeurs  con*espondantes  de  z  sont  0,  1  et  2,  et  celles 
de  u  sont,  d'après  les  formules  du  n**  précédent,  mq,  ui  et  Ui.  La  va- 
leur de  u  constitue  la  formule  d'interpolation  de  Newton  ;  on  substitue 
à  la  fonction  f{x)  le  polynôme  u  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
Dans  le  cas  général,  la  formule  de  Newton  est 

U  =r3  Ho  -f-  —  Al/o  H .     ^      -  A   Mo     H      •    •    • 

1  \  .Â 

,      Ziz  il'Z 2)      •    •    •     iz  n-f-1)     .n 

\ .1    •  •  •    n 

ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n°  précédent  permettrait  de  vérifier  que 
le  polynôme  u  prend  les  valeurs  jiq,  Ui,  ...  w„  pour  Xo,  x^^-^hy 
.  .  .  ,  jTo-f-  nA. 

Pour  donner  un  exemple,  supposons  que  f[x)  ait  les  valeurs  ins- 
crites dans  la  première  colonne  du  tableau  précédent  pour  les  valeurs 

x^  =  2,     Xo-¥-h  =  2-^^^     Jo  +  2/i=-2-f--^i     :r^  _^  37,  =.  2  + -^  ; 

lU  \\j  lU 

on  posera  alors   n  =  3  et   z  =  Tyix  —  2),    et  l'on  aura 

i/=r:2,î)4-i-o,60(r>x  — 40)H-o,or)ir)j  — 10)  oj-  —  1!) 

0,01(r)j— 10). oar  — il)  r)x— 12). 
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155.  Ordre  d*un  infiniment  petit.  —  On  appelle  infiniment  petit 
une  quantité  variable  à  laquelle  on  attribue  une  suite  de  valeurs  dont 
la  limite  est  zéro. 

Si  une  fonction  y  de  x  a  pour  limite  zéro  lorsque  la  variable 
tend  vers  zéro,  y  est  infiniment  petit  en  même  temps  que  x\  lorsque 
Ton  a  divers  infiniment  petits  dépendant  Tun  de  Tautre,  et  qu'on 
veut  les  comparer,  on  choisit  Tun  d'eux  que  l'on  considère  comme 
infiniment  petit  principal  et  Ton  considère  les  autres  comme  des  fonc* 
lions  de  celui-là.  Si  Ton  désigne  l'infîniment  petit  principal  par  Ax,  et 
si  un  autre  infiniment  petit  dépendant  du  premier  est  représenté  par 
Ay,  il  arrive  ordinairement  que  Ton  peut  trouver  un  exposant  m  tel  que 

le  rapport  — -^  ait  une  limite  déterminée  et  non  nulle  ;  on  dit  alors 

que    ày   est  un  infiniment  petit  d'ordre   m;   Tinfiniment  petit  prin- 
cipal  Ax  est  d'après  cela  toujours  du  premier  ordre. 

Exemples,  —  Les  infiniment  petits 


\y  =\^2  Ax*  H-  Ax^ ,  Ajs  =  sin  Ax 

2 
sont,  le' premier  de  l'ordre   \-^    et  le  deuxième  du  premier  ordre  car 

le  rapport  de   Ay    à    Ax'    a  pour  valeur  \/2-j-Ax2   et  a  pour  limite 

V2,    et  d'autre  part,  le  rapport  de  Az  à   Ax  a  pour  valeur et 

Ax 

a  pour  limite  1 . 

Si  une  quantité  infiniment  petite  Az    a  un  ordre  supérieur  à  celui 


r 
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d'une  autre  quantité  analogue   \y,   on  dit  que    A2   est  un  infiniment 

Az 
petit  par  rapport  à    Ay  ;    le  rapport  -— ^  a  alors  pour  limite  zéro. 

Soit   A^  un  infiniment  petit  d'ordre   m,   et   /  la  limite  du  rapport 


-— ^;    on  peut  écrire 

Ay 

Ax*" 

e  étant  une  quantité  ayant  pour  limite  zéro;  on  en  conclut 

Ay  =  (/-|-6)Ax'"  =  /  Ax*" -f- e  Ax^ ; 

le  produit  /Ax"  de  Ax^  par  la  limite  /  est  appelé  partie  principale 
de  rinfiniment  petit  Ai/  ;  la  partie  complémentaire  e  Ax'"  est  infini- 
ment petite  par  rapport  à  cette  partie  principale.  Par  exemple,  les 
parties  principales  des  infiniment  petits  ly    et   Az,   que  nous  avons 

indiqués  comme  exemples,  sont   y2  Ix^    et    Ax. 

Dans  les  calculs  relatifs  aux  infiniment  petits,  ce  sont  surtout  les^ 
parties  principales  qu'il  importe  de  considérer  ;  ce  fait  est  mis  en 
lumière  par  deux  théorèmes  concernant  Tun  la  limite  du  rapport,  l'autre 
la  limite  de  la  somme  de  quantités  infiniment  petites  ;  nous  ne  parlerons 
ici  que  du  premier,  l'autre  étant  du  domaine  du  calcul  intégral. 

Théorème.  —  La  liniile  du  rapport  de  deux  infiniment  petits  du 
même  ordre  est  égale  au  quotient  des  parties  principales. 

Si   Ay    et   Az    sont  deux  infiniment  petits  d'ordre    m,  et  si  l'on  a 

Ay  ==  (/  -h  g)  Ax*»,       Az  =  (/'  -f-  s')  Ax"», 

le  rapport  — ^  a  pour  valeur  — et  a  pour  limite  -r-\    cette  limite 

Az  t  — j—  £  * 

est  bien  identique  au  quotient  des  parties  principales  /Ax*"   et   /'Ax". 

Corollaire.  —  On  ne  change  pas  la  limite  du  rapport  de  deux 
infiniment  petits  du  même  ordre  en  augmentant  ou  diminuant 
chacun  d'eux  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  lui;  car 
on  n'altère  pas  les  parties  principales.  On  peut  remplacer  par  exemple 

dans  des  rapports,  les  quantités  infiniment  petites  sin  Ax  et  1  —  cos  Ax 

Ax* 
par   Ax  et   —j-- 

VoGT.  —  Math.  sup.  13 
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156.  Dllfépentlelle  d'une  fonction.  —  Soit  y  =  f{x)  une  fonction 
continue  ayant  une  dérivée  f'(x)  ;  raccroissement  Ay  de  la  fonction 
correspondant  à  un  accroissement  Ax  de  la  variable  indépendante  est 
un  infiniment  petit  en  même  temps  que  Ax;  comme  leur  rapporta 
pour  limite  fix)-,  on  voit  que  \y  est  en  général  du  premier  ordre 
et  a  pour  partie  principale   f'[x)\x. 

Cette  partie  principale  est  appelée  différentielle  de  y  et  est  repré- 
sentée par  la  notation    dy,  de  sorte  que  Ton  a  par  définition 

dy  =f'{x)^x. 

Si  Ton  considère  en  particulier  une  fonction  égale  à  la  variable  x, 
sa  dérivée  est  égale  à  1 ,  et  sa  différentielle  dx  est  identique  à  Ax  ; 
il  est  donc  indifférent  d'écrire  dx  ou  Ax;  c'est  pourquoi  Ton  écrit  ordi- 
nairement dans  le  cas  d'une  fonction  quelconque 


on  en  déduit 


dy=f[x)dx\ 


157.  Signification  géométrique.  —  La  signification  géométrique 
de  la  différentielle  est  la  suivante:  nous  avons  vu  au  n°  113  que  la 
dérivée  f'(x)  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  MT  en  M  à 
la  courbe  représentative  de  la  fonction  f{x) .  Si  nous  nous  reportons 
à  la  figure  40,  et  si  nous  désignons  par  Ax  l'accroissement  PP'  de 
l'abscisse  x ,  nous  voyons  que  la  différence  P'M'  —  PM  =--  Q'W  repré- 
sente l'accroissement  Aiy;  quant  à  la  différentielle  dy ,  qui  a  pour 
valeur  /'Vx)Ax,  elle  est  l'accroissement  de  l'ordonnée  d'une  droite  de 
coefficient  angulaire  /*'(x)  correspondant  à  l'accroissement  Ax  de 
l'abscisse  ;  elle  est  représentée  par  la  différence  P'N'  —  PM  =  Q'N'  des 
ordonnées  de  la  tangente. 


158.  Différentielle  d'une  fonction  de  fonction.  —  Soit  une  fonction 

dans  laquelle  u  est  une  fonction  donnée  de  la  variable  indépendante 
x;  à  l'accroissement  infiniment  petit  Ax  donné  à  x  correspondent 
pour    u    ti  y   des  accroissements    Au   et    Ay   dont  les  parties  princi  - 
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pales  sont  les  dilTérentielles  du   et  dy.    La  dérivée  f'[u)   est  la  limite 
de  — ^?    et  d'après  le  théorème  démontré  précédemment  (n°  155),  elle 

est  égale  au  quotient  des  parties  principales,  c'est-à-dire  des  différen- 
tielles  dy  et   du;    on  a  donc 


1 


1  -h  u' 


et  Ton  en  tire 

2)  dy=r{u)du; 

on  obtient  ainsi  les  mêmes  résultats  que  dans  le  cas  d'une  fonction  de 
x;  on  peut  donc  comprendre  tous  les  cas  dans  un  même  énoncé  de  la 
façon  suivante: 

Théorème  I.  —  La  dérivée  d'une  fonction  est  égale  au  quotient 
des  différentielles  de  cette  fonction  et  de  la  variable  dont  elle  dépend, 
que  celle-ci  soit  la  variable  indépendante  ou  non. 

Théorème  II.  —  La  différentielle  d'une  fonction  est  égale  à  la 
dérivée  de  cette  fonction  par  rapport  à  la  variable  dont  elle  dépend 
immédiatement,  multipliée  par  la  différentielle  de  cette  variable, 
ffu'elle  soit  indépendante  ou  non. 

159.  Calcul  des  différentielles.  —  Les  théorèmes  précédents 
ramènent  Tun  à  Tautre  le  calcul  des  différentielles  et  celui  des  dérivées. 
Lorsqu'il  s'agit  de  fonctions  simples,  c'est  du  calcul  des  dérivées 
que  l'on  déduit  celui  des  différentielles;  les  résultats  obtenus  dans  les 
n°'  115  et  lie  permettent  d'écrire  immédiatement  dans  tous  les  cas, 
a  étant  variable  indépendante  ou  non,  les  différentielles  suivantes 

du'"  =  mu'"~^du ,  d  tg  u  = -—  du , 

cos^  u 

de**  =  e"du ,  d  arc  sin  u  = -  du , 

V/I  —  u^ 

d log  u  =:—  du,  d  arc cos  u  = du , 

d  sin  u  =  cos  u  du ,  d  arc  tg  u  rz= du . 


d  cos  H  =  —  sin  u  du , 
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Lorsqu'il  s'agit  de  fonctions  composées,  le  calcul  des  différentielles 
est  souvent  plus  simple  que  celui  des  dérivées  ;  prenons  comme  exemple 
le  calcul  de  la  différentielle  dune  somme  y  =  a -hr-hio;  on  peut 
calculer  Taccroissement  de  y ,  qui  est  la  somme  des  accroissements 
des  différentes  parties,  et  Ton  a 

Ay  =  Au  -4-  Av  -h  Aïo  ; 

en  écrivant  que  les  parties  principales  des  deux  membres  sont  égales, 
on  a  immédiatement 

dy  =.  du -]- dv -\-  dw  ; 

on  en  déduit  après  coup,  en  divisant  par    dx,    la  relation  entre  les 
dérivées  des  fonctions  y ,  u,  v  et  w  ;   elle  est 

dy  du        dv        dtv 


dx        dx        dx        dx 

On  obtient  de  même  comme  différentielles  d'un  produit  et  d'un 
quotient  les  valeurs 

d[uv)=^  vdu  -h  udvy 

jf  u\ vdu  —  udv 

\v  J  v^ 

et  l'on  en  déduit  immédiatement  les  dérivées  en  divisant  les  deux 
membres  par  dx;    on  retrouve  ainsi  les  résultats  des  n°"  119,  120,  121 . 

160.  Usages  des  différentielles.  —  Un  des  principaux  avantages 

de  l'emploi  des  différentielles  réside  dans  ce  fait  que  la  notation    -^ 

indique  indifféremment  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  ou  le 
quotient  des  différentielles  de  t/  et  de  x .  Toute  relation  entre  les 
dérivées  premières  de  plusieurs  fonctions  peut  dès  lors  être  remplacée 
par  une  relation  entre  leurs  différentielles  et  celle  de  la  variable  dont 
elles  dépendent;  il  suffît  pour  cela  de  multiplier  les  deux  membres  de 
la  relation  donnée  par  une  puissance  convenable  de  la  différentielle  de 
cette  variable. 

Inversement,  toute  relation  homogène  entre  les  différentielles  de 
plusieurs  quantités  variant  simultanément  peut  être  remplacée  par  une 
relation  entre  leurs  dérivées  prises  par  rapport  à  une  variable  indé- 


J 


r^ 


^zjmfr^ 
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pendante  donnée  ;  il  suffit  en  effet  de  diviser  les  deux  membres  par 
une  puissance  convenable  de  la  différentielle  de  cette  variable.  Une 
relation  entre  des  différentielles  est  même  plus  avantageuse  par  ce 
fait  que  la  variable  indépendante  n'est  pas  spécifiée,  et  qu'on  peut  la 
choisir  comme  on  le  désire  dans  chaque  cas  particulier. 

Dans  les  applications  du  calcul  différentiel,  on  se  propose  ordi- 
nairement de  chercher  les  relations  qui  existent  entre  les  limites  des 
rapports  de  quantités  infiniment  petites  variant  simultanément.  Soient, 
pour  fixer  les  idées^  trois  quantités  x,  y,  z  dépendant  d'une  même 
variable  indépendante  t  qui  peut  être  identique  à  Tune  d'entre  elles, 
et  soient  \x,  Ay,  As,  les  accroissements  infiniment  petits  corres- 
pondant à  un  accroissement  infiniment  petit  A^   de   t. 

On  commence  par  établir  les  relations  qui  existent  d'après  les  don- 
nées de  la  question  entre  les  accroissements  finis  Ao;,  Ay  et  Az  ; 
ces  relations  sont  forcément  homogènes  (n°  62)  ;  soit 

l3)  fi^x,    Ay,    \z)  =  0 

Tune  d'elles  ;  nous  allons  montrer  qu'il  suffit,  lorsqu'on  passe  à  la  limite, 
d'y  remplacer  les  infiniment  petits  par  les  différentielles  dx,  dy,  dz 
correspondantes. 

Remarquons  en  effet  que  la  partie  principale  de  Ax  est  le  produit 

dx 
de  la  dérivée   -7-   par  la  différentielle    A^   ou    di    de    /;    on  a  donc 


dt 


ÙlX  =:  (-^  -h  Adl  =  dx  -h  tdty 


£  tendant  vers  zéro  avec    dl  ;    on  a  de  même 

\y  =  dy  -f-  i'dt,  As  —  f/z  -f-  t'dtj 

z'   et  e'   tendant  vers  zéro  comme  e   avec    dt]    en  introduisant  ces 
valeurs  dans  l'équation  (3),  elle  devient 

f{dx-htdl,    dy-ht'dt,    dz-hi''dt)  =  0; 

lorsqu'on  passe  à  la  limite,  les  e   tendant  vers  zéro,  elle  se  réduit  sim- 
plement à 

(4)  f{dx,    dy,   dz)  =  0; 
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nous  voyons  bien  que  la  relation  (3)  entre  les  quantités  finies  Ax, 
Sy ,  Az  se  transforme,  lorsqu'on  passe  à  la  limite,  dans  la  relation  (4,, 
ce  que  nous  voulions  établir. 

On  peut,  dans  l'établissement  des  relations  telles  que  (3),  substituer 
aux  infîniment  petits  considérés  d'autres  qui  n'en  difTerent  que  par 
des  quantités  infîniment  petites  par  rapport  à  eux,  car  on  ne  change 
pas  les  différentielles  et  la  relation  finale  (4)  est  toujours  la  même. 


y 


0 


X 


161.  Différentielle  d'un  arc  de  courbe.  —  On  appelle  longueur  d'un 
arc  de  courbe  plane     MM^     (fîg.  45)  la  limite  du  périmètre  d'une  ligne 

polygonale  inscrite  MPQM', 
lorsque  le  nombre  des  côtés  de 
cette  ligne  augmente  indéfini- 
ment, chacun  d'eux  tendant  vers 
zéro. 

Admettons  que  cette  limite 
existe,  ce  que  nous  démontre- 
rons dans  le  calcul  intégral,  et 
que  le  rapport  d'un  arc  à  sa 
corde  ait  pour  limite  l'unité 
lorsque  l'arc  tend  vers  zéro. 
Soient  x,  y  les  coordonnées 
d'un  point  M ,  x -{-  ^x ,  y  -{- Ay 
celles  du  point  infîniment  voisin 
M',  s  la  longueur  d'un  arc  de  la  courbe.  As  celle  de  l'arc  infiniment 
petit  MM';  la  corde  MM'  a  pour  longueur  {^\x^-h\y^\  comme  le 
rapport  de  l'infîniment  petit  As  à  la  corde  MM'  a  pour  limite  l'unité, 
les  parties  principales  ou  différentielles  de  ces  deux  quantités  sont  les 
mêmes  ;  or  celle  de  {^Ax^  H-  \y^  est  la  valeur  que  l'on  obtient  en  rem- 
plaçant Ax  et  Ay  par  les  différentielles  dx  et  dy  ;  si  donc  on 
appelle  ds  la  différentielle  de  l'arc,  on  a,  pour  la  déterminer,  la  relation 


Fig.  45. 


OU  bien  encore 

^5) 


ds  =  ^dx^-hdy\ 


ds^  =  dx'--hdy\ 


De  cette  relation,  on  peut  déduire  une  équation  entre  les  dérivées 
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de  Xj  y   et  5  ;   si   t  est  la  variable  indépendante  dont  dépendent  ces 

quantités,  et  si  Ton  divise  par   dt^  les  deux  membres  de  la  relation  (5), 

on  a 

ds\^ 


(f)'-(f)'' 


(Il 

ou  bien,  en  désignant  par  x',  y'  et  s'  les  dérivées  de  x,  y  et  s  par 
rapport  à  t, 

dans  le  cas  particulier  où  la  variable  indépendante  est  x  lui-même,  on 
a   or'  =  1 ,    et  la  relation  devient  . 

Par  un  raisonnement  analogue,  on  verrait  que  la  différentielle  d'un 
arc  de  courbe  dans  Tespace  est  donnée  par  Téquation 

ds^  =  dx^  -f-  dy^  -h  dz^, 

en  désignant  par  x,  y ,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe. 

162.  Différentielles  d'ordres  supérieurs.  —  Plaçons-nous  d'abord 
dans  le  cas  d'une  fonction  y  =^  f[x)  d'une  variable  indépendante  x  ; 
à  l'accroissement  Ax   correspond  la  différentielle 

que  nous  appellerons  différentielle  du  premier  ordre  ;  elle  varie  avec  x 
et,  en  temps  que  fonction  de  x,  elle  a  elle-même  une  différentielle  que 
l'on  appelle  différentielle  du  second  ordre  de  y  ;  on  la  représente  par 
la  notation   d  y. 

D'après  la  définition  donnée  au  n°  156,  on  l'obtient  en  multipliant 
la  dérivée  de  dy  par  l'accroissement  \x  ;  pour  prendre  la  dérivée  de 
dy,  il  faut  considérer  cette  fonction  comme  le  produit  de  deux  facteurs, 
l'un  égal  à  f'{x)  qui  varie  avec  x,  et  l'autre  égal  à  l'accroissement 
Ax  que  l'on  suppose  rester  le  même  quel  que  soit  x  ;  Ax  est  alors 
traité  comme  une  constante  dans  le  calcul  de  la  dérivée.  D'après  cela^ 
la  dérivée  de   dy  est  f\x)lx  ;   par  suite  la  différentielle  de    dy   est 

d^y  =  [/""(x)  Ax]  Ax  =  /•"(x)Ax^ 
Cette  différentielle  a  elle-même  une  différentielle  que  l'on  appelle 


i>  « 
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différentielle  du  troisième  ordre  et  qu'on  représente  par    d  y  ;   d'après 
le  même  raisonnement,  elle  a  pour  valeur 

et  ainsi  de  suite  ;  en  général,  la  différentielle  d'ordre  m   a  pour  valeur 

d'"t/=/'('">(ic)Ax'". 

On  peut  indifféremment  représenter  Taccroissement  Ax  par  Ix 
ou  dx,  comme  nous  l'avons  dit,  et  Ton  écrit  habituellement,  en  intro- 
duisant  dx   à  la  place  de    Ax, 


(6) 

on  en  tire 

(7) 


d'^y  =f^'"^(x)dx'"  ; 


^ =/<">(-)• 


Ces  deux  équations  permettent  d'introduire  dans  les  calculs  la  no- 

d^u 
tation   —r-^    à  la  place  de  la  dérivée  j/^"\   et  de  considérer  ce  symbole 

CliJu 

aussi  bien  comme  représentant  la  dérivée  que  le  quotient  de    d'^y    par 
dx"^,    à  la  condition  toutefois  que    x    soit  la  variable  indépendante. 
Considérons  maintenant  le  cas  d'une  fonction  de  fonction,  comme 
au  n°  15.8  ;  on  a  pour  la  différentielle  du  premier  ordre  la  valeur 

dy=f'[u)du, 

mais  si  l'on  cherche  la  différentielle  d'y,  il  faut  remarquer  que  du 
n'est  pas  constant  quand  x  varie,  comme  l'était  Ax  ;  on  a  alors  à 
prendre  la  différentielle  d'un  produit  de  deux  facteurs.  D'après  une  for- 
mule démontrée  (n°  159),  on  a 

J'y  =  [dr{u)]du  H-  f'{u)d(du)  ; 

comme  df{u)=f"{u)du  (Théorème  II,  n°  158)  et  que  d{du)  est  re- 
présenté par   J  M^    on  a 

d'y=f''{u)du^-hf'(u)d\i; 

on  trouvera  de  la  même  manière  les  différentielles  suivantes  d'après  la 
règle  de  différentiation  d'un  produit. 


«V 
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CHAPITRE  VIII 


FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 


163.  Dérivées  partielles.  —  Soit  f{Xy  y)  une  fonction  de  deux 
variables  indépendantes  ;  on  dit  qu'elle  est  continue  pour  un  système  de 
valeurs  [xy  y)  si  Taccroissement  de  la  fonction  correspondant  à  des 
accroissements  h   et   k  des  variables,  c'est-à-dire  la  différence 

f{x-hh,y-hk)  —  f(x,  y) 

tend  vers  zéro  lorsque   h   et   k  tendent  simultanément  vers  zéro  d'une 
manière  quelconque. 

On  appelle  dérivée  partielle  de  f{x,  y)  par  rapport  à  x  la  dérivée 
de  cette  fonction,  où  x  est  regardé  comme  seule  variable  et  y  comme 
constant  ;  c'est  la  limite  du  rapport 

f[x-\-h,y)—f[x,  y)  . 
Â  ' 

on  la  désigne  par     fLi^,  y)     ou     par   t-^,    ce  dernier  symbole  étant 

une  simple  notation  pour  la  dérivée,  et  n'étant  pas  un  quotient  de  diffé- 
rentielles. 

La  dérivée  partielle  de  f[x,  y)  par  rapport  à  y  est  de  même  la 
dérivée  de  la  fonction  où    y     seul  est  regardé  comme  variable,  et    x 

comme  constant;  on  la  désigne  par    f'y    ou  par  t-^» 

Les  dérivées  du  premier  ordre  sont  des  fonctions  de  x,  y  ayant 
en  général  elles-mêmes  des  dérivées  partielles  qu'on  appelle  dérivées 
partielles  du  second  ordre  de    f\x,  y)  ;    celles  que  l'on  obtient  en  dé- 


202  DÉRIVÉES    ET    DIFFÉRENTIELLES 

rivant  f^   sont  désignées  par  /*ji   on   rr-^   et  f^   ou         ^     ;     celles 

que  l'on  obtient  en  dérivant    fy    sont  désignées  par  /"/i  ou  t- — y"    ^^ 

52/-  ^^ 

Les  dérivées  secondes  ont  elles-mêmes  des  dérivées  partielles  qui 
sont  les  dérivées  du  troisième  ordre  de  fixy  y)    et  ainsi  de  suite. 

Exemple.  —  La  fonction   j;*"^"   a  pour  dérivées  premières  et  se- 
condes 

--L  r=  mx"'-*y'*,  -^  =  nx^t/""', 

—-L.  =  mim  —  1  ix'"""^*/'',         -r — ^  =  mnx'"-*!/''-* 


- — L—  =  mnx'"-^y"-\  -r- ^  — 

Oy  ox  ^  oy 


mnx"'-^y"-\  -^^  =  n{n  —  i)x'"y'*-*. 


On  voit  que  les  deux  dérivées  partielles    t: — i — i       -r — ^    sont 

Ox  oy  oy  Ox 

identiques  ;  c'est  un  fait  que  Ton  peut  vérifier  sur  d'autres  exemples, 
et  dont  nous  admettrons  la  généralité  ;  nous  en  réservons  la  démons- 
tration pour  une  note  placée  à  la  fin  du  volume. 

Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  intervertir  dans  une  dérivée  partielle 
Tordre  des  dérivations  successives  sans  changer  le  résultat  ;  on  peut 
commencer  par  les  dérivations  par  rapport  à  x,  et  terminer  par  rap- 
port à  y.  Ces  considérations  s'étendent  à  un  nombre  quelconque  de 
variables  ;  s'il  y  en  a  par  exemple  trois,  Xy  y,  z,  une  dérivée  partielle 
résultant  de  a  dérivations  par  rapport  à  x,  p  par  rapport  à  î/  et  y 
par  rapport  à  z,  dans  un  ordre  quelconque,  pourra  être  obtenue  en 
calculant  d'abord  les  a  dérivées  par  rapport  à  x,  puis  ensuite  les  f 
dérivées  par  rapport  à  y,  et  enfin  les  y  dérivées  par  rapport  à  z  ; 
elle  sera  représentée  par 


f-^hy  OU  par         r^ — r-l-T- — ,         (a-+-S-+-Y  =  7i). 


164.  Différentielle  totale.  —  Soit  une  fonction  de  deux  variables 
indépendantes 


ft 
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attribuons  aux  variables  des  accroissements  infiniment  petits  Ax,  Ai/, 
indépendants  Tun  de  l'autre  et  considérés  simultanément  comme  infi- 
niment petits  principaux  ou  du  premier  ordre  ;  l'accroissement  corres- 
pondant de   z    est 

Az  =  /';j*-i- Ax,  y-h^y)  — f{x,  y). 

On  peut  le  considérer  comme  résultant  de  deux  accroissements 
successifs  donnés  aux  variables,  et  l'écrire 

Az  =  [f(x-h^x,  y  H-  ly)~f{x,  y  -4-  Xy)]  -+-  [fw,  y  -h  \y)—f(x,y)]  ; 

d'après  la  formule  des  accroissements  finis  (n°  129),  la  première  paren- 
thèse, qui  représente  l'accroissement  de  la  fonction  fix,  y  -f-  Ai/)  pour 
l'accroissement   Ax   donné  à  la  seule  variable   Xy   est  égale  à 

^xf^(x-\-blx,  y-^ly), 

b  étant  compris  entre  0  et  1  ;  de  la  même  manière,  la  seconde 
parenthèse,  qui  représente  l'accroissement  de  fix,  y)  pour  Taccrois- 
sement    Ai/    donné  à  la  seule  variable  y,    est  égale  à 

H'    étant  aussi  compris  entre    0  et   1 . 

Si  les  deux  dérivées  fx^x,  y)  et  f'yix,  y)  sont  des  fonctions  con- 
tinues par  rapport  à   x   et  à    y,    on  a 

/■^(x-hôAx,  y-h\y)=fi(x,  y)-hE, 
flix,  y  -4-  B'\y)=f'y{x,  y)  -h  t\ 

fe    et   e'    tendant  vers  zéro  avec    Ax   et   Ay  ;    on  a  alors 

■l)  àz  =  fx{x,  y)\x-\-  f'yixj  y)\y  -\-  t\x  -\-  i! ù^y . 

La  partie  principale  de  \z  est  constituée  par  les  deux  premiers 
termes  du  second  membre  ;  on  l'appelle  différentielle  totale  de  z,  et 
on  la  représente  par   dz,   de  sorte  que  l'on  a 

(2)  dz  =  f^{x,  y)^x-hfy{x,  y)\y. 

Supposons  en  particulier  que  z  se  réduise  à  la  variable  x;  sa 
différentielle  est  dx  et  se  réduit  à  Ax,   de  sorte  que  l'on  peut  écrire  dx 
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II  place  (le  Ax;  de  même,  si  z  se  réduit  à  la  variable  y,  sa  diffé- 
ilielle  (/(/  est  égale  à  ly,  et  l'on  voit  que  l'on  peut  écrire  <Iy  à 
place  de  ly  ;  on  en  conclut  que  l'on  peut  mettre  la  différentielle 
aie   (Iz   sous  la  forme 

d=  =  f:{x,  y)  dj:-hf,{x,  y)  dy, 

s  l'on  emploie  habituellement, 

Remarque.  —  Pour  qu'une  fonction  /"(j-,  y)  soit  indépendante 
X,  il  faut  et  il  suffit,  comme  on  le  sait,  que  sa  dérivée  par  rapport 
X  soit  nulle  ;  de  même,  pour  qu'elle  soit  indépendante  de  y,  il  faut 
il  suffît  que  sa  dérivée  par  rapport  à  y  soit  nulle.  On  conclut  delà 
e  pour  qu'une  fonction  de  plusieurs  variables  se  réduise  à  une  cons- 
ite,  il  faut  et  il  suffit  que  ses  dérivées  partielles  soient  séparément 
Iles,  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  que  sa  différentielle  totale  soit 
lie  identiquement. 

165.  Di Itère ntlell«  totale  d'une  tonctl on  composée.  —  Soit 

'=A",  ■■) 

e  fonction  de  deux  quantités  h  et  v  qui  sont  elles-mêmes  des 
ictions  d'une  ou  de  plusieurs  variables,  par  exemple  de  x  et  de  y; 
est  appelée  fonction  composée  de  ces  variables. 
Appelons  Ao ,  M-  et  As  les  accroissements  de  u,  v  et  s  cor- 
ipondant  à  des  accroissements  Aj:  et  A^  des  variables  ;  un  raison- 
ment  identique  a  celui  que  nous  avons  fait  précédemment  nous  don- 
ra  une  relation  analogue  à  la  formule  (I)  ;  ce  sera 

As  =  /■:(«,  D)\u  +  /■;(«,  u)Au  -+-  tAii  +  t'Ai', 

et  t'  étant  infiniment  petits.  La  partie  principale  de  As,  c'est-à- 
re  sa  ditTérentielIe  totale,  s'obtiendra  en  remplaçant  dans  les  deux 
emiers  termes  du  second  membre  Au  et  \v  par  leurs  parties 
incipales  ou  dilTérentielles   du  et  ilv,    et  l'on  aura 

I  (h  ^  /■:(« ,  v)  du  H-  /■;(« ,  v)  dv  ; 

là  découlent  les  théorèmes  suivanis.  analogues  à  ceux  du  n"  158  : 

Tliéorémc  I.  —  La  ih'ffêreiiliette  loltile  d'une  fonction  composée 
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esl  égale  à  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  dérivée 
partielle  de  cette  fonction  par  rapport  à  chacune  des  variables  dont 
elle  dépend  immédiatement,  par  la  différentielle  de  cette  variable, 
qu'elle  soit  indépendante  ou  non. 

Théorème  II.  —  Si  l'on  met  la  différentielle  totale  d'une  fonction 
sous  une  forme  linéaire  par  rapport  aux  différentielles  de  plusieurs 
variables,  qu'elles  soient  indépendantes  ou  non,  les  coefficients  de  ces 
différentielles  représentent  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  par 
rapport  à  ces  variables. 

166.  Dérivées  des  fonctions  composées.  —  Les  théorèmes  précé- 
dents permettent  de  ramener  l'un  à  Tautre  le  calcul  des  différentielles 
et  le  calcul  des  dérivées,  mais  il  y  a  souvent  avantage  à  calculer 
d'abord  des  différentielles  et  à  en  déduire  les  dérivées.  Supposons  que 
Ton  considère  comme  au  n°  précédent  une  fonction  composée  z  dé- 
pendant de  deux  variables  indépendantes  x  et  y  par  Tintermédiaire 
de  fonctions  u  et  i;  ;  si  Ton  veut  obtenir  la  dérivée  par  rapport  à 
X  ou  à  y  de  cette  fonction  z,  on  remplacera  du  et  dv  par  leurs 
valem's,  qui  sont 


et  Ton  aura 


du  =  u'jedx  -h  Uydy ,  dv  =  v'^dx  -h  Vydy , 


dz  =  ^'  [u'^dx  +  u^dy)  -h  fl  {v'Jx  -f-  v'^dy)  ; 


d'après  le  théorème  II,  les  dérivées  partielles  seront  les  coefficients  de 
dx   et  de   dy  ;   on  aura  de  cette  façon 


(5) 


fLu'x  +  f'.v'x, 


'  .V 


.'A 

l 


.r- 


le  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  : 


Théorème  III.  —  La  dérivée  d'une  fonction  composée  est  égale 
à  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  dérivée  partielle 
de  cette  fonction  par  rapport  à  chacune  des  variables  dont  elle 
dépend  immédiatement,  par  la  dérivée  de  cette  variable. 


n 
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Pour  montrer  l'avantage  que  présente  le  calcul  des  différentielles, 
considérons  la  fonction 


y        1 

z  =  arc  tg  ^  -f-  -:t-  log  [x^  -h  y^)  ; 


pour  former  sa  différentielle  totale,  nous  poserons 


s  ==  arc  tg  uH-  -  log  v\ 


nous  en  déduirons 


du 


^xdy~ydx  dv  =  2xdx^2ydy, 


dz=     ^"      +^^^- 


1  -f-  u*        2v 
en  remplaçant  dans    dz ,      du    et   dv    par  leurs  valeurs,  nous  aurons 

dz  =z-^^f^^dx -^  •^"^■^,  c^ï/ ; 
^  -^y  x^ -\- y^ 

les  coefficients  de  dx  et  r/^  sont  les  dérivées  partielles  de  z  par 
rapport  à    x   et  à   y. 

167.  Dérivées  des  fonctions  implicites.  —  Soit 

fix,  y)  =  0 

une  équation  définissant  une  fonction  y  implicite  de  x\  le  premier 
membre  étant  constamment  nul  a  une  différentielle  totale  nulle,  et 
Ton  a,  en  appliquant  la  formuie  (4), 

(6)  f'Jx-\-f;dy  =  0; 

en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à    —^ ,    on  obtient   la  dérivée 
,  dx 

-^    ou    î/i   de   y    par  rapport  à   x\    elle  est 

dx  -      t'y  ■ 
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De  même,  si  une  équation 

définit  une  fonction  implicite  z  de  x  et  de  y  y  on  écrit  que  sa 
différentielle  totale  est  nulle,  et  Ton  a 

(7)  fLdx-hf^dy-hf:dz  =  0; 

en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  c/z,  les  coefficients  de  dx 
et  dy  sont  les  dérivées  partielles  de  z .  11  est  préférable  de  conserver 
l'équation  sous  la  forme  précédente,  parce  que  les  variables  indépen- 
dantes sont  laissées  indéterminées,  et  peuvent  être  choisies  après  coup 
arbitrairement. 

168.  Différentielles  d*ordres  supérieurs.  —  Considérons  une 
fonction  z  de  deux  variables  indépendantes  x  et  y  ;  la  formule  (2) 
nous  a  donné  pour  la  difi*érentielle  totale  du  premier  ordre  la  valeur 

dz  =  f'^\x -^  f;^y  ; 

c'est  une  fonction  qui  a  elle-même  une  différentielle,  qu'on  appelle 
différentielle  totale  seconde  de  z  et  qu'on  représente  par  d^z;  on 
robtient  en  faisant  la  somme  des  différentielles  des  deux  termes,  mais 
dans  chacun  d'eux,  on  doit  considérer  les  accroissements  Ax  et  Ay 
comme  des  facteurs  constants  lorsque   x   et  y   varient;  on  a  ainsi 

/8)  d\  =  (/^.Ax  -^  /"i^Aî/Ux  -4-  {f;,lx -4-  f;,\y) \y 

=  /:.Ax2  +  2/J,AxAt/  -f-  /•;.Ai/2  ; 

on  obtiendrait  de  la  même  manière  les  différentielles  suivantes    d^z, 

Vt        J»    m  >        «        *  • 

On  forme  facilement  la  valeur  d'une  de  ces  différentielles  en  remar- 
quant qu'elle  est  composée  de  termes  analogues  à  ceux  qui  interviennent 
dans  la  formule  du  binôme;  ainsi  d^z  peut  s'écrire  sous  la  forme 
symbolique 

A  =  (AAa:  +  /-;A3/)«; 

en  développant  la  parenthèse  d'après  la  formlile  du  binôme  et  consi- 
dérant les  puissances  et  le  produit  de    /"i    et    f'y    comme  des  sym- 
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boles  de  dérivées  partielles  secondes,  on  retrouve  la  formule  (8);  on 
peut  démontrer  que  Ton  a  en  général 

en  convenant  de  remplacer  dans  le  développement  de  la  puissance  n* 
de  la  parenthèse  tout  produit  tel  que  [fxYifyY^^  par  /"^"^  n-p  ;  on 
vérifierait  que  si  la  formule  est  vraie  pour  n,  elle  est  encore  vraie 
pour   n  -f-  1 . 

On  remplace  ordinairement  dans  ces  formules  \x  et  Ai/  par  dx 
et   dy . 

Lorsque  Ton  a  une  fonction  composée,  dont  la  différentielle  du 
premier  ordre  est  donnée  par  la  formule  (4)  et  que  Ton  veut  trouver  sa 
différentielle  du  second  ordre,  il  faut  considérer  du  et  dv  non  plus 
comme  des  accroissements  constants,  mais  comme  des  fonctions 
variables  ;  on  traite  alors  chaque  partie  de  la  somme  comme  un  pro- 
duit, et  Ton  trouve  ainsi 

d\  =  fl^du^  -h  2fUudv  -+-  fl.dv^  -4-  fld\  -f-  f'yd\ . 

On  forme  de  même  les  différentielles  suivantes. 

169.  Changement  de  variables.  —  Premier  problème.  —  Ëtant 
données  une  ou  plusieurs  fonctions  y  y  z,  ...  d'une  même  variable 
X,  et  une  expression  composée  au  moyen  de  x,  y,  z^  ...  et  des 
dérivées  i/i,  zi,  y^t,  .  •  .  ,  on  se  propose  de  chercher  ce  que  devient 
cette  expression  lorsqu'on  prend  comme  variable  indépendante  une 
autre  quantité  liée  à    x   d'une  manière  donnée. 

Pour  résoudre  cette  question,  nous  commencerons  par  remplacer 
l'expression  donnée  par  une  autre  renfermant  les  différentielles  succes- 
sives de  X,  y ,  Zy  ...  ,  et  nous  considérerons  toutes  ces  quantités 
comme  fonctions  d'une  variable  nouvelle  laissée  indéterminée. 

Toute  dérivée  du  premier  ordre  telle  que   yi  est  égale  au  quotient 

— ^  des  différentielles  de  y  et  de  x;  mais  cette  remarque  ne  se 
dx 

généralise  pas  pour  les  dérivées  suivantes,  et  y^t  n'est  égal  à 
-j^  que  si  x  est  la  variable  indépendante  (n°  162).  Pour  déterminer 
y"    en  fonction  des  différentielles  successives  de  x   et  de  y,  nousre- 
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marquerons  qu'elle  est  la  dérivée  première  de  y',  et  qu'elle  est  égale  au 
rapport  — ^  ;  comme  le  numérateur  est  la  différentielle  de  y',  c'est-à- 
dire  la  différentielle  du  quotient  -^,  nous  aurons,  d'après  la  règle  de 
différentiation  d'un  quotient  (n°  159), 

,   ,       dx  (I  y  —  dxj  d  X , 

^y  =     V  - — 

nous  en  déduirons 

g  c/y  ' dxd  y  —  dydx 

nous  formerons  de  même  les  expressions  des  dérivées  successives 
y"  =  -JL. ,     ...     au  moyen  des  différentielles  de  y  et  de  x  et  nous 

les  remplacerons  dans  l'expressioh  proposée. 

Considérons  par  exemple  l'expression  suivante,   qui  représente, 
comme  nous  le  verrons,  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane; 


3 


n  — ^ 1 

y 

calculée  en  considérant  x  comme  variable  indépendante;  en  intro- 
duisant les  différentielles  et  remplaçant  y'  et  y"  par  les  valeurs 
trouvées  précédemment,  on  a 


kJ 


4+/'^Vl^ 


] 


dx  I  ]     __      [dx^-\-dy'^Y 
dxd? y  — dyd^x        dx  d^y  —  dy  d^x 
~dx^ 

Lorsque  l'on  a  ainsi  introduit  dans  une  expression  les  différen- 
tielles des  différentes  quantités  qui  y  entrent,  si  l'on  veut  particulariser 
dans  un  cas  donné  la  variable  indépendante  et  mettre  en  évidence  les 
dérivées  par  rapport  à  cette  variable,  il  suffit  d'exprimer  les  différen- 
tielles au  moyen  des  dérivées.  Si  par  exemple  la  variable  choisie  est 
désignée  par  l,  on  remplace  les  différentielles  par  leurs  valeurs 
dx  =  x'i  dt,    c/*x  =  Xtt  dl^,    et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  l'expression,  précédente  de  R  devient,  après  intro- 
VoGT.  -—  Math.  sup.  r* 


^ 
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duction  des  dérivées  par  rapport  k  t  et  suppression  du  facteur  commun 
dt^  au  numérateur  et  au  dénominateur 

xy  —  y'x' 

170.  Il  arrive  quelquefois  que  les  quantités  x,  y,  z,  ...  sont 
liées  à  d'autres  variables  par  des  relations  connues  ;  supposons  par 
exemple  que  Ton  fasse  sur  x  et  y  la  transformation  des  coordonnées 
cartésiennes  en  coordonnées  polaires  (n°  80),  définie  par  les  relations 

j:  =  p  cos  Ô ,  1/  =  p  sin  6  ; 

en  différentiant  les  deux  membres,  sans  spécifier  la  variable  indépendante, 
nous  aurons 


(9) 


(iO) 


dx  =  dp  cos  0  —  p  sin  6  t/ô , 
dy  =  c/p  sin  ô  -4-  p  cos  6  dd , 

d^x  =  c/^p  cos  6  —  2dp  c/ô  sin  6  —  p  cos  ô  f/ô  —  p  sin  6  c/*6  , 
d  y  =  d^çi  sin  6  -+-  2  Jp  c/Ô  cos  6  —  p  sin  Ô  J6*  -^  p  cos  G  d^^ , 


et  ainsi  de  suite  ;  nous  remplacerons  alors  dx,  dy,  .  .  .  par  ces  valeurs 
et  nous  obtiendrons  une  expression  formée  au  moyen  de  p,  ô  et  de 
leurs  différentielles  ;  il  suffira  de  fixer  après  coup  la  variable  indépen- 
dante. 

Par  exemple,  l'expression  donnant  le  carré  de  la  difl'érentielle  de 
Tare  d'une  courbe  plane  est  (n°  16i) 

ds^  =  dx^  -h  dy^  ; 

pour  former  son  expression  en  coordonnées  polaires,  nous  remplacerons 
dx  et  dy    par  leurs  valeurs  (9),  et  nous  aurons 

ds^  rr=  (/p2  H-  p2  J6«  ; 

par  un  calcul  analogue,  la  quantité  R  du  n°  précédent  deviendra  en 
coordonnées  polaires, 


R---. 


\         l  I  / 


fhlb'  -f-  2dfdf)  —  p^'^p  f/O  -h  p  c/p  d^  ' 


r^ 
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si  Ton  particularise  la  nouvelle  variable  indépendante  et  si  on  la  prend 
égale  à  6 ,  p  est  une  fonction  de  cette  variable,  et  les  différentielles  de 
p    doivent  être   remplacées  par      Jp  =  p'r/ô ,       d  ç,  =  p"(/ô*,       tandis 

A 

que   d  0    est  nul  ;  on  a  ainsi 


p     -h-p      pp 


171.  Deuxième  problème.  —  Soit  V  une  fonction  de  plusieurs 
variables  indépendantes,  par  exemple,  de  x  et  de  y,  et  F  une  expres- 
sion renfermant  les  dérivées  partielles  de  V  par  rapport  à  ces  variables  ; 
nous  allons  chercher  ce  que  devient  cette  expression  lorsqu'on  remplace 
X  et  y  par  d'autres  variables  indépendantes  ;  nous  prendrons  comme 
exemple  la  transformation  des  coordonnées  cartésiennes  en  coordonnées 
polaires. 

Nous  allons  former  les  relations  qui  existent  entre  les  dérivées 
partielles  de  V  par  rapport  aux  anciennes  et  aux  nouvelles  variables; 
écrivons  la  valeur  de  la  différentielle  totale  de  V  dans  les  deux  cas  ; 
nous  aurons 

Dx  ôy     "^        ()p     ^        ôô 

remplaçons  dx  et  dy   par  leurs  valeurs  (9)  ;  nous  obtiendrons 

-î^  (  Jp  cos  0  —  p  sin  0  c/Ô)  ^- "-- (f/p  sin  0  H- p  cos  6  Je)  = -^  Jp -h -^  c/ô  ; 

bx  ^  ^  by  ^  ^  ^  ^       ôp  ôO 

c'est  une  identité  par  rapport  aux  différentielles  indépendantes  dp  et 
(/G  ;  en  égalant  les  coefficients  de  ces  différentielles  dans  les  deux 
membres,  nous  aurons 

—    cos  0  H sm  6  =  — —  , 

Ox  Oy  op 

(11)  { 

—  -  -  p  sm  0  -h  - —  p  cos  0  =  — . 
<)x  ^  by  M 

Ces  relations,  que  nous  aurions  pu  écrire  immédiatement  en  partant 
des  fonnules  (5),  nous  donneront  les  valeurs  de   —   et   —   en  fonc- 

tion  de   — —   et  - — • 

ôp  ôô 
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Nous  formerons  de  même  la  différentielle  totale  seconde   rf*V,   mais 

en  considérant    p    et    0    comme  variables  indépendantes  et  a;  et  y 

comme  fonctions  de  ces  variables  dont  les  différentielles  sont  données 

par  (9)  et  (iO);  en  séparant  les  termes  en   r/p*,   </p</ô    et   c/6*,   nous  en 

déduirons  des  relations  entre  les  dérivées  secondes  et  nous  en  tirerons 

^iy        ^2v       ô2V  ^       ..        ,       ô2V       ôv*       Ô^V, 


les  valeurs  de 


-  -     en  fonction  de   -— — - 
01/ 2  ôp* 


bx^      ôxôy      ÔI/2  '     ôp*       ôpôô       06* 

et  ainsi  de  suite.  Nous  n'aurons  plus  qu'à  remplacer  dans  l'expression 

donnée    F    les  anciennes  dérivées  par  les  valeurs  trouvées. 

Comme  application  des  formules  (ii),  on  peut  vérifier  que  la  somme 


i^) 


se  transforme  en 


ôp 


*?• 


'M 

7 


172.  Théorème  d'Euler  sur  les  foDctions  homogènes.  —  On  re- 
connaît qu'une  fonction  f(x,  y,  z)  est  homogène  et  de  degré  m 
(n°  62)  si  Ton  a  identiquement 

f{kx,  ky,  kz)  =  k^f{x,  y,  z). 

Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  /f  ;  le  premier 
membre  est  une  fonction  composée  de  la  forme  f[u,  v,  w),  les  compo- 
santes étant 

u  =  kxy  V  =  ky,  w  =  kz  ; 

elle  a  pour  dérivée  (Théorème  III,  n°  166) 

fLu'k  -f-  fvv'k  -f-  f>'k  =  xf/ca:  H-  yfiy  -h  zfi,  ; 

le  second  membre  a  pour  dérivée 

mk^-'f{x,  y,  z). 

En  égalant  les  dérivées,  et  faisant  ensuite  k=  i ,  on  arrive  à  la 
formule 

^Ax  -+-  yfy  H-  !^fz  =  mf[x,  y,  z), 

qui  constitue  le  théorème  d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes. 


i 


CHAPITRE  IX 


FORMULE  DE  TATLOR  POUR  LES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 


173.  Développement  de  f{x  -{-hy  y  ~\-  k).  —  Nous  allons  géné- 
raliser la  formule  de  Taylor  (n°  136)  pour  une  fonction  de  deux  variables 
X  et  y;  le  raisonnement  s'étendrait  immédiatement  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  ;  nous  allons  développer  l'expression 
f{x-\-hy  y -\- k)    suivant  les  puissances  des  accroissements  h  et    k. 

Considérons  la  fonction  suivante  de  la  variable  auxiliaire    t, 

Y{()=f{x-hhl,y-hkl), 
et  appliquons-lui  la  formule  de  Maclaurin  (n°  137)  : 

F{1)  =  F(0)  -f- 1  F'(0)  ■+-  -f-  F'(0)  -f-   ■  •  •   +  -r-^ F<»)(0) 

1  \    .   ma  l>aS.../i 


rn  +  i 


1.2    ...    [n-\-\) 


?<-^^'\U)  ; 


F  est  une  fonction  composée  que  Ton  peut  écrire  sous  la  forme 
F(/)  =  f[u,  r),  en  posant  u  =  x-\-ht,  v  =  y -hkl  ;  sa  dérivée  pre- 
mière par  rapport  à   t   est  (n°  166) 

Y'{t)=fy,-hnv\=hfi-^kr,; 

sa  dérivée  seconde  est 

F'it) = h[hf:.  ^  kfi)  -f-  kihf:,  -4-  kfi.)  =  h^f:. + 2hkf:,  h-  /c-^/;;  ; 

on  calculerait  de  même  les  suivantes,  et  Ton  constaterait  que  leurs 
valeurs  sont  analogues  aux  développements  fournis  par  la  formule  du 
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binôme;  on  montrerait  que  cette  remarque  s'applique  aux  dérivées  de 
tous  les  ordres  par  un  raisonnement  identique  à  celui  du  n**  168;  on 
peut  donc  écrire  symboliquement 

en  convenant  de  développer  le  second  membre  suivant  la  formule  du 
binôme,   et  de  remplacer  dans  le  développement  un  produit  tel  que 

[fLYiflY-"    par   /'<^)„_,. 

U       V 

En  faisant   <  =  0  dans  les  dérivées  successives,    u    et   u   devien- 
nent égaux  à  X  et  2/  ;  l'on  a  alors  pour  le  développement  de   ¥[t) 

,  Faisons  enfin    /  ==  1     dans  cette   formule,  nous  obtiendrons  le 
résultat  cherché 

pour  calculer  le  dernier  terme,  on  prend  les  dérivées  d'ordre  n-\-\  de 
f[x,  y)  par  rapport  h  x  et  k  y  telles  qu'elles  sont  indiquées  dans  le 
développement  de  la  puissance  symbolique  {hfx-{-  kfyY'*'^^\  et  l'on 
remplace  dans  le  résultat  x   par   orH-O/i,    et  y    par  y-h^k. 

De  cette  formule  de  Taylor  on  pourrait  déduire  une  formule  de 
Maclaurin  donnant  le  développement  de  /'(X,Y)  suivant  les  puissances 
de  X  et  de  Y;  on  ferait  dans  la  formule  précédente  x=^0yy=0y 
X  -f-  ^  =  A  =  X    et  1/  -+-  /t  =  A:  =  Y . 

174.  Remarque  I.  —  Si  f(x,  y)  est  un  polynôme  d'ordre  n,  ses 
dérivées  partielles  d'ordre  n  n-  \  sont  toutes  nulles,  et  les  seconds  mem- 
bres de  la  formule  de  Taylor  et  de  celle  de  Maclaurin  sont  limités  aux 
termes  de  degré    n,   sans  terme  complémentaire. 

Comme  application,  considérons  le  polynôme  du  second  degré 

f(x,  y)  =  Ax2  -4-  2Bxy  +  C^^  -h  2])x  -h2Ey-hF, 
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et   formons  le  développement  de     f{x-\-h,y-\-ff)     d'après   la  for- 
mule (1);  nous  avons 

/•.x  -^h,y  +  k)=  fix,  y)  +  hf.  +  kf,  + 1  ( AY:.  ^-  2kkr^  +  fty;.)  ; 
mais  les  dérivées  secondes  de   f  ont  pour  valeurs 

nous  avons  par  suite 

f{x  -\-h,y-h  k)  =  fix,  y)  -+-  hf'^  4-  kf'y  -h  AA*  -+  2BA/t  -h  C/c* . 

Remarque  II.  —  Les  considérations  du  n**  138  s'étendent  aux 
fonctions  de  plusieurs  variables;  si  A  et  /c  sont  des  quantités  très 
petites,  on  obtient  une  valeur  approchée  de  f[x  -\-  h,  y  -h  k)  — f(x,  y) 
en  prenant -au  second  membre  de  la  formule  (1)  les  termes  dont  le 
degré  en  A  et  k  ne  dépasse  pas  un  nombre  arbitrairement  choisi, 
ordinairement  1  ou  2,  et  négligeant  les  suivants.  En  faisant  n  égal  à 
ce  nombre,  on  déduit  du  terme  complémentaire  une  limite  de  Terreur 
commise. 

Lorsque  Ton  a  dans  un  terme  la  somme  ou  le  produit  de  fonctions 
d'une  seule  variable,  on  se  contente  souvent  des  premiers  termes  des 
développements  en  série  de  ces  fonctions  obtenues  par  les  méthodes  du 
chapitre  V. 

175.  Calcul  des  erreups.  —  Lorsqu'on  substitue  à  im  nombre 
exact  a  une  valeur  approchée  a',  on  appelle  erreur  du  nombre  approché 
a'  la  différence  entre  ce  nombre  et  le  nombre  a  ;  en  la  désignant  par 
S'/ ,  on  a 

Ba  =  a'  —  a ,        d'où        a'  =  a-h^a: 

si  Terreur  est  positive,   a'   est  approché  par  excès;  si  elle  est  négative, 
a'    est  approché  par  défaut. 

H  arrive  souvent,  surtout  dans  les  mesures  expérimentales  des 
grandeurs,  que  le  nombre  exact  a  est  inconnu,  ainsi  que  la  gran- 
deur et  le  sens  de  Terreur  commise  ;  on  connaît  seulement  la  valeur 
approchée  a'  et  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  Terreur 
Ba;  si  cette  limite  est  représentée  par  A«,  on  est  certain  que  |  a'  —  a  \ 
est  inférieur  à   \a,   et  Ton  peut  affirmer  que  le  nombre  exact  a  est 
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compris  entre  a'  —  La  et  a'  -+-  Aa;  on  dit  qu'alors  a!  est  une  valeur 
approchée  de    a    à    Aa    près. 

Par  exemple,  si  une  longueur  est  trouvée  égale  à  0°*,527  à  2""  près,  la 
valeur  exacte  est  comprise  entre  0°*,525  et  0™,529. 

176.  Premier  problème.  —  Dans  les  calculs  effectués  sur  des 
nombres  approchés,  on  a  à  résoudre  deux  problèmes  fondamentaux  ;  le 
premier  est  le  suivant  : 

Déterminer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  avec  laquelle  on 
peut  obtenir  le  résultat  d'une  formule  numérique,  dans  laquelle  les 
données  ne  sont  qu'approchées,  connaissant  les  limites  supérieures 
des  erreurs  qui  affectent  ces  données. 

Soit 

^=f(a,b,c) 

une  formule  donnant  la  valeur  d'un  nombre  N  au  moyen  des  valeurs 
de  nombres  exacts  a,  h,  c;  supposons  que  l'on  substitue  à  ces  nombres 
des  valeurs  approchées 

a'  =  a-\-la^  b'  =  b-\-Bb,  c'=:c-\-Bc, 

et  qu'on  calcule  un  nombre   N'  par  la  formule 

Terreur  commise  en  prenant  N'  comme  valeur  approchée  de  N  est 
N'  —  N  ;    nous  nous  proposons  de  calculer  sa  limite  supérieure. 

En  employant  la  formule  de  Taylor  (1)  réduite  à  deux  termes  et 
analogue  à  la  formule  des  accroissements  finis,  on  a  pour  valeur  de 
N'  — N   la  quantité 

(2)  f[a^la,  b-hBb,  c-hBc)—f(a,  b,  c)=Bafâ{a-hbha,  6+ÔS6,  c-f-6ôc) 

-}-86/*i(a-+-ôSa,    .  .  .  ) -hSc/';(a -hGSa,    ...); 

on  ne  connaît  ni  Ba,  hb,  Bc,  ni  6;  on  ne  connaît  que  des  limites  supé- 
rieures Aa,  A6,  Ac  des  valeurs  absolues  des  erreurs  dont  sont  affectés 
a',b',c';  de  plus,  on  peut  affirmer  que  a-f-6  8a  est  compris  entre 
a  —  Aa   et  a  +  Aa,    et  de  même  des  autres. 

Pour   obtenir  une   limite  supérieure    de    la  valeur   absolue   du 
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deuxième  membre,  on  commence  par  chercher  la  plus  grande  valeur 
absolue  des  dérivées  fâ,  fb,  fe  lorsque  a,b,c  varient  dans  les  inter- 
valles (a  —  Aa,  a-+-Aa),  (6  —  A6,  6-f-A6),  (c  —  Ac,  ch-Ac)  ou 
bien  dans  d'autres  plus  faciles  à  évaluer  comprenant  les  précédents; 
ordinairement,  on  arrondit  les  nombres  donnés  dans  un  sens  tel  que 
les  dérivées  fay  f'b,  fc  ne  puissent  qu'augmenter  en  valeur  absolue  ;  on 
multiplie  ensuite  les  résultats  par  Aa,  A6^  Ac  et  Ton  fait  la  somme  des 
valeurs  absolues  des  résultats. 

On  écrit  souvent  la  formule  précédente  sous  la  forme 

(3)  AN=|  fa  |Aa+|. /"i  |A6^|  f'c  |  Ac 

et  Ton  prend  les  valeurs  approchées  par  excès  des  dérivées  pour  les 
valeurs  connues  a',  b',  c'  des  variables  ou  pour  des  valeurs  s'en  écar- 
tant peu  ;  on  a  ainsi  une  valeur  de  AN  toujours  suffisante  dans  la  pra- 
tique ;  la  formule  (3)  rappelle  celle  de  la  différentielle  d'une  fonction 
composée  (n"  165),  mais  il  faut  remarquer  que  l'on  doit  toujours,  dans  le 
cas  actuel,  ajouter  les  valeurs  absolues  des  termes  qui  composent  le 
second  membre.  Si  l'on  considère  par  exemple  une  somme,  im  produit, 
un  quotient  ou  une  racine  carrée  de  nombres  positifs,  on  écrit 

(4)  A(a  ii=  6  =b  c)  =  Aa  -h  Aé  -I-  Ac, 

(5)  \ab  =  b^a-\-a\b, 

(6)  Af  =  lAa  +  AA6, 

_  \ 

(7)  Ai/a  =  —^^a. 

11  faut  de  plus  observer  que  dans  le  calcul  effectif  du  nombre  N' 
au  moyen  des  nombres  approchés  a',  b',  c'y  on  ne  conserve  pas  tous 
les  chiffres  décimaux  ;  la  suppression  de  ceux  qui  dépassent  un  certain 
rang  constitue  une  nouvelle  erreur  qui  s'ajoute  à  la  première. 

Exemple,  —  Calculer  le  rayon  R  d'un  cercle  dont  on  donne  la 
surface  S;  on  connaît  la  valeur  de  cette  surface  S' =  123™^,57   à  l'*"i 

près,  et  l'on  prend  comme  valeur  de  tu  le  nombre  it'  =  3,1416  à 

1 0  UUU 
près. 
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/s 

La  formule  qui  donne  le  rayon  est    R  =  1/  —  ;     nous  avons  à 

effectuer  un  quotient,  suivi  d'une  racine  carrée.  Considérons  d'abord 

S  S' 

le  quotient  —   que  nous  remplaçons  par  —7;    d'après  la  formule  (6), 

Terreur  sur  ce  quotient  est 

arrondissons  dans  le  second  membre  les  valeurs  de  S  et  de  tu;  sub- 
stituons à  la  première  le  nombre  plus  grand  150  et  à  la  seconde,  le 
nombre  plus  petit  3  ;  ce  second  membre  ne  peut  qu'augmenter  ;  nous 
obtenons  de  cette  façon  pour  sa  limite  supérieure  la  valeur 


1      i         iSO 
3    100         9 

1            15            5 

1  000       3  000       1  000 

Divisons  S'  par  7:'  et  conservons  trois  chiffres  décimaux,  ce  qui 
donne  comme  résultat  39,333  ;  la  suppression  des  chiffres  décimaux 
suivants  nous  fournit  une  nouvelle  erreur  inférieure  à  un  millième  ; 
l'erreur  totale  est  donc  inférieure  à  6  millièmes. 

Prenons  maintenant  la  racine  carrée  du  nombre  39,333  ;  d'après 
la  formule  (7),  l'erreur  de  la  racine  sera 

AR  =  — i— -A^  • 


V!  " 


en  prenant  sous  le  radical  le  nombre  36    à  la  place  de   —  »    on  voit  que 

TZ 
l'A  II 

le  second  membre  a  pour  limite  supérieure  -nr'-rKKK  ^^  T  Tââ77' 

IJ     1  UUu  â     1  UUU 

si  de  plus  on  calcule  v^39,333    avec  4  chiffres  décimaux,  la  nouvelle 

{ 
erreur  commise  est  inférieure  à  î    Terreur  totale  est  donc  infé- 

10  000 

rieure  à 

11.1  6 


2    1000        10  000       10  000 

La  racine  ainsi  calculée  étant  6,2716,  on  voit  que   R  est  compris 
entre   6,2710  et  6,2722. 
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177.  Deuxième  problème.  —  Les  données  d'-un  calcul  numérique 
étant  entièrement  connues  ou  susceptibles  d'être  déterminées  avec 
autant  de  décimales  que  Von  veut,  6n  demande  le  nombre  de  décimales 
quil  suffit  de  conserver  dans  ces  données  pour  que  Verreur  du  résultat 
du  calcul  effectué  avec  les  valeurs  approchées  soit  inférieure  à  un 
nombre  donné. 

Ordinairement,  on  demande  que  le  résultat  du  calcul  soit  obtenu 
avec  une  erreur  inférieure  à  une  unité  d'un  certain  ordre  décimal. 
Comme  nous  Tavons  déjà  remarqué,  cette  erreur  se  compose  de  deux 
parties  qui  s'ajoutent  généralement.  Tune  provenant  de  la  substitution 
de  nombres  approchés  aux  données  exactes,  fautre  provenant  de  la  sup- 
pression des  chiffres  décimaux  dépassant  un  certain  rang  dans  les  résul- 
tats des  calculs  successifs  ;  si  nous  appelons  respectivement  AiN  et 
A2N  les  limites  supérieures  de  ces  erreurs,  nous  devons  choisir  ces 
limites  de  façon  que  leur  somme  soit  inférieure  au  nombre  donné. 

La  première  partie  AjN  est  fournie  par  la  formule  (3)  ;  cette  for- 
mule permet,  lorsqu'on  se  donne  A,N,  de  déterminer  les  limites  supé- 
rieures Aa,  \bj  Ac  des  erreurs  dont  peuvent  être  affectées  les  données; 
pratiquement,  on  arrondit  les  données  a,  b,c  de  façon  à  augmenter 
les  valeurs  absolues  des  dérivées  qui  entrent  au  second  membre  de  la 
formule.  Lorsqu'on  a  ainsi  trouvé  Aa,  A6,  Ac,  on  opère  avec  les  va- 
leurs approchées  a',b',c'  différant  de  a,b,c  de  moins  de  ces  quan- 
tités, et  Ton  conserve  dans  les  résultats  assez  de  chiffres  décimaux  pour 
que  la  nouvelle  erreur  soit  inférieure  à  la  seconde  limite    A2N. 

Ordinairement,  on  décompose  le  calcul  total  en  une  suite  de  calculs 
simples  portant  soit  sur  une  somme,  soit  sur  un  produit  ou  un  quotient 
de  deux  nombres,  soit  sur  la  racine  d'un  nombre  ;  on  emploie  alors  pour 
chacun  de  ces  calculs  les  formules  (4),  (5),  (6)  et  (7). 

Exemple.  —  Soit  à  calculer  à  un  centième  près  le  nombre 


V^ 


N  =  .  /\/34V5 


N  est  d'abord  la  racine  d'un  nombre  que  nous  désignerons  par  a  ;  nous 
décomposerons  l'erreur  totale  AN  en  deux  parties  AjN  et  A2N  chacune 
égale  à  un  demi-centième  et  nous  emploierons  la  formule  (7)  en  prenant 
le  premier  membre  égal  à   AiN  ;    un  calcul  grossier  montre  que  a    est 
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un  peu  supérieur  à    1  ;   par  suite,  — -=.  est  inférieur  à  —  »    et  il  suffît 

2v/a  ^ 

alors  de  prendre    —  Aa  =  —  •  -rr^  ou   Aa  = 


2  2    100  100 

Ensuite    a    est  un  quotient  ;  appelons    h   le  numérateur  et   c   le 

dénominateur  ;  nous  poserons  ^^a  et   L^   égaux  à  un  demi-centième 

et  nous  emploierons  la  formule  (6),  qui  devient  dans  le  cas  actuel, 

Aja  =  —  Aé  H — r  Ac  ; 

comme   c   est  supérieur  à    3    et  6    inférieur  à  4,    le  second  membre 

1  4 

est  inférieur  à   —  A6  -h  —  Ac,     et  en  prenant     Ai     et     Ac     égaux  à 

2  millièmes,  nous  sommes  certains  que  le  second  membre  est  inférieur  à 
un  demi-centième. 

Nous  sommes  conduits  de  cette  façon  à  prendre  pour  v^3  et  v^d 
des  valeurs  approchées  à  1  millième  près,  afin  que  leur  somme  soit 
approchée  à  2  millièmes  ;  nous  prendrons  alors  pour  ces  radicaux  les 
valeurs  1,732  et  2,236;  là  somme  de  ces  valeurs  approchées,  que 
nous  désignerons  par  h\  est  3,968.  Nous  prendrons  ensuite  c,  c'est- 
à-dire  ir,  avec  3  chiffres  décimaux  exacts,  et  la  valeur  approchée  de   c 

sera    c'  =  3,141.   Avec  ces  données,  nous  calculerons  le  quotient   — : 

c 

avec  trois  chiffres  décimaux  ;  nous  serons  certains  de  cette  façon  que 
Terreur  ^la  provenant  de  la  suppression  des  chiffres  suivants  sera 
inférieure  à  un  demi-centième  ;  nous  ancrons  ainsi  a' =  1,263. 

Nous  calculerons  enfin  la  racine  carrée  de  ce  nombre  d  avec  trois 
chiffres  décimaux  ;  nous  serons  assurés  de  cette  façon  que  A2N  est 
inférieur  à  1  millième;  nous  trouvons  ainsi  N' =  1,123.  Si  nous  sup- 
primons le  dernier  chiffre    3,   nous  commettons  une   erreur  égale  à 

3  millièmes;  en  l'ajoutant  aux  précédentes  dont  les  limites  AiN 
et  A2N  ont  pour  valeurs  1  demi-centième  et  1  millième,  nous  avons 
une  somme  égale  à  9  millièmes  ;  nous  voyons  bien  que  AN  est  infé- 
rieur à  1  centième;  finalement,  le  résultat  cherché  est  1,12  à  1  cen- 
tième près. 


CHAPITRE  X 


MAXIMÂ  ET  MINIMÂ 


i78.  Maxiina  et  mlnima  d*ane  fonction  d'une  variable.  —  Nous 
avons  montré  dans  le  chapitre  II  comment  la  recherche  des  maxima  et 
minima  d'une  fonction  f{x)  résulte  de  l'étude  de  la  dérivée  de  cette 
fonction  ;  nous  allons  montrer  qu'elle  peut  se  faire  aussi  au  moyen  de 
la  formule  de  Taylor  dans  tout  intervalle  où  cette  formule  est  applicable. 

Nous  avons  dit  que  la  fonction  f{x)  passe  par  un  maximum  pour 
x  =  Xo  si  /(jco)  est  supérieur  aux  valeurs  voisines  /"( Jq  -^  h)  pour 
les  valeurs  de  h  positives  ou  négatives  suffisamment  petites  en  valeur 
absolue  ;  elle  passe  par  un  minimum  si  /"(xq)  est  inférieur  à  /*(xo  -h  h) 
dans  les  mêmes  conditions.  Écrivons  la  formule  de  Taylor 

f[x, -h h)- f{x„)  =  hf'{x,)  4- -j^ /-'(xo)  +    •  •  •    ; 

pour  h  très  petit,  le  second  membre  a  le  signe  de  son  premier  terme  ; 
si  /"'(Jo)  n'est  pas  nul,  ce  terme  est  tantôt  positif,  tantôt  négatif,  sui- 
vant le  signe  de  h,  le  premier  membre  n'a  pas  un  signe  constant,  et 
il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  pour  Xq  .  Nous  arrivons  ainsi  à  cette 
conclusion  qu'il  ne  peut  y  avoir  maximum  ou  minimum  pour  x  =  Xq 
que  si  cette  valeur  annule  la  dérivée  f'[x)  ;  nous  sommes  amenés  à 
chercher  les  racines  de  l'équation  f'{x)  =  0. 

Soit  Xo  une  de  ces  racines;  en  général,  /""(xq)  est  différent  de  zéro; 
si  cela  a  lieu,  le  second  membre  a  toujours  pour  h  très  petit  le  signe 
de  fixo)  puisque  A*  est  positif  ;  par  suite,  si  la  dérivée  /""(xq)  est  né- 
gative, on  a,  quel  que  soit  le  signe  de  la  quantité  suffisamment  petite  A, 

/•(xo-f-A)</'(xo), 
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et  il  y  a  maximum  pour    Xq  ;    si  au  contraire    /""(xq)    est  positive,  on 

a  l'inégalité 

fixo-hh)>f{xo). 

et  il  y  a  minimum  pour    Xq  . 

Il  peut  arriver  que  Xq,  racine  de  Téquation  /''(x)=0,  annule 
la  dérivée  seconde  f'ix)  ;  supposons  en  général  qu'elle  annule  les 
dérivées  jusqu'à  /*^"~*^(x)  et  n'annule  pas  f^'*\x)  ;  par  des  raisonne- 
ments analogues  aux  précédents,  on  verrait  que  si  n  est  impair,  il  n'y 
a  ni  maximum  ni  minimum  pour  Xq  ;  si  n  est  pair,  et  si  f^'*Hx^i)  est 
négative,  il  y  a  maximum  pour  Xq  ;  si  au  contraire  /*^"^(xo)  est  positive, 
il  y  a  minimum  pour  Xq. 

179.  Maxlma  et  mlnlraa  d*une  fonction  de  plusieurs  variables. 

—  Les  mêmes  considérations  s'appliquent  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables  dans  les  intervalles  où  la  formule  de  Taylor  est  applicable. 

Considérons  une  fonction  de  deux  variables  f(x ,  y)  ;  on  dit 
qu'elle  passe  par  un  maximum  pour    (xq,  yo)   si  l'on  a 

fi^o,  yo)  >  f[^ -^h,   yo-hk), 

pour  h    et    k  suffisamment  petits,  aussi  bien  positifs  que  négatifs  ;  on 
dit  qu'elle  passe  par  un  minimum  pour  les  mêmes  valeurs  si  l'on  a 

f{xQ ,  yo)  <  f{xo  -h  /i,    yo-hk) 

dans  les  mêmes  conditions. 

Écrivons  la  formule  de  Taylor  (n°  173)  : 

f(xo  -hh,yo-hk)  —  f{xo ,  yo)  =  hfl^  -+-  kf;^ 

1 


1.2 


m:,.^2hkf:^.^^k%\.) 


pour  h  et  A*  très  petits,  le  second  membre  a  le  signe  de  l'ensemble 
de  ses  termes  de  plus  bas  degré  ;  si  fj^^  et  fy^  ne  sont  pas  tous  les 
deux  nuls,  la  somme  ^/jî^  -\-  kfy^  a  des  signes  contraires  lorsque  Ton 
donne  à  A  et  k  des  systèmes  de  valeurs  de  signes  contraires,  par 
conséquent  le  second  membre  n'a  pas  un  signe  constant,  il  ne  peut  y 
avoir  ni  maximum  ni  minimum;  nous  pouvons  donc  énoncer  ce  résultat. 

Pour  qu'une  fonclion     f[x,  y)    passe  par  un  maximum  ou   un 
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minimum  pour  un  système  de  valeurs  Xq,  j/o.«  *^  A'w^  que  ces  valeurs 
annulent  les  deux  dérivées  du  premier  ordre,  c*est'à-dire  satisfassent 
aux  équations 

f-  =  o,       /•;^o. 

En  résolvant  ces  équations,  on  aura  un  ou  plusieurs  couples  de 
valeurs  tels  que  (xq,  yo),  mais  à  chacun  d'eux  ne  correspond  pas 
toujours  un  maximum  ou  un  minimum;  pour  le  reconnaître,  considérons 
la  formule  de  Taylor  qui  prend  alors  la  forme 

( i)  /(xo + A , y, -H A) - f{xo , y,) = I ( ay;.. + 2hkr.^, + k%:,)  +  • . . 

et  supposons  que  les  trois  dérivées  du  second  ordre  ne  soient  pas  nulles 
en  même  temps  pour  (xq,  y^  ;  le  second  membre  a  le  signe  des  termes 
du  second  degré  pour  ^  et  A;  très  petits,  c'est-à-dire  le  signe  du 
trinôme 


(2)  (-|-)Vx..  +  2A/;'^^  +  /; 


n 


Si  ce  trinôme  a  ses  racines  réelles,  c'est-à-dire  si  /ÏJy^  —  A*/?o«  >  ^  » 
il  est  tantôt  positif,  tantôt  négatif  suivant  que  la  valeur  de  -  -  est  com- 
prise ou  non  entre  les  racines  ;  par  suite  le  premier  membre  de  (l)  n'a 
pas  un  signe  constant  et  là  fonction  f[xyy)  n'  a  ni  maximum  ni  mi- 
nimum pour  le  système  (xci/o)-  Si  le  trinôme  (2)  a  ses  racines  imagi- 
naires, c'est-à-dire  si  Z*,^^  —  AV/Zo*  <^  ^  »  ^^  ^  toujours  le  signe  de  son 
premier  terme,  c'est-à-dire  celui  de  /*J^t  ;  on  voit  alors  que  si  ce 
coefficient  est  négatif,  le  premier  membre  de  (i)  est  toujours  négatif 
pour  les  différentes  valeurs  suffisamment  petites  de  h  et  k,  et  f[x,  y) 
passe  par  un  maximum  pour  le  système  (aro,  ^o)  ;  si,  au  contraire,  fi^t 
est  positif,  le  premier  membre  de  (1)  est  toujours  positif  dans  les  mêmes 
conditions,  et  f[x,y)  passe  par  un  minimum  pour  le  système  (j^q,  t/o). 

Lorsque  les  racines  du  trinôme  (2)  sont  égales,  ou  lorsque  Xo,yo 
annulent  les  trois  dérivées  secondes  de  f[x,  y),  il  est  nécessaire  de 
considérer  dans  la  formule  de  Taylor  les  termes  qui  suivent  ceux  du 
second  degré,  mais  nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  de  cette  re- 
cherche. 
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180.  Remarque.  —  Les  deux  équations 

fL=(i,       /•;=o 

expriment  ce  fait  que  la  différentielle  totale  f^  dx  -h  fy  dy  de  la  fonc- 
tion donnée  est  identiquement  nulle  ;  et  réciproquement,  lorsqu'on  annule 
la  différentielle  totale  de  f{x,y)y  cela  revient  à  écrire  que  les  dérivées 
partielles  de  cette  fonction  sont  nulles  séparément.  Cette  remarque  est 
utile  lorsque  f  est  une  fonction  composée  ou  bien  lorsqu'elle  dépend 
d'autres  variables  liées  aux  premières  par  des  équations  données  ;  le 
calcul  de  la  différentielle  totale  est  alors  souvent  plus  simple  que  celui 
des  dérivées  partielles. 

Exemple.  —  Soit  à  trouver  le  maximum  d'un  produit 

f=xyz 

de  trois  facteurs  dont  la  somme  est  constante  et  positive  et  a  pour 

valeur 

x-^y  -h z  =  a; 

si  nous  tirons  z  de  la  dernière  équation,  et  si  nous  portons  dans  /  la 
valeur  obtenue,  nous  avons  la  fonction  de  deux  variables  indépendantes 

f=xy{a  —  x  —  y) 

dont  nous  devons  trouver  le  maximum  ou  le  minimum. 

En  annulant  les  dérivées   fx  et  fy,   nous  avons  les  deux  équations 


fL-y{a      X 

y)      xy—0, 

/"y      x{a  —  x~ 

y)      xy-Q, 

qui  ont  comme  solutions 

2.    x-y-0, 

3**    X  =  0,y  =^a, 
Les  dérivées  secondes  sont 


4°     X  =  a,   y  =  ^ 


/:•= 


'-y. 


f'^,  =  a-2x-2y,  ^.  =  -2x; 


a 


la  première  solution    x  =  y  =  ~     donne  à  ces  dérivées  les  valeurs 


2a_ 
3 


a 
3 


2a 


l^  7    de  sorte  que  Plr,  —  fx4L*  ^st  égal  à  —  ^ 


MAXEMA    ET   MIMMA 

et  est  négatif;  fî^%  est  aussi  négatiT;  la  Ton cti on  passe 
maximum  ;  remarquons  que  dans  ce  cas,  on  a  x  =  ^  =  : 
trois  Tacteursdu  produit  sont  égaux. 

Les  autres  solutions  rendent  /ï',,  —  A',t/?1.*  positif,  t 
pas  lieu  h,  un  maximum  ou  à  un  minimum. 

En  utilisant  la  remarque  que  nous  avons  faite  sur  la 
totale,  nous  serions  arrivés  plus  rapidement  anx  valeurs  d. 
annulant  les  dérivées  premières  ;  nous  avons  en  elTet,  quel 
nature  de  x,  y,  %, 

df=:  yz  dx  +  zxdy  +  xy  dz  ; 

d'autre  part,  la  somme  x  +  y  +  z  étant  constante,  a  une 
totale  nulle,  ce  qui  donne 

dx-\-dy  +  dz  =  0; 

en  éliminant  dz  entre  les  deux  relations  précédentes,  noi 

<//"=  Cv=  —  ^y)''-'  +  (=-p  —  ^)<'i'- 
Il  suflit  d'écrire  que     df    est  identiquement  nulle 
que  les  coefficients  de  dx  et  de  dy  sont  nuls  séparément, 
les  deux  équations 

yz  —  xy=0,  zx  —  xy=ii, 

fournissant  les  valeurs  de     x,  y,  s     pour  lesquelles  il 
maximum  ou  minimum  ;  en  laissant  de  côté  le  cas  où  l'ui 
des  variables  sont  nulles,  il  reste  la  solution   x^y  =  z, 
que  nous  avons  trouvée. 


VocT.  —  Math.  sup. 
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THÉORIE  DES  ÉQUATIONS 


CHAPITRE  I 
DES  IMAGINAIRES 


181.  Délinltlon  el  représentallon  des  imaginaires.  —  On 
nombre  imaginaire  ou  nombre  complexe  une  expression  de  I 
a-<nbi,  où  n  et  b  sont  des  nombres  algébriques,  positifs  ou  i 
et  où  I  est  un  symbole  particulier;  <lans  les  calculs  sur  les  i 
imaginaires,  on  doit  traiter  ce  symbole  comme  une  variable  ani 
X  ou  y,  avec  cette  condition  que  le  carré  de  i  peut  être  r 
par  —  1  partout  oii  il  se  présente.  C'est  pour  cette  raison  qu 
souvent  appelé  la  racine  de   —  I    et  représenté  par  ^ —  1 . 

Les  nombres  algébriques  ordinaires  sont  dits  réels,  par  op 
aux  nombres  imaginaires  dont  ils  ne  sont  du  reste  qu'un  cas  par 
\\n  nombre  de  la  forme  hi  est  dit  imaginaire  pur,  do  sorte  que 
peut  être  considéré  comme  la  réunion  d'un  nombre  réel  « 
nombre  imaginaire  pur   hi. 

Deux  nombres  a-\-hi  et  a  —  bi  qui  ont  même  partie 
dont  les  coefficients  de  i  sont  égaux  et  de  signes  contraires  ? 
imaginaires  conjugués. 

On  représente  le  nombre  a  h  bi  par  un  point  M  d'un  p 
les  coordonnées  rectangulaires  sont    a    et    b    (lig,  i(\):  les  i 
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réels  sont  d'après  cela  représentés  par  les  points  de  Taxe    x'a?,    les 

nombres  imaginaires  purs  par  ceux  de  Taxe    y' y. 

Le  point    M    peut  être  déterminé  par  ses  coordonnées  polaires 

p    et    0;     nous  convenons  dans  la  théorie  actuelle  de  considérer    ^ 

comme  une  quantité  essentiellement 
positive  ;  elle  est  égale  à 


y 


X' 


0 


y 


M 


œ 


Fig.  46. 


p  =  longueur  OM  =  -h  ^à^  -h  6^, 

et  on  rappelle  le  module  du  nombre 
a  -\-  bi\  l'angle  polaire  6 ,  qui  est 
égal  à  Tun  des  angles  (Ox,  OM),  est 
appelé  argument  de  ce  nombre  ima- 
ginaire; il  n'est  déterminé  qu'à  un 
multiple  près  de  2i: . 
Comme  on  a 


a  =  p  cos  6 ,  fc  =  p  sin  ô , 

on  peut  écrire  le  nombre    a  -h  bi   sous  la  forme 

(1)  a-h  bi=  pfcosôH-  isinô), 

qui  met  en  évidence  le  module  et  largument;  le  nombre  conjugué  du 
précédent  est  égal  à 

a  —  bi  =  p(cos  Ô  —  i  sin  6)  ; 

ces  deux  nombres  ont  même  module,  et  Ton  peut  toujours  supposer 
que  leurs  arguments  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

182.  Opérations  sur  les  imaginaires.  —  Nous  avons  dit  que  ron 
doit  traiter  le  symbole  i  comme  une  variable  algébrique  dont  on  peut 
remplacer  le  carré  par  —  1  ;  on  est  ainsi  amené  aux  définitions  sui- 
vantes : 

1°  On  dit  que  a-{-bi  est  nul  si  a  et  fc  sont  nuls  séparément; 
on  peut  remarquer  que  pour  qu'un  nombre  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit 
que  son  module  le  soit;  le  point  représentatif  est  alors  confondu  avec 
l'origine. 

2**  On  dit  que  deux  nombres  a  -+-  bi  et  a'  -+-  b'i  sont  égaux  si 
l'on  a  séparément  a  =  a'  et  b  =  b'\  on  peut  remarquer  que  pour 
que  deux  nombres  soient  égaux,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  modules 
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soient  égaux  et  que  leurs  arguments  difTèrent  de  2kiz ,   k  étant  un  entier 
positif  ou  négatif;  les  points  représentatifs  sont  alors  confondus. 

3"  On  fait  la  somme  de  deux  imaginaires  en  additionnant  les 
parties  réelles  d'une  part,  et  les  coefficients  de  i  d'autre  part,  c'est- 
à-dire  en  posant 

{a  -h  bi)  -h  {a'  -\-  b'i)  =  [a  --h  a')  -h  (b-h  b')i. 

En  employant  la  représentation  géométrique,  on  voit  que  la  somme 

des  imaginaires  représentées  par  deux 
points  M  et  M'  {fig.  47)  est  elle-même 
représentée  par  l'extrémité  M"  de  la 
somme  géométrique  des  segments  OM 
et  OM'  (n°  74)  ;  cette  remarque  s'étend 
à  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  nombres. 

4°  Le  produit  de  deux  nombres  est 
Y^^„  ^^  donné  par  la  règle  ordinaire  de-  multi- 

plication des  polynômes  algébriques  : 

(a  -h  bC]  {a'  H-  b'i)  =  an'  -+-  ab'i~\-ba'i  +  bb'i^  ; 

si  Ton  y  remplace   i^   par  —  1 ,    on  a 

(2)  [a  -+-  6/*)  ia'  -h  b'i)  =  \na'  —  bb')  -\-  [ab'  -h  ba']i. 

En  particulier,  le  produit  de  deux  nombres  imaginaires  conjugués  est 

[a-^bi){a  —  bi)=(r'^b^\ 

il  est  réel  et  égal  au  carré  du  module  de  l'un  ou  de  l'autre  nombre. 

Vi"*  Les  produits  et  les  puissances  d'un  nombre  quelconque  de 
facteurs  sont  donnés  par  les  règles  ordinaires  de  la  multiplication  algé- 
brique et  donnent  lieu  aux  mêmes  remarques  que  lorsque  les  facteurs 
sont  réels;  par  exemple,  on  peut  intervertir  d'une  manière  quelconque 
Tordre  des  facteurs,  on  peut  remplacer  plusieurs  d'entre  eux  par  leur 
produit  efîeclué;  pour  qu'un  produit  de  plusieurs  facteurs  soit  nul,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'un  des  facteurs  soit  nul,  etc. 

En  particulier,  les  puissances  sucessives  du  nombre    i    sont 

1  =  /,  i«=— 1,  i^  =  i^xi=  —  i,  i^  =  {i^-f  =  -^\^  i^  =  (i^)i=i,   ...  ; 
elles  se  reproduisent  dans  le  même  ordre  de  quatre  en  quatre. 
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6°  Pour  diviser  deux  nombres  Tun  par  Tautre  et  mettre  le  quotient 
sous  la  forme  a  +  bi,  il  est  commode  de  multiplier  ces  deux  nombres 
par  la  quantité  conjuguée  du  dénominateur  et  d'effectuer  les  produits 
indiqués;  on  a  de  cette  façon 

a-hbi   _    {a  -+-  bi)  {a'  —  b'i)    _  {aa' ~h  bb') -h  (ba' — aby 
a'  H-  b'i  ~  (a'  -h  b'i)  [a'  —  b'i)  ~  a'«  -hb'^ 

Remarque.  —  On  voit  que  le  résultat  d'un  certain  nombre  d'opéra- 
tions :  addition,  soustraction,  multiplication,  division,  effectuées  sur  des 
nombres  de  la  forme  a  +  bi  peut  toujours  être  ramené  à  la  même 
forme  A  ~\-Bi,  A  et  B  étant  réels.  Remarquons  que  si  Ton  effectue 
une  même  suite  d'opérations,  d'une  part  sur  certains  nombres  donnés, 
d'autre  part  sur  leurs  conjugués,  les  deux  résultats  sont  conjugués,  et 
sont  de  la  forme  A-hBi  et  A — Bi;  on  peut  en  effet  le  vérifier 
pour  chaque  opération  élémentaire,  et  c'est  encore  vrai  par  un  nombre 
quelconque  d'opérations  successives. 

183.  Équation  du  second  degré.  —  Nous  avons  vu  que  la  somme 
de  deux  carrés  de  nombres  réels  a^  -h  b-  est  égale  au  produit  de  deux 
nombres  imaginaires  conjugués  a-\^-bi  et  a  —  bi\  nous  allons 
déduire  de  là  que  toute  équation  du  second  degré  à  coefficients  réels, 
lorsqu'elle  n'a  pas  de  racine  réelle,  est  satisfaite  par  deux  nombres 
imaginaires  conjugués. 

Considérons  en  effet  l'équation  du.  second  degré  écrite  sous  la 
forme 

lorsque    ^ q    est  négatif,  le  premier  membre  peut  se  mettre  sous 

4 

la  forme  d'une  somme  de  deux  carrés 


x-^-px-^q  =  yx-^lÇ^\-Lj  q-^\  ; 

le  second  membre  peut  être  décomposé  en  deux  facteurs  imaginaires 
conjugués,  et  l'on  a 


x^+px  +  q=(x  +  ^-iyJq-^^(^x  +  ^+i^q-£^y 


DES    IMAGINAIRES  23 i 

Pour  que  le  produit  des  deux  facteurs  du  second  membre  soit  nul, 
il  faut  et  il  suffît  que  Tun  des  facteurs  soit  nul,  c'est-à-dire  que  x 
soit  égal  à  Tun  des  deux  nombres  imaginaires  conjugués  compris  dans 
la  formule 


l*'V^ 


,= ;>• 


ces  nombres  sont  donc  les  deux  racines  de  l'équation. 

En  partant  de  ce  résultat,  on  peut  dire  que  toute  équation  du  second 
degré  à  coefficients  réels  a  deux  racines  soit  réelles  et  distinctes,  soit 
réelles  et  égales,  soit  imaginaires  conjuguées. 

184.  Formule  de  Moivre.  —  Le  produit  et  le  quotient  de  quantités 
imaginaires  prennent  une  forme  simple  lorsqu'on  met  en  évidence  le 
module  et  l'argument.  Si  l'on  considère  le  produit  de  deux  nombres  mis 
sous  la  forme  (i),  on  a  d'après  la  formule  (2), 

p(cos  h-\-i  sin  ô)p'(cos  6'  -\-  i  sin  ô') 

=  ppX^os  0  cos 6'  —  sin  0  sin  0'  -l-  «(sin  0  cos  6'  H-  sin  6'  cos  6)] 

•    =  pp'[cos  (6  H-  6')  -+-  i  sin  (ô  -h  Ô')]. 

On  voit  que  le  produit  de  deux  imaginaires  a  un  module  égal  au  pro- 
duit des  modules  et  un  argument  égal  à  la  somme  des  arguments  des 
deux  fadeurs. 

Deux  nombres  conjugués  ayant  même  module,  et  des  arguments 
égaux  et  de  signes  contraires  ont,  d'après  cela,  un  produit  réel  et  égal 
au  carré  du  module  de  l'un  d'eux,  comme  nous  l'avons  déjà  constaté. 

De  même,  le  quotient  de  deux  imaginaires  a  un  module  égal  au 
qtiotient  des  modules  et  un  argument  égal  à  la  différence  des  argu- 
men's  du  dividende  et  du  diinseur. 

La  règle  que  nous  venons  de  donner  pour  le  produit  de  deux  nom- 
bres s'étend  de  proche  en  proche  à  un  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs ;  si  les  facteurs  sont  égaux  et  en  nombre  m,  on  voit  que  la 
puissance  m'  du  nombre  p  (cos  ^ -^  i  sin  ô)  a  pour  module  la  puissance 
rn'  du  module  p  et  par  argument  m  fois  l'argument  6  ;  elle  est  égale 
à  p^fcos  mô  H-  i  sin  mô).  En  particulier,  si  p  est  égal  à  l'unité,  on  a  la 
formule  suivante,  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Moivre  : 

(3)  [cos  6  -h  i  sin  6]*"  =  cos  mQ  +  i  sin  m6 . 
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185.   Multiplication  des  arcs.   —  Si  Ton  développe   le  premier 
membre  de  cette  relation  par  la  formule  du  binôme,  il  a  pour  valeur 

cos*"  6  +  -T- 1  cos""-*  ô  sm  0  H -r—z — - 1^  cos'"-^  Ô  sm^  6  -h   •  •  •   ; 

1  1 .  J 

si  l'on  y  remplace  les  puissances  i^,  i',  . . .  par  — 1,  — *,  .  .  . 
(n°  182,5°)  et  si  Ton  réunit  les  parties  réelles  d'une  part  et  les  parties  pu- 
rement imaginaires  d'autre  part,  on  met  le  résultat  sous  la  forme  A  -+-  B*, 
A  et  B  étant  réels  ;  en  l'égalant  alors  au  second  membre,  on  doit 
égaler  d'une  part  les  parties  réelles,  et  d'autre  part  les  coefficients  de  i  ; 
on  obtient  ainsi  les  deux  formules  suivantes  : 

/f\  A  -A        mini  —  1)        „  i»  A    •   OA 

(4)  cos  mô  =  cos*"  6 ~ir~^ —  cos*""^  6  sm*  6 

1    .  A 

.    mim  —  \){m  —  2)(m  —  3)        „  ia    •   ia 

H ^^ !\  „    .'^ cos*"-*  6  sm*  e  —    ■  •  •    , 

1 . J . 0.4  . 

(5)  sm  mO  =  -T-  cos*"""*  6  sm  ô Tir^ cos"""^  6  sm'  6 

1  \ .À ,6 

,    mim  —  1)    ...    (m — 4)        „  sa   •   iîa 

H ^^ r-;^ ^— ^  cos""'*  ô  sm*  ô  —    •  •  •     . 

1.2    ...    5 

,  Ce  sont  les  formules  de  multiplication  des  arcs,  donnant  le  sinus  et 
le  cosinus  de  l'arc    mô   en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  de   6. 

En  les  divisant  l'une  par  l'autre,  et  divisant  les  deux  seconds 
membres  par  cos*"  6 ,  on  obtient  la  formule  donnant  tg  mô  en  fonction 
de  tg  6  ;   elle  est 

m.     .       m{m  —  \)(m  —  2).   ..    , 

(6)  tgmO  =  -i ^-^"^ 


m{m  —  1)  .   OA    ■ 
1  — — tg*  6  H-    .  .  • 

En  particulier,  pour  m  ^3,   on  a 

(7)  cos  30  =  cos^  0  —  3  cos  6  sin*  6  =  4  cos'  6  —  3  cos  Ô , 

(8)  sin  36  =  3  cos^  0  sin  6  —  sin'  6  =  3  sin  6  —  4  sin'  Ô , 
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186.  Division  des  arcs.  —  Cos —  Proposons-nous  d'abord  de 

m 

calculer  cos  —  connaissant    cos  6  ;    la  question  peut  être  résolue  de 

m 

deux  manières,  soit  numériquement  au  moyen  des  tables,  soit  algébri- 
quement. 

Dans  la  première  méthode,  on  commence  par  calculer  au  moyen 
des  tables  Tare  compris  entre  0  et  ir  ayant  pour  cosinus  le  cosinus 
donné,  celui-ci  étant  supposé  compris  entre  —  1  et  -h  1  ;  si  Oo  est 
cet  arc,  on  sait  que  tous  ceux  qui  ont  même  cosinus  sont  compris  dans 

la  formule 

e  =  2A:Ttit:eo, 

k  étant  un  entier  quelconque  ;  leur  m*  partie  a  pour  valeur 

b        2kit  _L  60 


m         m         m 

et  la  valeur  cherchée  pour    cos  —   est  donnée  par  la  formule  générale 

m 


/2/f7U      .      60  \ 

=  cos  ( ±  -^  ) 

\  m         m  J 


■      ô  /2k-K 

cos  — 
m 


Bien  que   k  doive  prendre  toutes  les  valeurs  entières  de    —  00    à 
00  ,  le  second  membre  n'a  que  m  valeurs  distinctes,  obtenues  en  don- 
nant à  k  les  valeurs   0,1,2,    ...    ,  m  —  1 ,  et  en  prenant  le  signe  -f- 

devant   -^;  ces  valeurs  sont: 
m 

(10)      COS-^ï       COS( 1 )ï       •••     »      cosl-^^ — I — ^|. 

m  \m        m  J  \_         m  /nj 

En  effet,  si  l'on  considère  d'abord  un  arc    — 1 — -->    et  si  /c   est 

m         m 

négatif  ou  supérieur  à  m  —  1 ,  cette  valeur  de  k  diffère  de  l'un  des 
nombres  0,  1,  .  .  .  ,  m  —  1  par  un  multiple  de  m;  les  arcs  corres- 
pondants diffèrent  par  un  multiple  entier  de  2-k  et  ont  même  cosinus  ; 

si  l'on  considère  maintenant  un  arc  de  la  forme    — ^     on  peut 

récrire  — 1  — — I — -  \\    il  esterai  et  de  signe  contraire  à  l'un 

L       m  wi  J 

des  arcs  considérés  précédemment  et  a  le  même  cosinus  que  cet  arc. 

Il  résulte  de  là  que  l'on  a  seulement  m   valeurs  pour  cos  —  1    et 

m 


I 
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que  ces  valeurs  numériques  sont  celles  des   m   quantités  (iO);  on  les 

évalue  numériquement  au  moyen  des  tables. 

ô 
Pour  déterminer  cos  —  par  la  méthode  algébrique,  on  utilise  l'équa- 

m 

tion  (4)  ;  on  y  remplace  au  second  membre     sin*  6     par     1  —  cos'  6 , 
de  manière  à  mettre  ce  second  membre  sous  la  forme  d'un  polynôme  de 

degré     m    en    cos  6  ;     on    remplace  enfin   6    par  —  dans  les  deux 

m 

membres.  On  obtient  de  cette  façon  une  équation  de   degré  m    en 

cos   — ;  ses   m   racines  sont  les  m  valeurs  (10),  dont  nous  avons  dé- 
m 

montré   précédemment  Texistence  ;   nous  voyons  par  là  que  ces   m 
racines  sont  réelles. 

Dans  la  pratique,  on  ne  cherche  pas  à  résoudre  algébriquement 
cette  équation  ;  au  contraire,  on  utilise  le  procédé  de  calcul  trigo- 
nométrique  que  nous  avons  mentionné  dans  la  première  méthode, 
pour  déterminer  numériquement  ses  racines.  Par  exemple,  Téquation 

qui  donne    cos  ~~    en  fonction  de    cos  6     s'obtient  en  remplaçant      6 
par    --   dans  Téquation  (7)  ;  elle  est 

4  cos'  --  —  3  cos  —  —  cos  6  =  0; 

on  évalue  les  valeurs  numériques  de  ses  trois  racines  en  calculant  au 
moyen  des  tables  les  trois  quantités 


^0 

cos  "Y  '>       cos 


(f-l^)'    Ht-\) 


Oq   étant  un  arc  ayant  pour  cosinus  le  cosinus  donné. 


187.  Sin —  Proposons-nous  de  la  même  manière  de  calculer 

m 

sin  —   connaissant   sin  0 .   Par  la  méthode  trigonométrique,  nous  cal- 
m 

culerons  au  moyen  des  tables  l'arc    Ôq    compris  entre   —  —   et   -h  -^ 

ayant  pour  sinus  le  sinus  donné,  celui-ci  étant  supposé  compris  entre 
—  1    et  4-  i  ;   tous  les  arcs   0  sont  alors  compris  dans  les  formules 

0  =  2^7r  -h  6o  ,  Ô  =  (2A:  -i-  1)7:  —  ôo , 


r 
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et  leurs   m**   parties  dans  les  formules 

m         m         m  m  m  m 

le  sinus  cherché  est  alors  donné  par  l'une  des  deux  formules  générales 

sin  —  =  sm  ( 1 — -\j  sin  —  =  sm  (  -^^ ^ ^  )  • 

m  \  m         m  /  m  \        m  m  / 

Comme  précédemment,  on  verrait  que  la  première  formule  donne 

seulement   m    valeurs  pour  sin  — ^  i    et  qu'on  les  obtient  en  donnant 

m 

à    k  les  valeurs  0,  1,  2,    ...    ,  (m  —  1)  ;    ces  valeurs  sont 

(H)     sin^,      sin(^"-  +  M sin  [  ^'"' " '^^  +  M  ■ 

m  \  m         m  J  L         "'  "*  J 

Je  vais  montrer  que  si  m  est  impair,  les  sinus  donnés  par  la 
deuxième  formule  sont  égaux  aux  précédents  ;  supposons  en  effet  que 

Ton  pose    m  =  2m'  -4-  i  ;    on  vérifie  que  l'arc    — ~ est  le 

supplément  de  ^ —  H — ^  »  et  il  a  même  sinus  que  lui  ;  les  sinus 

m  m 

de  la  seconde  série  d'arcs  sont  alors  les  mêmes  que  ceux  de  la  première 
série,  et  leurs  valeurs  sont  celles  de  la  suite  (11);  il  existe  donc  seule- 

ment   m    valeurs  de   sin 

m 

Si  au  contraire  m  est  pair,  les  sinus  de  la  seconde  série  d'arcs 
sont  différents  de  ceux  de  la  première;  leurs  valeurs  sont  au  nombre  de 
m  ;  elles  sont  égales,  comme  le  montrerait  un  raisonnement  analogue 
aux  précédents,  aux   m  quantités 

(12)     sin(^--^V  sin(^—  'A ,i„r(2m-1V  _^-|. 

\m        m  /  \  m        ïïi  /  \_         m  m  j 

A 

il  existe  donc  dans  le  cas  de    m    pair    2m    valeurs  de    sin  —  »    celles 

m 

des  nombres  des  suites  (11)  et  (12). 

A 

Pour  déterminer   sin  —  par  la   méthode    algébrique,  on   utilise 

m 

Téquation  (5);  si  m  est  impair,  les  puissances  de  cos  0  au  second 
membre  sont  toutes  paires,  et  l'on  peut  remplacer  chaque  fois  cos^  0 
par   1  — sin*ô;    on  obtient  de  cette  façon  au  second  membre  un  po- 
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lynome  de  degré    m    en    sin  ô  ;   en  remplaçant  enfin  aux  deux  mem- 

bres    0    par    — »     on  obtient  une  équation  de  degré   m    en   sin — ; 

m  771 

les   771   racines  sont  les  valeurs  (il)  et  elles  sont  toutes  réelles;  leur 
calcul  numérique  s'effectue  dans  la  pratique  au  moyen  des  tables  par 
a  méthode  trigonométrique. 

Si    771    est  pair,  les  puissances  de    cos  6    au  second  membre  de 

réquation  (5)  sont  toutes  impaires  ;  si  Ton  forme  le  rapport  —  »    il 

ne  renferme  cette  fois  que  des  puissances  paires  de  cosô  et  peut 
être  mis,  en  remplaçant  cos-  ô  par  1  —  sin^  6,  sous  forme  d'un  poly- 
nôme de  degré    m  —  1    en    sin  0.    En  élevant  alors  les  deux  membres 

,  .,  sin^  771 0  ,  .  sin*  771O  .  , 

au  carré,  on  voit  que    ; —  ou  bien   -; 7-7—    est  un  polynôme 

cos^Ô  1  — sm^e 

de  degré  277i  —  2  en  sin  0,  et  Ton  en  déduit  la  valeur  de  sin*  7716 
sous  forme  d'un  polynôme  de  degré    277i    en    sin  6;     il  suffît  de  rem- 

placer    ô    par   —    pour  avoir  une  équation  de  degré    277i    donnant 

e  "^ 

sin —   en  fonction  de    sin  6;    les    277i    racines  de  cette  équation  sont 

771 

les  valeurs  (H)  et  (12)  ;  nous  voyons  par  là  que  ces  277i  racines  sont 
encore  réelles. 


A  A 

188.  Tg  — .  —  Proposons-nous  enfin  de  calculer    tg  —   connais- 

771  771 

sant  tgO.  Par  la  méthode  trigonométrique,  nous  déterminerons  au 
moyen  des  tables  Tare  %  compris  entre  0  et  ?:  ayant  pour 
tangente  la  tangente  donnée  ;  tous  les  arcs  G  sont  compris  dans 
la  formule  6  =  /ctt  4-  Oq  ,  et  les  tangentes  de  leurs  771*'  parties  sont 
comprises  dans  la  formule  générale 


m  \  m         m  J 


par  un  raisonnement  analogue  à  ceux  que  nous  avons  déjà  faits,  nous 
verrions  que  le  second  membre  a  seulement  771  valeurs,  obtenues  en 
donnant  à    k   les  valeurs   0,1,2,    ...   ,    771  —  1. 

Par  la  méthode  algébrique,  on  remplace  dans  l'équation  (6)   0    par 

0  0 

et  l'on  a  une  équation  de  degré    771    en    tg  —  ;    ses    771    racines 


771  771 

sont  les  valeurs  précédentes  et  sont  toutes  réelles. 


•  -    rf^ 
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189.  Résolution  de  Féquatton  binôme.    —   Considérons  d'abord 
Téquation 

X"  — 1  =0, 

et  cherchons  les  nombres  réels  ou  imaginaires  qui  peuvent  y  satisfaire. 
Supposons  que  x  soit  écrit  sous  la  forme  p(cos  6  -f-  i  sin  Ô)  ;  d'après 
ce  que  nous  avons  dit  (n'*  184),  x"»  est  égal  à  p'"(cos  mô -h  i  sin  mô)  ; 
son  module  est  p"  et  son  argument  m9;  pour  que  x"  soitégalà  Tunité, 
il  faut  et  il  suffit  que  Je  module  p*"  soit  égal  à  Tunité,  et  que  l'argument 
mô  soit  égal  à  un  multiple  entier  de  2w  de  la  forme   2kTz,    k   étant  un 

entier  quelconque,  positif  ou  négatif.  Nous  en  concluons  que  p  =  1   et 

2k'K 
^  =  — — »    de  sorte  que  les  nombres    x    cherchés  sont  donnés  par  la 


m 


formule  générale 

(13) 


x  =  cos 


2k'K 


m 


i  sin 


2k'K 


m 


c'est  l'expression  générale  des  racines  de  l'équation  binôme  x*"  —  i  =  0 . 
Les  valeurs  de  x  sont  seulement  au  nombre  de  m  distinctes, 
obtenues  en  donnant  à  k  les  valeurs  0,1,2,  ...  ,  [m  —  1  )  ;  la 
première  est  toujours  réelle  et  égale  à  1 .  Si  m  est  impair,  toutes 
les  autres  sont  imaginaires;  si    m    est  pair,   il  existe  une  seconde 


racine  réelle  égale  à  —  1 ,    obtenue  en  faisant   /c  =  -—  »    et  les  autres 

ml 

racines  sont  imaginaires  ;  les   m   racines  (13)  sont  dites  les  racines   m" 
de  l'unité. 

Si  l'on  sait  résoudre  l'équation  binôme  par  les  méthodes  de  l'algè- 
bre, et  si  l'on  met  ses  racines  sous  la  forme    a-hbi,    les  nombres 


2kT: 


et  de 


fil 


a    et    6    sont,  d'après  la  formule  (13),  les  valeurs  de    cos 

2k'ît 

sin ;    la  comparaison  des  deux  méthodes  fournit  ainsi  un  procédé 

m 

de  calcul  de  ces  lignes  trigonométriques. 

Considérons  par  exemple  l'équation  x^  —  1=0;   elle  se  décompose 
en  deux  autres,  en  écrivant 


x^ 


i::=(j;  —  l)(x2-|-X-f-l)  =  0; 


ses  trois  racines  sont 


x=i. 


X 


-  -«  +  'V3 


-<-'V3. 
~  2 


^ 

.? 


■■t 
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les  deux  dernières,  qui  sont  imaginaires  conjuguées,  sont  appelées  les 
racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité  ;  on  vérifierait  facilement  qu'elles 

sont  égales  à   cos  ^  -f- 1  sin  ^    et  à    cos  -^  -h  i  sin  —  en  utilisant 

les  valeurs  des  sinus  et  des  cosinus  de  —  et  de  — -;  d  autre  part, 
la  remarque  que  nous  avons  faite  fournit  inversement  les  valeurs  de 
cos  —  1  sin  ^  7  cos  —  ^  et  sin  —  lorsqu'on  a  résolu  algébrique- 
ment  Téquation   x^  —  1=0. 

190.  Considérons  maintenant  Téquation  générale 

j:'"  =  A, 

où  A  est  un  nombre  quelconque  réel  ou  imaginaire  ;  ses  racines  sont 
appelées  racines  m"    algébriques  de   A ,    et  l'une  quelconque  d'entre 

m,— 

elles  est  représentée  par    y  A . 

Si    A    est  donné  sous  la  forme    r(cos  a  -h  i  sin  a) ,    on  voit  déjà, 
d'après  le  n°  184,  que  le  nombre 


^0  = 


yr  (  cos h  i  sin  —  ) 

\        m  m  / 


où  yr  désigne  la  valeur  arithmétique  du  radical,  satisfait  à  l'équation  ; 
pour  trouver  les  autres,  posons  x  =  Xqx';  x'  sera  alors  donné  par 
l'équation  x'*"  =  1 ,  et  il  aura  m  valeurs  fournies  par  la  formule  (i  3). 
Nous  voyons  ainsi  qu'il  existe  m  racines  m"  algébriques  d'un  nombre  ; 
on  les  obtient  en  multipliant  l'une  d'elles  par  les  m  racines  m"  de 
l'unité. 

Si  l'on  donne  par  exemple  un  nombre  réel   A,   et  si  l'on  représente 

par  v^A  sa  racine  cubique  réelle,  ses  trois  racines  cubiques  algébriques 
sont,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  précédent, 

191.  Relations  d'Euler.  —  11  existe  une  relation  remarquable  entre 
la  fonction  exponentielle  et  les  fonctions  trigonométriques.  Considérons 
la  série  qui  sert  à  définir   e^: 


r 
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X     .      X*       .  X^  X^ 


i-K-^H-^^-f- 


1        1.2        1.2.3        1.2.3.4 

et  supposons  qu'on  y  remplace  x  par  ix;  nous  allons  montrer  que 
la  somme  des  n  premiers  termes  a  une  limite,  et  calculer  cette 
limite. 

En  remplaçant  partout  où  c'est  possible  i*  par  —  1 ,  et  sépa- 
rant la  partie  réelle  de  la  partie  imaginaire,  nous  mettrons  la  somme 
des   n   premiers  termes  de  la  série  formée  avec   ix   sous  la  forme 

L         1.2        1.2.3.4  J        L*         1.2.3  J' 

mais  les  parenthèses  sont  les  premiers  termes  des  développements  en 
série  de  cos  x  et  de  sin  x  (n°  147)  ;  la  quantité  précédente  a  donc 
une  limite,  et  cette  limite  est  égale  à   cos  a; -h  i  sinx. 

En  convenant  de  représenter  la  somme  de  la  série  ainsi  obtenue 
par   &*,   nous  avons  la  relation  fondamentale  d'Euler, 

(14)  c'*  =  cos  X -+- 1  sin  X  ; 

supposons  qu'on  change    i  en  —  i  ;   nous  aurons 

e~'*  =  cos  X  —  I  sin  x  ; 

par  addition  et  soustraction,  nous  en  déduirons 


g«*      l_   g— IX  pix  p— «X 

(15)  cosx  = »  sinx  = — : 

Remarquons  que  la  relation  (14)  nous  permet  d'écrire  une  quantité 
imaginaire   p(cos  6  -h  i  sin  6)   sous  la  forme  pe'*. 

Supposons  plus  généralement  que  Ton  remplace  dans  la  série  e" 
œ  par  un  nombre  quelconque  de  la  forme  x  H-  ry,  x  et  y  étant 
réels  ;  nous  allons  montrer  que  la  somme  des  n  premiers  termes  a  une 
limite,  et  la  déterminer  ;  nous  la  représenterons  par  le  symbole    e*+'*. 

Si  nous  nous  reportons  en  effet  à  la  démonstration  du  théorème  du 
n®  45,  nous  voyons  qu'elle  s'applique  sans  grande  modifîcation  au  cas 
où  y  est  remplacé  par  iy  ;  elle  nous  montre  que  les  n  premiers 
termes  de  la  série  e*"*"^  ont  une  limite,  et  que  cette  limite  est  égale  au 
produit  des  deux  séries  e'  et   e'^  ;   nous  aurons  donc 


,x  +  iy  


e*e'>. 
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OU,  en  remplaçant  e'^   par  sa  valeur, 

(16)  e'-^'y  =  e*(cos  y -¥- i  sin  y). 

192.  Calcul  de  cos*"  6  et  de  sin"  ô .  —  On  a  souvent  besoin  d'éva- 
luer cos'"Ô  et  sin'"0  en  fonction  linéaire  des  lignes  trigonomé triques, 
cosinus  et  sinus  de   0   et  de  ses  multiples  ;  c'est  ainsi  que  Ton  a 

2  cos*  e  =  1  -h  cos  28 ,  2  sin^  ô  =  1  —  cos  28  ; 

on  a  de  même,  d'après  les  formules  (7)  et  (8), 

4  cos^  8  =  cos  38  -h  3  cos  8 ,  4  sin^  8  =  3  sin  0  —  sin  38 . 

Une  méthode  générale  consiste  à  utiliser  les  formules  de  transfor- 
mation d'une  somme  ou  d'une  différence  de  sinus  et  de  cosinus  en  un 
produit  ;  elles  permettent  inversement  d'évaluer  un  produit  sous  forme 
linéaire,  de  la  façon  suivante  : 

2  sin  a  sin  6  =  cos  (a  —  b)  —  cos  (a  -h  6) , 
2  sin  a  cos  b  =  sin  [a  -f-  b)  -f-  sin  {a  —  é) , 
2  cos  a  cos  b  =  cos  {a-hb)-h  cos  {a  —  b); 

elles  permettent  alors  d'évaluer  de  proche  en  proche  un  produit  d'un 
nombre  quelconque  de  sinus  ou  de  cosinus  sous  forme  linéaire. 

Pour  calculer  rapidement  cos"*  8  et  sin*"  8 ,  nous  emploierons  une 
autre  méthode  et  nous  utiliserons  les  relations  (15)  ;  écrivons  la  pre- 
mière sous  la  forme 

2  cos  8  =  e*'  -h  e^'\ 

et  élevons  les  deux  membres  à  la  puissance  m  ;    nous  aurons 

(17)  2'"  cos*"  8  ==  (e' *'  -h  e-'Y 


I  1.2  ^         ^ 

en  réunissant  les  termes  équidistants  des  extrêmes,  dont  les  exposants 
sont  égaux  et  de  signes  contraires,  et  en  utilisant  la  relation  (14),  nous 
aurons,  après  division  par  2, 

(18)  2*"-*  cos»"  8  =  cos  mb  -h  ^  cos  {m  —  2)8 


1 


,    mim  —  1)         ,  ...    , 

-4 ^^7— T — -  cos  (m  —  4)8  -f- 

1 .2 


r 
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il  faut  remarquer  toutefois  que  si  m  est  pair,  il  existe  au  milieu  du 
second  membre  de  la  relation  (18)  un  terme  constant  qui  est  le  coefficient 
de  cosO  ;  ce  coefficient,  dans  le  second  membre  de  la  formule  finale, 
doit  être  divisé  par  2 . 

De  la  même  manière,  en  partant  de  la  relation 

2/sinO  =  e''~e^'\ 

et  opérant  comme  précédemment,  nous   obtiendrons,  si  m   est  impair. 


m—l 


(_-i)2   2*^»  sin"»  6  =  sin  mô — 


m 


sin  (m  —  2)6 

,    m(m  —  1)    .    /  »x* 

-f-  — ^— — ^  sm  [m  —  4)0 

m     •  «ri 


et  si   m  est  pair. 


m 


m 


(—  1 Y  2*"-*  sin»"  ô  =  cos  me  —  ^  cos  [m  —  2)0 

1 


,    rn(m  —  1)         ,  .w 

-^ —. — ;^ —  cos  (m  —  4)0  — 

1.2  ^  ^ 


nous  devons  toutefois  observer,  comme  dans  la  formule  (18),   que  le 
coefficient  de   cosO  au  dernier  terme  doit  être  divisé  par   2 . 


"'i^j 


I 


^ 

^ 


Xiu.i.  —  Math.  snp. 
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PROPRIÉTÉS  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES 


193.  Nombre  des  racines.  —  Soit  une  équation  algébrique  de 
degré  m, 


(*) 


f[x)  =  AoX"*  -4-  Aij; 


m— 1 


-hA„^lX-h\m  =  0, 


dont  les  coerficients  sont  des  nombres  réels  ou  imaginaires  de  la  forme 
fl-h6t  ;  il  résulte  d'une  proposition  énoncée  par  d'Alembert,  et  que 
nous  ne  démontrerons  pas,  que  le  premier  membre  de  Téquation  devient 
nul  au  moins  pour  une  valeur  de  la  variable,  réelle  ou  imaginaire  de  la 
forme  a  -\-  bi  ;  une  telle  valeur  s'appelle  une  racine  de  Téquation. 

Si  Xi  est  racine,  f[x)  est  divisible  par  x  —  Xj,  et  l'on  peut 
poser,  en  elTectuant  la  division, 

/•(x)  =  ix  —  X,)  (p(x)  ; 

t^[x)  est  un  polynôme  de  degré  m  —  1  à  coefficients  réels  ou  ima- 
ginaires, dont  le  premier  terme  est   k^x'^^K 

D'après  la  même  proposition,  cp(x)  a  au  moins  une  racine  ;  si 
x-i  est  une  telle  racine,  o(x)  est  divisible  par  [x — Xj)  ;  en  appe- 
lant   ^[x]  le  quotient,  on  peut  écrire 

^[x)  =  {x  —  X2)'}f[x), 
et  l'on  en  déduira 

/•(j.)  =  [x  —  x{)[x  —  x.,)'}^[x), 

•}(  jr)  étant  de  degré  m  —  2 ,  et  ayant  AqX""^  comme  terme  de  degré 
m  —  2.  On  peut  continuer  de  la  même  manière,  et  l'on  arrive  à  dé- 
composer le  polynôme  f[x)  en  un  produit  de  m  facteurs  du  premier 
degré  sous  la  forme 
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(2)  /'(x)  =  Ao(x  — x,)(x  — Xi)    ...    (x  — x„), 

Aq  étant  le  coefficient  de    x"*  dans  le  polynôme  (i). 

La  relation  (2)  montre  que  f[x)  s'annule  pour  m  valeurs  de  x, 
égales  à  X|,  X2,  ...  ,  X;„  et  qu'il  ne  peut  s'annuler  pour  d'autres 
valeurs  ;  on  arrive  ainsi  à  cette  conclusion  : 

Théorème  I. —  Une  équation  algébrique  de  degré  m  a  m  racines. 

194.  Relations  entre  les  coefficients  et  les  racines.  —  Les  valeurs 
de  f{x)  fournies  par  les  équations  (i)  et  (2)  doivent  être  identiques  ; 
le  développement  du  produit 

^X  -~-  X| j(X  —  Xj)      ...     (X  —  Xjnj 

ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  doit  alors  être 
identique  au  polynôme 

(3)  x'»-f--^x'»-*4--^x^-2-f-  ...  +-^- 

Aq  Aq  Aq 

Or,  on  a 

(x Xi)(x Xi)  ==  X^ (X|  -f-  X2)X  -h  X,X2, 

(x X,)(X X2)(X X3)  =  X^ (Xi  -h  X2  -f-  X^jX^ 

-{--  (XjXg  H-  X1X3  -f-  X2X3)X X 1X2X2  , 

et  ainsi  de  suite  ;  il  est  facile  de  voir  que  l'on  a  en  général  pour  m  fac- 
teurs 

(4)  (x  —  Xi)(x  —  X2)    ...    (x  —  x„)  =  x"'  —  (2xiW"~* 

H- (2x,X2)x'"-2  —  ...  ±x,X2    ...    x„, 

le  coefficient  de  x*""^*  étant  la  somme  des  racines  changée  de  signe, 
celui  de  x"*~*,  la  somme  des  produits  deux  à  deux,  celui  de  x'"^^,  la 
somme  changée  de  signe  des  produits  trois  à  trois,  etc.,  le  terme  cons- 
tant étant  enfin  le  produit  des  racines  avec  le  signe  -h  si  m  est 
pair,  et  le  signe  —  si  m  est  impair  ;  on  vérifierait  en  effet  que  si 
Tégalité  (i)  a  lieu  pour  un  produit  de  m  facteurs,  elle  a  encore  lieu 
pour  un  produit  de  m-{-{  facteurs.  En  écrivant  que  le  polynôme  (3) 
et  le  second  membre  de  Téquation  (4)  sont  identiques  et  ont  par  suite 
les  mêmes  coefficients,  on  obtient  les  relations 
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ZXi  — — 


A„ 


.    .    .    ,     X\X2    .  .   •   X„n  —  y        1  j 


Ao 


Ces  relations  donnent,  au  moyen  des  coefficients,  la  somme  des 
racines,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois,  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  leur  produit  ;  elles  sont  la  généralisation  des  relations 
entre  les  coefficients  et  les  racines  démontrées  dans  le  cas  d'une  équa- 
tion du  second  degré. 

Par  exemple,  les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 

x^  -h  px  -h  q  =  (^ 
étant  désignées  par   Xi ,  x^   et   x^ ,    on  a 
j-,  -h  X2  -h-  j:'3  =  0 ,  XiXi  -f-  XiXi  -4-  XiXz  =  p,  XiXiX^  —  —  q. 


^ 


195.  Racines  multiples.  —  Il  peut  arriver  que  plusieurs  des 
nombres  a-i,  ^2,  ...  x„  soient  égaux;  si  p  d'entre  eux  sont  égaux 
à  a^i ,  on  dit  que  Xi  est  une  racine  multiple  d'ordre  p  de  Téquation 
donnée.  En  réunissant  dans  le  second  membre  de  la  relation  (2)  les 
facteurs  identiques,  on  a  la  forme  générale  suivante  de  décomposition 
de   f{x)   en  facteurs  linéaires  : 

(5)  f{x)  =  A^{x  —  Xi)P{x  —  Xî)^    .  .  .  , 

Xi  étant  racine  multiple  d'ordre  /),  X2  d'ordre  q,  etcl  Une  racine 
d'ordre  i  est  dite  racine  simple,  une  racine  d'ordre  2  est  dite  double, 
etc. 

Théorème  II.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu^  une 
racine  Xi  de  Véquation  f[x)  =  0  soit  d'ordre  p  de  multiplicité 
est  quelle  annule  le  polynôme  f[x)  et  ses  p  —  1  premières  déri- 
l'éeSy  sans  annuler  la  dérivée  d^ ordre    p. 

Pour  le  démontrer,  appliquons  la  formule  de  Taylor  (n°  130)  à  la 
fonction  f{x)  et  développons-la  suivant  les  puissances  de  x  —  Xi  ;  on  a, 
en  faisant   b  =  Xy    a  =  x,, 


X 


^1  /•// 


/•(x)  =  /-(xO-i-- Y--V'(^.) 


P 

(x 


1.2 


771 
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pour  que  Xi  soit  une  racine  multiple  d'ordre  /),  Il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  puisse  mettre  {x  —  XiY  en  facteur  dans  le  polynôme  fix]  ; 
pour  que  cela  ait  lieu,  il  faut  et  il  suffit  que  les  premiers  termes  du 
second  membre  de  la  relation  précédente  aient  leurs  coefficients  nuls 
jusqu'à  celui  du  terme  de  degré  p  —  1  inclusivement,  c'est-à-dire  que 
Ton  ait 

/•(xO  =  0,  f'{x,)  =  0,  .  .  .    ,  f^'\x,)  =  0, 

et,  de  plus,  que  la  dérivée  d'ordre  p,  f^\xi)^  ne  soit  pas  nulle,  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Exemple,  —  L'équation 

x'  —  5x3  _^.  9^2  _  7^  _^  2  =  0 

admet  la  racine  i  ;  on  vérifie  que  cette  racine  annule  le  premier 
membre  et  ses  deux  premières  dérivées  sans  annuler  la  troisième  ;  par 
conséquent,  elle  est  racine  triple. 

Comme  la  somme  des  quatre  racines  est  égale  à  5,  et  que  trois 
d'entre  elles  ont  pour  valeur    1 ,    la  quatrième  est  égale  à    2. 

Remarque.  —  L'énoncé  du  théorème  que  nous  venons  de  démontrer 
pour  une  équation  algébrique  sert  de  définition  à  ce  que  l'on  doit  en- 
tendre par  ordre  de  multiplicité  d'une  racine  d'une  équation  transcen- 
dante. Soit  par  exemple  l'équation 

X  —  sin  X  ^=  0, 

qui  admet  pour  racine  0;  les  deux  premières  dérivées  du  premier 
membre  s'annulent  pour  x^=0,  et  la  troisième  ne  s'annule  pas;  on 
dit  alors  que  la  racine  est  d'ordre  de  multiplicité    .3 . 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  développe  le  premier  membre  d'une 
équation  algébrique  ou  transrendante  par  la  formule  de  Taylor  suivant 
les  puissances  de  x  —  x, ,  xi  étant  une  racine  multiple  d'ordre  p, 
on  peut  affirmer  que  le  développement  conïmence  par  un  terme  de 
degré  p. 

196.  Équations  à  coellicients  réels.  -  -  Supposons  qu'uno  écpiation 
algébrique  telle  que  (1)  ait  ses  coefficients  réels,  et  qu'elle  admette  une 
racine  imaginaire    a  {-fi/,    d'un  certain  ordre  de  multiplicité   p    égal 
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tf 


OU  supérieur  à  i  ;  si  nous  remplaçons  x  par  a  +  ^i  dans  le  premier 
membre  et  si  nous  mettons  le  résultat  sous  la  forme  A  H-  Bi,  A  et 
B  étant  réels,  ce  résultat  doit  être  nul,  ce  qui  entraine  les  conditions 
que   A   et   B  soient  séparément  nuls  (n°  182). 

Si  nous  remplaçons  maintenant  x  par  la  valeur  a-h  fJ*  conjuguée 
de  la  première,  le  résultat  est  conjugué  du  premier  (n°  182,  remarque) 
et  a  pour  valeur  A  —  Bi  ;  il  est  nul  d'après  ce  qui  précède,  et  Ton  en 
conclut  que   a  —  fit'   est  racine  de  Téquation. 

Le  même  raisonnement  s'applique  aux  dérivées  successives  f'{x), 
f"{x),  .  .  .  f^p-^>{x)  qui  sont  à  coefficients  réels  ;  elles  sont  toutes 
nulles  pour  a  —  pi  en  même  temps  que  pour  a  -f-  pi*,  mais  la  dérivée 
d'ordre  p  ne  peut  s'annuler  pour  a  —  pi*,  car  sinon  elle  s'annule- 
rait pour  a-f-p*,  ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse  ;  on  conclut  de 
là  que  a  —  pi  annule  f{x)  et  ses  p — 1  premières  dérivées,  sans 
annuler  la  p'  ;  par  conséquent,  elle  est  racine  d'ordre  /),  d'où  ce 
théorème  : 


Théorème  III.  —  Si  une  équation  algébrique  à  coefficients  réels 
admet  une  racine  imaginaire  d'un  certain  ordre  de  multiplicité,  elle 
admet  la  racine  imaginaire  conjuguée,  et  celle-ci  a  le  même  ordre 
de  multiplicité  que  la  première. 

Corollaire.  —  Une  équation  algébrique  de  degré  impair,  à  coeffi- 
cients réels,  a  au  moins  une  racine  réelle,  et  elle  en  a  toujours  un 
nombre  impair. 

En  effet,  le  nombre  des  racines  imaginaires  est  toiyours  pair, 
d'après  le  théorème  précédent. 

Supposons  que  l'on  décompose  le  premier  membre  d'une  équation 
algébrique  à  coefficients  réels  en  facteurs  du  premier  degré,  sous  la 
forme  (2)  ou  (5),  et  qu'on  effectue  le  produit  des  facteurs  correspondant 
à  deux  racines  imaginaires  conjuguées  a -4- pi  et  a  —  pi";  ce  produit 
a  pour  valeur 

(x  — a  —  pÔ(x  — a-4-p/)^-  (x  —  «)'- -h  p^  ; 

on  voit  qu'il  se  met  sous  la  forme  d'un  trinôme  du  second  degré  à 
coefficients  réels,  tel  que   x^~hpx-h  q. 


t. 
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En  opérant  de  la  même  façon  pour  tous  les  couples  de  racines  ima- 
ginaires conjuguées,  on  met  f[x)    sous  la  forme 

(6)  f[x)  =  k{x—XiY{x—XiY  .  . .  {x^-^piX-^q^Y[x'^-{-p^-^q^)*  . .  .  , 

où  Xi,  X.2,  ...  sont  les  racines  réelles  de  Téquation  f(x)  =  0,  et 
où  les  trinômes  ont  chacun  leurs  coefficients  réels,  mais  leurs  racines 
imaginaires  conjuguées,  les  exposants  de  ces  trinômes  étant  égaux 
aux  ordres  de  multiplicité  des  racines  correspondantes  de  Téquation. 
Ce  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Théorème  IV.  —  Tout  polynôme  à  coefficients  réels  est  déconi- 
posable  en  un  produit  de  facteurs  réels  du' premier  et  du  second  degré. 

Par  exemple,  le  polynôme  a:^  +  t    peut  être  décomposé  en  facteurs 
du  second  degré  ;  on  écrit  pour  cela 

x'  -^  \  ={x^ .-]-  {y  —  2x''  =  {x''  -h\/2x-i-  \){x^  ~\/2x-\'  \); 

en  annulant  chacun  des  deux  trinômes,  on  a  les  quatre  racines  de 
réquation  j:*  -f- 1  =  0 ,  et  ces  racines  sont  imaginaires  deux  à  deux 
conjuguées. 

197.  Ëlimination .    —    Éliminer  une    inconnue    x     entre   deux 
équations  algébriques 

(7)  f{x)  =  Aox'"  -+-  AiX-»-^  -i-    •  •  •    -h  A;„^,j:  -f-  A„  =  0 , 

(8)  (p(x)  =  BoxP  -h  B.xP-'  -f-    .  .  .   -f-  Bp_,x  -4-  B^  =  0 , 

c'est  chercher  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coefficients 
de  ces  équations  pour  qu'elles  aient  une  racine  commune;  théorique- 
ment, on  l'obtient  en  tirant  la  valeur  de  x  de  l'une  et  la  portant  dans 
l'autre,  mais  ce  procédé  n'est  pas  pratique  lorsqu'on  n'a  pas  de  formule 
donnant  la  valeur  d'une  racine  d'une  des  équations  ou  qu'une  telle  for- 
mule est  compliquée  de  radicaux.  Nous  allons  indiquer  une  méthode 
n'exigeant  que  des  calculs  rationnels. 

Examinons  d'abord  le  cas  simple  de  deux  équations  du  premier 
degré 

ax-hb  =  0,  n'x-\  b'  ^0; 
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en  tirant  la  valeur  de    x    de  Tune  d'elles  et  la  portant  dans  Tautre, 
on  obtient  la  condition  cherchée 

En  général,  lorsqu'on  a  une  équation  du  premier  degré  et  une 
équation  de  degré  quelconque,  il  suffit  d'écrire  que  la  solution  de  la 
première  satisfait  à  la  seconde. 

Considérons  maintenant  deux  équations  du  second  degré 

f[x)  =  ax^  -f-  6x  -f-  c  =  0  , 
o{x)  =  aV  -hb'x-hc'  =  0] 

nous  pouvons  en  former  deux  combinaisons  qui  sont  réductibles  au 
premier  degré, 

ao{x)  —  a'f{x)  =  [ah'  —  ba')x-^[ac'  —  ca')  ==0, 
c'f[x)  —  c^[x)  =  j{[ac'  —  ca')x  -h  [bd  -^  cb')]  =  0 . 

S'il  existe  une  racine  commune  aux  deux  équations,  elle  n*est  pas 
nulle  en  général,  à  moins  que  c  et  c'  ne  soient  nuls;  elle  doit  alors 
annuler  simultanément  les  deux  facteurs  linéaires, 

(9)       (ab'  —  ba')  x-+-  [ac'  —  ca') ,       [ac'  —  ca')  x  -f-  [bc'  —  cb')  ; 

la  condition  pourquoi  en  soit  ainsi  est,  d'après  le  résultat  du  cas  précé- 
dent, que  l'on  ait 

i^ac'  —  ca'f  —  [ab'  —  ba')  [bc'  —  cb')  =  0 . 

Celte  condition  est  encore  satisfaite  lorsque  c  et  c'  sont  nuls; 
elle  est  donc,  dans  tous  les  cas,  nécessaire  pour  que  les  équations  don- 
nées aient  une  racine  commune. 

Nous  allons  voir  qu'elle  est  suffisante  ;  admettons  qu'elle  soit  reni- 
plie  et  supposons  d'abord  que  les  deux  différences  ab'  —  6a',  ac'  —  ca' 
ne  soient  pas  simultanément  nulles,  par  exemple  que   ab' — ba'  soit 

difterent  de  zéro.  La  première  des  expressions  linéaires  (9)  s'annule 

ac'  • —  c(i' 

pour    X  ~ J-. i— r  ;    on  vérifie  que  cette  valeur  de    x    satisfait 

a6'  —  oa 

aux  deux  équations  données  ;  elle  constitue  donc  une  racine  commune 
à  ces  deux  é(|uations.  Supposons  maintenant  que  les  deux  diflerences 
ab'  —  ba'    et  ac'  —  ca'   soient  nulles  ;  nous  en  concluons  que  Ton  a 
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a  h  C 


a'       b        c 


,         ,  »    ou  bien  que   a   et   a'  sont  nuls  simultanément.  Dans 
c 

le  premier  cas,  les  deux  équations  données  ont  les  mêmes  racines  ; 
dans  le  second,  elles  ont  l'une  et  Tautre  une  racine  infinie,  et  Ton  dit 
par  extension  que  cette  racine  infinie  est  commune  aux  deux  équations  ; 
nous  voyons  que  la  condition  trouvée  est  toujours  suffisante  pour  que 
les  équations  aient  au  moins  une  racine  commune. 

Dans  le  cas  général  où  Ton  considère  deux  équations  telles  que 
(7)  et  (8),  on  opère  d'une  façon  analogue,  en  formant  des  combinaisons 
réductibles  à  des  équations  de  degrés  moindres,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive 
à  une  équation  du  premier  degré.  Un  procédé  qui  réussit  dans  tous  les 
cas  consiste  à  effectuer  la  division  des  deux  polynômes;  si  l'on  suppose 
que  m  ^oii^p,  on  divise  f{x)  par  ^(x);  soient  q{x)  et  r[x)  le 
quotient  et  le  reste  de  la  division.  L'identité 

f{x)  =  ^[x)q{x)  -4-  r[x) 

montre  que  toute  solution  commune  aux  deux  équations  (7)  et  (8) 
annule  le  reste  r[x)  ;  on  est  donc  amené  à  chercher  la  condition  pour 
que  les  deux  équations  (p(ir)=0,  r( j)  =:  0  aient  une  solution  com- 
mune ;  elles  sont  de  degré  moins  élevé  que  les  premières. 

On  opère  de  la  même  façon  sur  ^[x]  et  r[x)  en  effectuant  leur 
division,  et  Ton  continue  ainsi  comme  dans  la  théorie  arithmétique 
du  plus  grand  commun  diviseur,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  reste 
constant;  on  écrit  alors  qu'il  est  nul,  c'est-à-dire  que  la  dernière  divi- 
sion que  l'on  a  à  effectuer  se  fait  exactement;  nous  remarquerons 
que  les  racines  du  dernier  diviseur  annulent  alors  le  dernier  dividende, 
ainsi  que  tous  les  polynômes  précédents;  ce  sont  donc  les  racines 
communes  aux  deux  équations  données. 

Nous  compléterons  ces  considérations  dans  une  note  placée  à  la 
fin  du  volume. 

198.  Condition  pour  qu'une  équation  aluébrique  ait  une  racine 
multiple.  —  Théorème  V.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'une  équation  algébrique  ait  une  racine  multiple  est  qu'elle 
ail  une  racine  commune  avec  sa  dérivée. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  11  (n°  11)5);  nous  avons 
vu   en   effet   qu'une    racine    multiple  de   l'équation   fix)    -i)  annule 
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le  premier  membre  de  cette  équation  et  au  moins  sa  première  dérivée. 
Réciproquement,  une  racine  commune  à  Téquation  donnée  et  à  Té- 
quation  dérivée  est  une  racine  multiple  de  la  première  ;  elle  est  racine 
double  si  elle  n'annule  pas  la  dérivée  seconde  de  f{x),  et  plus  géné- 
ralement, racine  multiple  d'ordre  p,  si  elle  annule  les  dérivées  suc- 
cessives de  f{x)   jusqu'à  celle  d'ordre  p  —  1    inclusivement. 

D'après  cela,  on  obtiendra  la  condition  pour  qu'une  équation  ait 
une  racine  multiple  en  éliminant  l'inconnue  entre  cette  équation  et  sa 
dérivée.  Si  Ton  opère  par  divisions  successives,  les  racines  du  diviseur 
de  la  dernière  division  effectuée  sont  les  racines  multiples  de  l'équation 
donnée. 

Gomme  application,  cherchons  la  condition  pour  que  l'équation  du 
troisième  degré 

x^  -hpx-\-q  =  0 

ait  une  racine  double;  l'équation  dérivée  est 

3x2 +  ^=-0. 

En  divisant  les  premiers  membres  l'un  par  l'autre,  nous  avons 

x^-hpx-\-q  =  (3x2  _}_y^)  £.  _,_  _£î.  _^  y . 

s'il  existe  une  racine  commune  aux  deux  équations,  elle  doit  annuler 
le  reste  de  la  division,  et  dès  lors  elle  a  pour  valeur  Xi  =       *  ^  ;    en 

écrivant  qu'elle  annule  la  dérivée  3x--f-/),  on  trouve  la  condition 
cherchée, 

La  racine  double  est  égale,  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir,  à 

— -^;    comme  la  somme  des  trois  racines  est  nulle  (n**  194),  la  racine 
2/î  .^^ 

simple  est  égale  à  ^-L. 
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RÉSOLUTION  DE  L'ÉQUATION  DU  TROISIÈME  DEGRÉ 


199.  Réduction  à  une  forme  simple.  —  Soit    " 

AoX»  H-  AiX*  -h  A2X  -f-  A3  =  0 

l'équation  générale  du  troisième  degré;  pour  la  résoudre,  on  commence 
par  la  ramener  à  une  forme  plus  simple  en  posant 

/y»    -^^   rwv    __^  *        • 

oAo 

en  remplaçant  x  par  cette  valeur,  on  constate  que  le  terme  du  second 
degré  disparait  dans  l'équation  en  x' \  si  Ton  divise  alors  tous  les 
coefficients  par  celui  de   x'^ ,    on  la  met  sous  la  forme  simple 

11  suffit  donc  de  résoudre  cette  dernière  équation  et  de  retrancher 

de  chacune  de  ses  racines  la  quantité   — ^  pour  avoir  les  racines  de 

oAq 

Téquation  donnée.  Nous  supposerons  désormais  que  Ton  ait  fait  au 
préalable  le  calcul  que  nous  venons  d'indiquer,  et  nous  ne  nous  occu- 
perons que  de  Téquation  mise  sous  la  forme 

(1)  x' -4~/)j: -h  <jr  =  0 . 

Nous  savons  reconnaître  si  elle  a  une  racine  double  et  calculer 
dans  ce  cas  ses  racines  (n°  198)  ;  nous  considérerons  donc  dans  ce  qui 
suit  le  cas  où  les  racines  sont  distinctes  ;  elles  sont  ou  bien  toutes  les 
trois  réelles,  ou  bien  une  réelle  et  deux  imaginaires  (n°  196,  corol- 
laire) ;  nous  verrons  comment  on  dislingue  ces  deux  cas  l'un  de  l'antre . 
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200.  Cas  de  trois  racines  réelles.  —  On  calcule  numériquement 

les  racines  de  l'équation  (1)  en  les  comparant  à  celles  de  Téquationqui 

6 
donne    cos—   connaissant     cos  6  ;     nous  avons  vu  (n°  186)  que  cette 
»j 

dernière  est 

(2)  cos^  —  —  -rcos cos  6  =  0  ; 

o        4  3        4 

si  nous  posons  dans  l'équation  (1)    ic  =  pcos-r-ï    elle  devient,  après 
division  par   p\ 

cos»  —  4-il-COS-^-f--\  =  0. 

Il  est  facile  de   l'identifier   avec   l'équation  (2)  ;   pour  cela,  on 

commence  par  choisir     p     par  la  condition     ^  =  —  4"  '     ^"^  donne 

p  4 


p  =  2  v/  —  ^ ,    et  Ton  a  ainsi  Téquation 


,030  3(7 

cos'  -^  —  -  cos  ^ f =  0  ; 

3       4         3  D 


il  suffit  alors  de  poser 

(3)  cos  0  = '  ^^         , 


w-f 


pour  que  les  équations  soient  identiques. 

A  des  valeurs  données  de  p  et  de  q  ne  correspond  un  angle  0 
fourni  par  la  relation  précédente  que  si  p  est  négatif  et  si  de  plus, 
cos-0    est  inférieur  à    1 ,    ce  qui  conduit  à  la  condition 

(4)  4/>3  -j-  21  q^  <  0  ; 

cotte  dernière  condition  est  à  elle  seule  suffisante,  car  si  elle  est  rem- 
plie, p  est  forcément  négatif,  on  peut  alors  déterminer  un  angle  0 
par  l'équation  (3),  et  ramener  par  suite  la  résolution  de  l'équation  (!)  à 
celle  de  Féquation  (2). 

Lorsque  la  condition  (4)  est  remplie,  la  résolution  numérique  de 
l'équation  (1)  consiste  à  calculer  au  moyen  .des  tables  de  logarithmes 


r 
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un  quelconque,  ôo,  des  angles  ô,  dont  le  cosinus  a  la  valeur  (3),  puis 
à  résoudre  l'équation  (2),  enfin  à  multiplier  ses  racines  par  le  nombre 

p  =  2\/  —  L-^    or  nous  savons  que  les  racines  de  l'équation  (2)  sont 

,os-,       cos^---!--),       cos^--3J, 
nous  en  concluons  que  les  racines  de  Téquation  proposée  sont 


V-f"4-  V-I-<^+t)'_ 

ces  trois  valeurs  sont  réelles  et  calculables  par  logarithmes. 

201.  Cas  d*une  seule  racine  réelle.  —  Plaeons-nous  dans  le  cas 
où  Ton  a 

(5)  4/>3-h27qr2>0; 

nous  allons  déterminer  les  racines  de  Téquation  du  troisième  degré  par 
une  méthode  algébrique  et  montrer  qu'une  seule  est  réelle.  Remplaçons 
dans  (1)  X  par  la  somme  de  deux  quantités  inconnues  y  et  z,  ce 
qui  donne  Téquation 

y^-\-z^-{-  3yz{y  -f-  z)  -^p{y  -\-z)-hq  =  0\ 

nous  pouvons  assujettir  y  et  z  à  une  condition  choisie  arbitraire- 
ment, puisqu'elles  sont  reliées  par  une  seule  équation  ;  écrivons  que 
le  coefficient  de   y-hz   est  nul,  c'est-à-dire  que  Ton.  a 

3yz-hp  =  0; 

il  reste  alors  la  relation  suivante  pour  déterminer  ^   et   z  : 

y^-hz^-{-q  =  0, 

La  première  des  deux  équations  précédentes  nous  donne  z  =  —  -jL^, 

et  en  portant  cette  valeur  dans  la  seconde,  on  a,  pour  déterminer  y, 
l'équation 


^.3 


(6)  y«  +  y;y'-{f  )  =0. 
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y^   est  donné  par  une  équation  du  second  degré  qui  a  pour  racines 


-l*v/(l)'-(f)*^ 

d'après  Tliypothèse  (5)  faite  sur  p  et  y,  ces  deux  racines  sont  réelles  ; 
à  chacune  d'elles  correspondent  pour  y  trois  valeurs  dont  Tune  est 
réelle  et  les  deux  autres  imaginaires  conjuguées.  En  prenant  par 
exemple  le  signe  -f-  devant  le  radical  carré,  on  a  pour  y  une  valeur 
réelle  que  nous  représenterons  par 

1 

et  deux  valeurs  imaginaires  ;  celles-ci  sont  (n°  190) 

2/2—1  2  7'^*'  2/3—1  2  7^*' 

Les  valeurs  de    z    correspondantes  sont,  la  première,  réelle  et  les 
deux  autres,  imaginaires  ;  la  valeur  réelle     Si     est  telle  que  le  produit 

i/iZi    soit  égal  à  — ^»    ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  que    y\z\ 

soit  égal  à  (  —  ^J  •  D'après  cette  remarque,  z\  est  la  deuxième 
racine  de  l'équation  (6),  et  Ton  a 


^■=\/-I-n/(î)"-(* 


le  radical  ayant  sa  valeur  réelle  ;  les  autres  valeurs  de    z   sont 


Zl 


(=i^M),„      ,=(.-_i±M)„ 


car  on  peut  vérifier  que  les  produits   y-^z^   et   y^z^    ont  la  même  valeur 
que    î/iz,   et  sont  égaux  par  suite  à  —  ^ . 
l^cs  trois  valeurs  de    x   sont  alors 

^1=2/1  +  ^1 


{/-î-\/(if-(f)-\/-ï-\/(iy-(f)' 


Xi  = 
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/-i-f-rV3\  /_i_iV3\ 


si  l'on  avait  pris  pour  y*  raulre  racine  de  Téquation  (C),  il  aurait 
suffi  d'intervertir  le  rôle  de  y  et  s,  et  Ton  aurait  obtenu  les  mêmes 
valeurs  pour  x . 

On  voit  que  dans  le  cas  où  4/>^  -f-  27 7^*  est  positif,  Téquation  a 
une  racine  réelle  et  deux  imaginaires  ;  la  formule  qui  donne  la  racine 
réelle  est  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Cardan,  Si  Ton  veut  la 
calculer  par  logarithmes,  on  rend  calculables  par  logarithmes  les  racines 
de  Téquation  (6)  puis  on  calcule  leurs  racines  cubiques,  et  Ton  fait  la 
somme  de  ces  racines  cubiques. 

En  résumé,  suivant  que  4p'-f-27y*  est  négatif,  positif  ou  nul, 
réquation  du  troisième  degré  a  ses  trois  racines  réelles,  ou  bien  une 
racine  réelle  et  deux  imaginaires  conjuguées,  ou  bien  une  racine  double 
et  une  racine  simple  toutes  deux  réelles. 


CHAPITRE  IV 
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202.  Il  est  rare  que  Ton  puisse  exprimer  les  racines  d'une  équa- 
tion par  des  formules  au  moyen  des  coefficients,  comme  cela  a  lieu 
pour  les  équations  du  second  degré;  nous  avons  bien  vu  (n**  201)  que 
les  racines  d'une  équation  du  troisième  degré  s'expriment  par  la 
formule  de  Cardan  ;  on  peut  également  donner  une  formule  de  résolution 
de  Téquation  du  quatrième  degré;  mais  on  ne  peut  généraliser  ces 
méthodes;  Abcl  a  démontré  en  effet  que  les  équations  générales  de 
degré  égal  ou  supérieur  à  cinq  ne  peuvent  être  résolues  par  une 
expression  algébrique  formée  au  moyen  des  coefficients. 

Quel  que  soit  l'intérêt  qui  s'attache  à  une  formule  donnant  les 
valeurs  des  racines  d'une  équation,  une  telle  formule  est  en  général 
peu  propre  au  calcul  numérique;  elle  ne  donne  souvent  aucune  distinc- 
tion entre  les  racines  réelles  et  les  racines  imaginaires.  Nous  nous 
proposons  d'indiquer  dans  co  chapitre  des  méthodes  permettant  de 
calculer  avec  une  approximation  suffisante  dans  la  pratique  les  racines 
réelles  d'une  équation  numérique  donnée,  algébrique  ou  transcendante 
simple,  à  coefficients  numériques. 

203.  Racines  entières  ou  fractionnaires  d*une  équation  algé- 
brique. —  Soit 

Aox"  -i -  A,x'"-'  -h    ...    H-  A„._,x  -h  A«  =:  0 

une  équation  algébrique  dont  nous  supposons  les  coefficients  réels 
entiers  ou  fractionnaires;  en  chassant  les  dénominateurs,  nous  pouvons 
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les  supposer  tous  entiers  ;  nous  nous  proposons  de  calculer  les  racines 
réelles  entières  ou  fractionnaires  de  cette  équation. 

Cherchons  si  l'équation  proposée  peut  avoir  une  racine  réelle  entière 

ou  fractionnaire  de  la  forme    J-^    p    et    q    étant  entiers  positifs  ou 

négatifs;  nous  pouvons  toujours  supposer  ces  nombres  premiers  entre 

eux.  En  écrivant  que   -L   annule  le  premier  membre  et  chassant  les 

dénominateurs,  nous  aurons  Tidentité 

Ao/)'"-f-A,/>'"-*f/-f-    •••    -h\m-iPq'"-'-\-A„q'"  =  0\ 

nous  en  déduirons  les  deux  égalités 

p{koP'^"' -^  A^p'^-'q -h    .-.    -I-A^_i7'^*)=:  — A^^", 
_Ao/>'"  =  çr(A,/)'"-'-h    •••    -h K^i pq'^-^ -h An.q"'-') , 

Comme  p  et  q  sont  premiers  entre  eux,  la  première  de  ces 
égalités  exprime  que  p  doit  diviser  A„,  et  la  seconde  que  q  doit 
diviser  A©;  on  voit  donc  que  le  choix  des  nombres  /;  et  q  est 
limité;  on  prendra    p    parmi  les  diviseurs  de    A,„    et    q    parmi  ceux 

de    Ao,     on  formera  les  différentes  fractions  positives  ou  négatives   ^ 

dont  les  termes  sont  pris  en  valeur  absolue  parmi  ces  diviseurs,  et  l'on 
substituera  ces  fractions  à  x  dans  le  premier  membre  de  l'équation  ; 
celles  qui  Tannuleront  seront  des  racines.  On  reconnaîtra  d'après  le 
théorème  11  (n°  195)  celles  de  ces  racines  qui  sont  multiples,  et  on 
déterminera  leur  ordre.  On  divisera  enfin  le  premier  membre  par  le 
produit  des  facteurs  linéaires  de  la  forme  {x  —  xi)'',  {x  —  x^y,  .  .  . 
correspondant  aux  racines  trouvées,  affectés  d'un  exposant  égal  à  l'ordre 
de  multiplicité  de  ces  racines,  et  le  quotient,  égalé  à  zéro,  donnera  les 
racines  réelles  irrationnelles  et  les  racines  imaginaires  de  Téquation. 
Exemple,  —  Soit  l'équation 

3x^4-2x3  — .Sx  — 2  =rO; 

p    doit  diviser    2    et  être  égal  à    i    ou    2;    q    doit  diviser   3   et  être 
égal  à   i    ou   3;    on  est  conduit  à  essayer  les  nombres 

±1,  àz-.  -h-2  =i=-; 

'  3  —    '  3' 

VoGT.  —  Math.  sup.  17 
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2 
on  constate   que    -\-i    et   — —  sont  des  racines,  et  sont  simples;  en 

o 

divisant  le  premier  membre  par  les  facteurs    x  —  1    et    3jr  -h  2   corres- 
pondant à  ces  racines,  on  le  met  sous  la  forme 

(j  — t)(3x-+-2)(j-2-ha--+-l); 

les  deu\  dernières  racines  de  Féquation,  obtenues  en  annulant  le  dernier 
facteur,  sont  imaginaires,  et  sont  égales  à   -^^^^ — ~    ^'  • 

Lorsqu'on  a  ainsi  débarrassé  Téquation  de  ses  racines  entières 
ou  fractionnaires,  il  peut  arriver  que  Téquation  à  laquelle  on  est  con- 
duit et  dont  les  racines  sont  irrationnelles  ou  imaginaires  ait  des 
racines  multiples;  on  le  reconnaîtra  (n°  198)  à  ce  qu'elle  a  des  racines 
communes  avec  sa  dérivée;  on  sait  dans  ce  cas  former  par  des  divi- 
sions successives  Téquation  qui  a  pour  racines  les  racines  multiples, 
et  elle  est  plus  simple  que  la  proposée;  nous  supposerons  qu'on  ait 
résolu  cette  nouvelle  équation,  et  qu'on  ait  débarrassé  la  première 
de  ses  racines  multiples  en  divisant  son  premier  membre  par  les 
facteurs  linéaires  correspondants  ;  nous  pourrons  donc  nous  limiter  au 
cas  d'une  équation  n'ayant  que  des  racines  simples;  c'est  ce  que  nous 
supposerons  désormais. 

204.  Séparation  des  racines.  —  Théorème  de  Relie.  —  Ce  que 

nous  allons  dire  s'applique  non  seulement  aux  équations  algébriques 
à  coefficients  réels  rationnels  ou  irrationnels,  mais  encore  aux  équa- 
tions transcendantes,  en  supposant  toutefois  que  les  racines  réelles  de 
ces  équations  soient  simples;  nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  que 
tous  les  termes  sont  placés  dans  le  premier  membre,  et  nous  désigne- 
rons ce  premier  membre  par  f[x).  Nous  nous  proposons  de  calculer 
des  valeurs  approchées  des  racines  réelles  de  l'équation;  nous  commen- 
cerons par  les  séparer,  c'est-à-dire  par  former  une  suite  d'inter- 
valles [a  j  t),  [c y  (/),  ...  tels  qu'il  existe  dans  chacun  d'eux  une 
et  une  seule  racine  réelle.  Ony  parvient  ordinairement  par  l'application 
du  théorème  fondamental  suivant  et  de  son  corollaire. 

Théorème  de  Relie.    —    Dans    lout    intervalle   où    le   premier 
membre  tVune  équation  est  continu  et  a  une  dérivée,  deux  racines 
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réelles  consécutives  de  celte  équation  comprennent  au  moins  une  racine 
réelle  de  l'équation  dérivée. 

Nous  avons  vu  en  effet  (n°  128)  que  si  une  fonction  f[.r)  continue 
et  possédant  une  dérivée  dans  un  certain  intervalle  s'annule  pour  deux 
valeurs  comprises  dans  cet  intervalle  ou  égales  aux  limites,  sa  dérivée 
f'{x)  s'annule  au  moins  une  fois  entre  ces  deux  valeurs  ;  le  théorème 
de  Rolle  exprime  cette  propriété  sous  une  autre  forme. 

CoFollaIre.  —  Dans  tout  intervalle  où  le  premier  membre  d'une 
équation  est  continu  et  a  une  dérivée,  deux  racines  réelles  consécu- 
tives de  Véquation  dérivée  comprennent  au  plus  une  racine  réelle  de 
la  proposée. 

Si  elles  en  comprenaient  en  effet  plusieurs,  il  existerait  entre  ces 
racines  d'autres  racines  de  la  dérivée  ;  d'après  le  théorème  précédent, 
et  cela  est  impossible. 

Il  résulte  de  ces  propositions  que  si  l'on  sait  trouver  d'une  part  les 
valeurs  pour  lesquelles  le  premier  membre  d'une  équation  devient 
discontinu,  d'autre  part  les  racines  réelles  de  l'équation  dérivée,  et  si 
Ton  range  toutes  ces  valeurs,  ainsi  que  —  oo  et  -f-  oo  par  ordre  de 
grandeur,  dans  chaque  intervalle  existe  au  plus  une  racine  de  l'équation 
donnée.  La  suite  de  ces  valeurs  s'appelle  suite  de  Rolle. 

Comme  l'équation  n'a  pas  de  racine  multiple,  elle  n'a  pas  do 
racine  commune  avec  sa  dérivée,  et  la  suite  de  Rolle  ne  comprend  pas 
de  racine  de  l'équation  donnée. 

• 

205.  Pour  reconnaître  s'il  existe  ou  non  une  racine  dans  un  des 
intervalles  ainsi  formés  on  s'appuie  sur  le  théorème  suivant: 

Théorème.  —  Dans  tout  intervalle  où  le  premier  membre  d'une 
équation  est  continu,  deux  nombres  dont  les  résultats  de  subslitutio  n 
dans  ce  premier  membre  sont  de  signes  contraires  comprennent  au 
moins  une  racine  de  l'équation. 

Car,  si  l'on  fait  varier  x  d'une  manière  continue  de  l'un  à  l'autre 
de  ces  nombres,  f{x)  varie  d'une  manière  continue;  comme  celle 
fonction  change  de  signe,  elle  s'annule  forcément  pour  une  valeiu*  au 
moins,  comprise  entre  les  deux  nombres. 
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Ce  théorème  est  d'im  usage  fréquent  ;  il  montre  par  exemple  que 
l'équation 

a:-'  —  5j;  —  2  =  0 

a  une  racine  réelle  positive  au  moins,  car  les  nombres  0  et  -hoc 
donnent  dans  le  premier  membre  des  résultats  de  signes  contraires. 
De  même  l'équation 

jjfi  H-  x"'  -h  ^x^  —  2  —  0 

a  au  moins  une  racine  réelle  positive  et  une  racine  réelle  négative,  car 
les  nombres  —  oo,  0,  et  -f-  oo  donnent  dans  le  premier  membre  des 
résultats  successivement  de  signes  contraires. 

Nous  allons  appliquer  ce  théorème  à  la  suite  de  Rolle. 

C4oro11aire.  —  Deux  nombres  consécutifs  de  la  suite  de  Rolle 
comprennent  une  racine  de  V équation  ou  n'en  comprennent  aucune 
suit'ant  que  leurs  résultats  de  substitution  dans  le  premier  membre 
sont  de  signes  contraires  ou  de  même  signe. 

En  effet,  d'après  la  manière  même  dont  a  été  formée  la  suite  de 
Rolle,  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  garde  un  signe 
constant  entre  deux  termes  consécutifs  de  cette  suite,  et  le  prennier 
membre  lui-même  est  une  fonction  qui  varie  toujours  dans  le  même 
sens  dans  chacun  des  intervalles  ;  si  deux  nombres  compris  dans  un 
de  ces  intervalles  ou  égaux  aux  limites  donnent  des  résultats  de 
signes  contraires,  ils  comprennent  une  et  une  seule  racine  ;  s'ils  don- 
nent* des  résultats  de  même  signe,  ils  n'en  comprennent  aucime. 

Remarque.  —  Lorqu'un  intervalle  fourni  par  la  suite  de  Rolle  est 
limité  par  une  valeur  de  x  telle  que  x  =  b  par  exemple,  rendant 
discontinu  le  premier  membre  f{x)  de  l'équation,  il  faut  entendre  par 
signe  du  résultat  de  substitution  de  cette  valeur  dans  f{x)  celui  que 
l'on  obtient  en  remplaçant  x  par  une  valeur  voisine  de  b  et  tendant 
vers   b   tout  en  restant  comprise  dans  l'intervalle  considéré. 

Supposons  par  exemple  que  les  deux  intervalles  consécutifs  linnités 
par  b  soient  [a,  b)  et  {b,  c)  ;  pour  appliquer  le  corollaire  précédent 
au  premier  de  ces  intervalles,  on  doit  substituer  k  x,  à  la  place  de  6, 
un  nombre   b  —  e,    e  étant  positif  et  assez  petit  pour  que  f{x)    garde 
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un  signe  constant  entre  6  —  e  et  b;  de  la  même  manière,  pour  l'in- 
tervalle suivant,  on  doit  substituera  x,  à  la  place  de  b,  un  nombre 
6  -i-  €,  £  étant  positif  et  assez  petit  pour  que  f{x)  garde  un  signe 
constant  entre  b  et  6  -h  e.  Dans  le  tableau  des  résultats  de  substitu- 
tion, on  écrit  ordinairement  les  deux  nombres  b — e  et  6-f-s,  en 
les  séparant  par  un  trait. 

La  courbe  représentative  du  premier  membre  d'une  équation  rend 
bien  compte  des  théorèmes  précédents  ;  si  Ton  prend  comme  exemple 
Téquation  dont  le  premier  membre  est  représenté  par  la  courbe  de  la 
figure  48,  on  voit  que  la  suite  de  Roile  est  formée  des  nombres 


oc, 


J*i ,        X-i^       J3 ,        Xv ,        ^3 ,        Xe 


00 


pour  lesquels  la  fonction  est  discontinue  on  passe  par  un  maximum 


^s 


OCa 


Fijr.  48. 

OU  un  minimum  ;  on  écrira  de  la  façon  suivante  le  tableau  des  résul- 
tats  de  substitution  correspondants 


oc  ,       JTi  ,       07-2  ■»       «^3  ï       «^4 


Xx-\-E,      X:i 


-f- 


j:'5-t-e,     .Te,      -j- ao  , 


-h- 


-f- 


On  voit  sur  la  figure  que  l'équation  a  trois  racines,  comprises 
Tune  entre  — oo  et  j^i,  l'autre  entre  x^  et  j*;,  et  la  dernière 
entre  x^.  et  x^;  on  vérifie  bien  l'exactitude  du  théorème  de  Holle 
et  des  corollaires  énoncés  précédemment. 


1 
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206.  Exemples,  —  1°  Soit  Téquation 

x"^  —  ox  —  2  =  0  : 
l'équation  dérivée 


i)x^  —  5  =  0 

a  deux  racines  réelles  —  1  et  -I-  i  ;  la  suite  de  Rolle  est  formée 
des  nombres  — oo,  — 1,  H- 1 ,  -4-oo,  et  les  signes  des  résul- 
tats de  substitution  correspondants  sont  indiquées  dans  le  tableau 
suivant: 

■ 

—  »,  —  1 ,  ^-  1 ,  -4-00 


comme  ils  sont  alternativement  de  signes  contraires,  on  en  conclut  que 
réquation  a  trois  racines  réelles  séparées  par  les  nombres  de  la  suite 
précédente. 

2°  Soit  réquation 

X 

le  premier  membre  est  discontinu  pour   x  =  0  ;    sa  dérivée   Sx*  H — - 

ne  s'annule  pas;  la  suite  de  Rolle  est  formée  de  — oo,0, -hoo,  et 
les  signes  des  résultats  de  substitution,  obtenus  comme  nous  l'avons 
dit  dans  la  remarque  du  n°  précédent,  sont 

00  —  Ê  -f-  e  -h  00 

—  -+-; 

on  voit  que  Téq nation  a  une  racine  réelle  positive  et  une  négative. 
3°  Soit  réquation 

X  —  tg  a:  ^=  0  ; 

au  lieu  d'employer  le  théorème  de  Rolle,  qui  conduirait  sans  trop  de 
difficulté  à  la  séparation  des  racines,  nous  emploierons  un  procédé 
géométrique  que  Ton  utilise  souvent.  Les  racines  de  Téquation  sont 
les  abscisses  des  points  communs  aux  deux  lignes  représentées  par 
les  équations 
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la  première  [fig,  49)  se  compose  d'une  suite  de  courbes  égales;  Tune 


7C 


TT 


d'elles  a  pour  asymptotes  les  droites    x  =  —  —    et    x=^-\~  —  et  elle 

Ji  mi 

passe  par  Torigine  ;  sa  tangente  en  ce  point,  d'après  le  théorème  du 


Kig.  49. 

n®  IIH,  a  pour  coefficient  angulaire  la  valeur  de  la  dérivée  de  tgx 
pour  a:  =  0;  il  est  égal  à  l'unité  et  la  tangente  est  la  bissectrice  de 
l'angle  xOy;  les  autres  branches  se  déduisent  de  celle-là  en  augmen- 
tant ou  diminuant  les  abscisses  d\m  multiple  de   -k. 

La  deuxième  ligne  est  la  bissectrice  de  l'angle  xO^  ;  elle  coupe 
la  première  branche  à  Torigine  et  lui  est  tangente  ;  on  peut  vérifier 
que  x  =  0  est  une  racine  triple  de  l'équation  proposée  (n°  195, 
remarque).  La  bissectrice  coupe  chacune  des  autres  branches  de  la 
courbe  en  un  point;  on  en  conclut  que  l'équation,  outre  la  racine 
triple    aT  =  0,   a  une  racine  simple  dans  chacun  des  intervalles 


( 


3:: 


(2::,  27r-l- ]}j.    •••^      ("~'^''~T' 


L 
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207.  Calcul  d'uoe  valeur  approchée  d*une  racine.  —  Lorsqu'on 
a  reconnu  qu'un  intervalle  (a,  b)  comprend  une  et  une  seule  racine 
réelle  d'une  équation  f{x)  =  0 ,  il  reste  à  calculer  une  valeur  appro- 
chée de  cette  racine. 

Le  procédé  le  plus  simple  consiste  à  substituer  à  x  une  suite  de 
nombres  croissants  intermédiaires  entre    a   et  b,    tels  que 

et  à  chercher  les  signes  des  résultats  de  substitution  dans  f{x). 
Puisque  f{a)  et  f{b)  sont  de  signes  contraires,  on  trouvera  dans  la 
suite  ou  bien  un  résultat  nul,  ce  qui  fera  connaître  la  racine,  ou  bien 
deux  résultats  consécutifs  de  signes  contraires,  et  les  deux  nombres 
substitués  correspondants  comprendront  la  racine. 

Si  elle  est  comprise  par  exemple  entre  «p  et  ff^+i ,  on  pourra 
substituer  des  nombres  intermédiaires  entre  ces  deux-là,  et  resserrer 
rintervalle  dans  lequel  se  trouve  comprise  la  racine.  En  général,  on 
substitue  des  nombres  entiers  successifs,  puis  dans  l'intervalle  des  deux 
entiers  consécutifs  qui  comprennent  la  racine,  on  substitue  des  nom- 
bres croissant  de  dixième  en  dixième,  puis  de  centième  en  cen- 
tième, etc.  On  obtient  ainsi  des  valeurs  approchées  de  la  racine  avec 
1,    2,    ...    chiffres  décimaux  par  défaut  et  par  excès. 

Exemple.  —  Nous  avons  vu  (n°  206)  que  Téq nation 

/•(  j.)  ^  ^3  _  5^  __  2  =  0 

a  trois  racines,  dont  Tune  est  supérieure  à  1  ;  pour  calculer  cette 
dernière,  nous  remarquons  que  1  et  2  donnent  des  résultats,  Tun 
négatif,  l'autre  positif,  et  comprennent  la  racine. 

En  substituant  les  nombres  1,1,  1,2,  .  .  .  ,  1,9,  on  constate 
que 

/•(  1,5) -^  —  1,906  25,  /'(1,6)  =  + 0,48576; 

par  conséquent  la  racine  est  comprise  entre  1,5  et  1,6;  en  substi- 
tuant les  nombres    1,51 ,    1,52,    .  .  .  ,    1,59,    on  constate  que 

/•(t,58)-  — 0,05:^  .  .  .  ,  /(  1,59) -r-f- 0,212  ...  ; 

on  en  conclut  que  la  racine  est  comprise  entre  1,58  et  1,59  et  est 
plus  voisine  du  premier  de  ces  nombres  que  du  second. 
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208.  Méthode  par  parties  proportionnelles.  —  Supposons  que 
Ton  ait  trouvé  deux  nombres  assez  rapprochés  a  et  6  comprenant 
la  racine  cherchée  ;  si  Ton  substitue  dans  l'intervalle  (a,  b)  au  pre- 
mier membre  f[x)  de  l'équation  une  fonction  plus  simple  et  si  Ton 
cherche  la  valeur  de  x  annulant  cette  fonction  dans  l'intervalle  consi- 
déré, cette  valeur  s'écartera  peu  de  la  racine  cherchée  et  pourra  être 
prise  comme  valeur  approchée  de  cette  racine. 

La  manière  la  plus  simple  de  choisir  la  fonction  auxiliaire  consiste, 
comme  nous  l'avons  déjà  vu  au  n**  151,  à  supposer  qu'elle  est  linéaire 
et  prend  pour  a  et  6  les  valeurs  f[a)  et  /"(/>),  ce  qui  revient  à 
dire  qu'elle  varie  proportionnellement  à  l'accroissement  de  la  variable; 
en  la  désignant  par    ii^   on  a 

u  —  f[n)         X  —  a 


m  -  A«)  ~  b-a- 

La  valeur  de  x  qui  annule  u  s'obtient  en  faisant  u  =  0  dans 
l'équation  précédente  ;  elle  surpasse  a  d'un  accroissement  x  —  a 
donné  par  la  relation 

X  —  a  — f{a) 

6^=^  =  m  -  f[a)  = 

le  nombre   x   fourni  par  cette  formule  est  pris  pour  valeur  approchée 
de  la  racine. 

Exemple,  —  En  nous  reportant  à  l'équation  du  n°  précédent, 
supposons  que  l'on  ait  constaté  que  la  racine  cherchée  est  comprise 
entre  1,5  et  1,6,  et  prenons  ces  deux  nombres  pour  valeurs  de  a  et  b. 
L'accroissement  b  —  a  est  égal  à  0,1;  on  calcule  l'accroissement 
X — 1,5,  que  nous  désignerons  par  /i,  au  moyen  des  valeurs  de 
/*(i,5j   et   /*(1,6),    par  la  relation 

h    ^ 1,906^25 

0,ï       0,485 7(V-hl,0OG 25  ' 

qui  donne 

h  =  0,070    _  .  : 

on  obtient  ainsi  pour  la  racine  cherchée  la  valeur  approchée    1 ,579    .  .  . 
209.   Méthode  d*approximation  de  Newton.     —    Soit      a      un 


*> 
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valeur  approchée  d'une  racine,  a -h h  sa  valeur  exacte  inconnue;  en 
écrivant  que  f{a-\-h)  est  nul,  et  développant  la  fonction  suivant  la 
formule  de  Tavlor  limitée  à  trois  termes,  on  a 

(1)  0  =  /•(«  +  A)  =  fia)  +  hf'{a)  +  f  /'(«  +  ÔA). 

mi 

La  méthode  de  Newton  consiste  à  négliger  le  dernier  terme,  qui 
contient  en  facteur  la  quantité  A*  généralement  très  petite,  et  à 
prendre  comme  valeur  approchée  de  h  la  valeur  Ai  fournie  par 
l'équation  du  premier  degré 

c'est-à-dire 


(:i)  A. 


f» 


Four  que  ion  puisse  employer  cette  méthode  avec  avantage,  il 
faut  que  la  valeur  approchée  a  -h  Ai  de  la  racine  soit  plus  voisine  de 
la  valeur  exacte  a-\-h  que  la  valeur  primitive  a  ;  on  sera  assuré 
que  cela  a  lieu  si  les  nombres  a,  a-hhi  et  a-\~h  sont  rangés  par 
ordre  de  grandeur  croissante  ou  décroissante,  c'est-à-dire  si  la  diffé- 
rence A|  entre  le  deuxième  et  le  premier  de  ces  nombres,  et  la  diffé- 
rence h  —  Al  entre  le  troisième  et  le  deuxième  sont  des  quantités  de 
môme  signe.  Or,  on  a  d'après  les  équations  (i)  et  (2), 


A  = 


h,=^- 


fin)        h'  f'\(i-\-hh) 

f\a)        2         f'[a) 

h'  f\a-\-hh) 

2        fia)       ' 


A  —  /îj    aura  le  signe  de    Ai    si    f[(i)    et    f"{a-\-Hh]    sont  de  même 
signe. 

On  ne  connaît  pas  f"[a  }  OA),  mais,  en  général,  la  dérivée  f\x) 
garde  un  signe  constant  connu  entre  a  et  n~\-  h\  si  ce  signe  est  celui 
de  /'/'),  on  est  certain  ([ue  la  méthode  s'applique  avantageusement 
au  nombre  a.  Dans  les  applications,  on  connaît  deux  nombres  a  et 
b  comprenant  la  racine,  et  tels  que  fia)  et  f[b)  soient  de  signes 
contraires  ;  en  supposant,  ce  qui  arrive  ordinairement,  que  f\x)  garde 
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un  signe  constant  connu  entre  a  et  6,  on  est  certain  que  la 
méthode  s'applique  avantageusement  à  Tun  des  nombres  a  ou  6  ; 
on  choisit  celui  qui  donne  à  f{x)  et  à  f"{x)  des  valeurs  de  même 
signe. 

La  méthode  de  Newton  permet  de  calculer  une  suite  de  valeure  de 
plus  en  plus  approchées  de  la  racine.  Supposons  qu'elle  s'applique,  dans 
les  conditions  que  nous  venons  de  mentionner,  au  nombre  a  et  qu'elle 
fournisse  une  valeur  approchée  a  +  Ai  ;  comme  a  -f-  Ai  est  compris 
entre  a  et  a-f-A,  /"(«-+- Ai)  a  le  même  signe  que  f[a)  et  ce  signe 
est  aussi  celui  de  la  dérivée  seconde  f\x)  dans  l'intervalle  ;  par  suite, 
la  méthode  est  applicable  à  a -h  Ai,  et  elle  fournit  une  valeur 
a-hAi-f-A2  plus  approchée  de  la  racine  que  la  première,  et  ainsi 
de  suite. 

La  méthode  de  Newton  présente  enfin  cet  avantage  de  donner 
une  limite  de  l'en'eur  commise  ;  en  prenant  a  -h  Ai  comme  valeur 
approchée  de  la  racine    a -{-h,   l'erreur  (n°  175)  est  égale  à 


A  = 


A^  ria-^^h)  . 


2 


r(«) 


bien  qu'on  ne  connaisse  pas  tous  les  termes  du  second  membre,  on 
peut  en  déterminer  ordinairement  une  limite  supérieure. 


210.  Il  est  facile  de  vérifier  que  la  racine  exacte  est  comprise  entre  la 
valeur  fournie  par  la  méthode  des  parties  proportionnelles  et  celle  que 

donne  la  méthode  de 
Newton  ;  supposons  en 
ciïet  que  l'on  construise 
la  courbe  de  variation  de 
la  fonction  /"(a?)  entre  les 
points  A  et  B  d'abscisses 
a  et  6  {fiff.  ;30)  ;  l'abs- 
cisse du  point  M  où  celte 
courbe  coupe  l'axe  Ox 
est  la  valeur  exacte  de  la 
^'ig-  SO.  racine.   La  méthode  des 

parties    proportionnelles 
consiste  à  substituer  à  la  courbe  la  droite   AB,    et  à  prendre  comme 
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valeur  approchée  de  la  racine  Tabscisse  du  point   Mi    où  cette  droite 
coupe   Ox\    Téquation  de  la  droite   AB    est  en  effet 

y  —  /■(«)       ^  —  « 


f{b)-f{a)        b--a' 

et  en  y  faisant  y=0,  on  a  pour  valeur  de  x  Tabscisse  du  point  Mi; 
elle  est  identique  à  la  valeur  approchée  que  nous  avons  donnée  au 
n**  208.  La  méthode  de  Newton,  appliquée  au  nombre  a,  consiste  à 
substituer  à  la  courbe  la  tangente  au  point  A  et  à  prendre  comme 
valeur  approchée  de  la  racine  Tabscisse  du  point  M2  où  cette  tangente 
coupe  Ox;  en  effet  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  (n**  113)  est 
f'{a) ,    et  Téquation  de  cette  droite  est 

y-f[a)  =  f'[a){x-a); 

en  y  faisant    î/  =  0    on  trouve  pour  valeur  de   x  l'abscisse  du  point 

Mi  ;  elle  est  égale  à   a  —  {.;,  ;  ,    ce  qui  est  la  valeur  approchée  fournie 

par  la  méthode  de  Newton. 

Gomme  le  point  M  est  situé  entre  Mi  et  M2,  la  racine  exacte 
est  comprise  entre  les  valeurs  approchées  fournies  par  les  deux  mé- 
thodes que  nous  avons  mentionnées.  Ordinairement,  on  applique 
simultanément  les  deux  méthodes  ;  elles  donnent  des  valeurs  appro- 
chées comprenant  la  racine  ;  si  a^  et  61  sont  ces  valeurs,  on  applique 
de  nouveau  les  deux  méthodes  à  a^  et  6, ,  ce  qui  fournit  des  valeurs 
ai.bi  comprises  entre  les  précédentes  et  comprenant  la  racine;  on 
peut  continuer  de  cette  façon  plusieurs  fois.  Si  Ton  s'arrête  à    a^   et  62 

par  exemple,  la  demi-somme  — ^ — -  sera  une  valeur  encore  plus 
approchée  que    a^   et    62. 


211.  Exemples.  —  1**  Appliquons  la  méthode  de  Newton  à  léqua- 
tion  algébrique  déjà  traitée  dans  les  numéros  précédents;  on  a 

f{x)  =  x  '  —  5j:  —  2 ,       f  [x]  ~-  ox  *  —  0 ,       f'ix)  --^  20j:'  ; 

f'\x)    est  positif  po\ir    x    positif;  nous  choisirons  par  suite  comme 
valeur  approchée  initiale  un  nombre  rendant    f[x)    positif;    en  pre- 


r 
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nant  la  valeur   a  =  1,6   pour  point  de  départ,  nous  aurons 

'~~7(W~~  27,768  --O'O''*-'' 
à  un  cent-millième  près,  nous  en  déduisons  la  valeur  approchée 

a -4- A,  =  1,6 —  0,01  749  =1,58  251. 

D'il'  I  ^''  f\a-^hh) 

Pour  évaluer  1  erreur  commise,  qui  a  pour  valeur   --r-       f,,    — -'» 

nous  remarquerons  que  /""(a  -t-  ôA)  est  inférieur  à  la  valeur  de  f^x) 
pour  a?  =  1 ,6,  c'est-à-dire  à  81 ,92  ;  d'autre  part,  la  méthode  des  par- 
ties proportionnelles  nous  a  fourni  la  valeur  1 ,579  ;  elle  est  inférieure 
à  la  racine,  et  A  est  sûrement  inférieur  en  valeur  absolue  à  la  diffé- 
rence entre  1,6  et  1,579,  c'est-à-dire  à  0,021;  nous  en  concluons  que 
Terreur  est  inférieure  à 

-^^•|i^<  0,00  066, 

J  J7,it)o 

et  que  la  racine  exacte  diffère  de  a  H- A,   d'une  quantité  inférieure  à 
cette  limite  ;  comme  elle  est  inférieure  à    a  -f-  Ai ,    elle  est  comprise 
entre  1 ,58  252  et  1,58 185  ;   on  peut  la  prendre  égale  à  la  demi-somme 
de  ces  valeurs    1,5  822   à  quatre  dix-millièmes  près. 
2*  Considérons  comme  autre  exemple  l'équation 

/•(x)  =  x  — tgx  =  0, 

q 

et  cherchons  la  racine  qu'elle  possède  entre  7t  et  -—  ;  on  voit  immé- 
diatement  qu'elle  est  supérieure  à     '  -     dont  la  tangente  est    \ . 

Prenons  pour  x  les  valeurs  en  radians  d'arcs  croissant  de  degré  en 
degré  à  partir  de  180° -f- 45°;  on  trouve  ces  valeurs  dans  la  table  inti- 
tulée «  Longueur  des  arcs  de  cercle  pour  le  rayon  1  »  et  placée  à  la 
suite  des  tables  ordinaires  de  logarithmes;  quant  à  tg  j*,  on  l'obtient 
en  cherchant  d'abord  son  logarithme  dans  les  tables  trigonométriques, 
puis  en  remontant  au  nombre.  Nous  trouverons  aussi  deux  arcs  a  et 
b   différant  entre  eux  d'un  degré  et  comprenant  la  racine 

a  =  arc  (180°  -h  77°)  =  4,485  496  .  .  .  , 
log tg a  =  0,6 366 359 ,      tga  =  4,.33  147,      /"(^z)  = -h 0,1 5  402   .  .  .  , 

b  ==  arc  (180°  -h  78°)  =  4,502  949  .  .  .  , 
log  tg  6  =  0,6  725  255 ,      tg  6  =  4,70  463 ,      fih)  =  —  0,20  168 


•     •     • 
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Si  Ton  applique  la  méthode  des  parties  proportionnelles^  on  obtient 
comme  valeur  approchée  de  la  racine  le  nombre 

ar,  =  4,49  305  =  arc  (180°  +  77°25'58*)  ; 

si  Ton  applique  la  méthode  de  Newton,  on  a 

-2tgx. 


nx) = 


cos*a; 


comme  f''{x)  est  négatif  dans  le  voisinage  de  la  racine,  on  doit  appli- 
quer la  méthode  au  nombre    fe;    Faccroissement  Ai  =     .;\  '   est,  en 

calculant  par  logarithmes,  égal  à    — 0,009  112   .  .  .  ,    de  sorte  qu'une 
valeur  approchée  de  la  racine  est 

X,  =  4,49  384  =  arc  (180«  +  77°28'42")  ; 
la  racine  elle  même  est  comprise  entre   Xi   et  x<i^    et  Ton  peut  prendre 


la  demi-somme  — -    comme  valeur  approchée  de   x, 

212.  Comme  dernier  exemple,  considérons  un  fil  homogène  pesant 

de  longueur  2^  dont  les  deux 
extrémités  B  et  C  sont  sur  une 
même  ligne  horizontale  à  la  dis- 
tance 2/  runederautre{/Î5r.5!); 
la  figure  d'équilibre  de  ce  fil  est 
une  courbe  que  Ton  appelle  chaî- 
nette ;  nous  nous  proposons  de 
calculer  la  flèche  AD  de  cette 
chaînette. 

On  démontre  en  mécanique 
ï'»g-  ^*-  que  Téquation  de  la  courbe  rap- 

portée  à  la  perpendiculaire  au 

milieu  de  BC   comme  axe  des   j/,    et  à  un  axe  des    x   convenablement 

choisi  est  de  la  forme 


y 
c 

D                    B 

A 

^ 

0 

X 

a 


y  =  -  ^  e  "  -f-  e 


a 


a    étant  un  paramètre  encore  inconnu  ;  on  voit  facilement  que  Tare 
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compris  entre  le  point  A   d'abscisse  zéro  et  un  point  d'abscisse   x   est 

car  on  vérifie  bien  que  le  carré  ds^  de  la  différentielle  de  cet  arc  est 
égal  à  (Ix^-hdy^  (n°  101),  et  s  est  nul  pour  x  =  0\  la  valeur  de 
Tare   AB  est  donc,  en  remplaçant    x    par  l'abscisse   /de    B, 

(3)  arcAB  =  5  =  -^(e°  —  e     M; 

d'autre  part ,    OD   est  égal  à  la  valeur  de   y    pour   x=  l  et  l'on  vérifie 

qu'elle  est  égale  à  V^**'^  -h  a^  ;  comme  on  a  enfin  pour  valeur  de  OA 
celle  de  y  pour  x  =  0,  c'est-à-dire  a,  on  voit  que  la  flèche  AD 
a  pour  valeur 


(4)  flèche  AD  =  /*=  \/s^  -ha^  —  a. 

La  résolution  du  problème  qui  consiste  à  calculer  f  connaissant 
/  et  ^  revient  au  calcul  du  nombre  a  qui  entre  comme  paramètre 
dans  l'équation  de  la  chaînette;  a  est  donné  par  l'équation  (3),  où 
«    et    /   sont  donnés  ;  l'équation  (4)  fournit  ensuite  /*. 

Nous  allons  changer  d'inconnue  en  posant  —  =  z;    nous  écrirons 

a 

de  plus   s=  l{\  -\-  a),    a  étant  un  nombre  donné  généralement  petit 
dans  les  applications  ;  Téquation  (3)  s'écrit  alors 

(5)  e'_e-^_2(l-+-a)s  =  0, 
et  la  flèche  est  donnée  au  moyen  de    z ,   par 


(6) 


r={v/(i+«)'-*-,\-4|"' 


nous  désignerons  par  f[z)    le  premier  membre  de  l'équation  (5). 

Nous  allons  démontrer  l'existence  d'une  racine  positive  z  et  nous 
en  déterminerons  une  valeur  approchée  en  nous  servant  du  développe- 
ment en  série  de  f[z)\  en  remplaçant  e'  et  e"'-  par  les  séries  cor- 
pondantes  (n°  44),  nous  aurons 

nous  voyons  déjà  que  l'équation  (5)  a  la  racine     ::  =  0    et  que  les 
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autres  racines  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires  ;  elle  a 
une  seule  racine  positive,  car  si  z  croit  à  partir  de  zéro  dans  la  paren- 
thèse précédente,  les  ternies  qui  suivent  — a  sont  positifs  et  vont  en 
croissant  à  partir  de  zéro;  leur  somme  passe  donc  une  fois  et  une 
seule  par  la  valeur  a. 

Si  a  est  petit  et  si  Ton  néglige  dans  la  parenthèse  des  termes  de 
degré  égal  ou  supérieur  à  4,  on  a  pour  déterminer  z  une  équation 
simple  ;  elle  donne 

a)  z  =  \/Ga 

et  c'est  une  valeur  approchée  de  la  racine  exacte.  Avec  cette  valeur 
approchée,  on  a  pour   f  la  valeur 


/=/[v/('+«)'  +  i-\/^^]=:^[v^l-H6af.-Ha).-l]; 

en  développant  le  dernier  radical  [1 -}-6a(l -i-a)*]^  d'après  la  for- 
mule donnant  (1-ha:)'"  (n°  148),  et  conservant  seulement  le  terme 
contenant   a  au  premier  degré,  on  a  pour  valeur  approchée  de  la  flèche 

Comme  exemple  numérique,  supposons  que    a  ==  0,01  ;    les  valeurs 
approchées  de    z    et  de   f   fournies  par  (7)  et  (8)  sont 


s  =  /0,0G  =  0,244  9  ...       et      /=/.  0,1224  .... 

Pour  trouver  une  valeur  plus  approchée  de  z ,  nous  résoudrons 
Téquation  (5)  parles  méthodes  que  nous  avons  exposées  dans  les  numé- 
ros précédents  ;  nous  remarquerons  que  Ton  calcule  e-  au  moyen  de 
son  logarithme  vulgaire  par  la  formule 

log,o  e  =  z  logio  e  =  z,  0,434  294  48  ; 

il  suffit  de  remonter  de  ce  logarithme  au  nombre  au  moyen  des  tables 
usuelles:  de  plus,  on  a 

loge~"*'  =  —  loge'. 

Nous  utiliserons  la  valeur  approchée  de  z  que  nous  avons  déjà 
trouvée    0,244  9,  et  nous  prendrons  comme  valeurs  de    a    et   /;   com- 
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prenant  la  racine-  exacte  des  nombres  voisins  du  précédent  0,244  et 
0,245  ;    nous  aurons 

a  =  0,244 ,      f{a)  =  —  0,000  023 , 
fe  =  0,245,       /•(6)  =  H- 0,000  017; 

nous  voyons  que  a  et  6  comprennent  bien  la  racine  ;  en  partant  de 
ces  deux  nombres,  la  méthode  des  parties  proportionnelles  donne  la 
valeur  approchée  Si  =  0,244  575,  et  la  méthode  de  Newton  appliquée 
à  b  donne  iSa  =  0,244  579  ;  la  racine  est  comprise  entre  Zi  et  z^, 
et  diffère  de  leur  demi-somme  0,244  577  au  plus  de  deux  unités  du 
dernier  ordre  décimal. 

On  a  dans  ce  cas  /"—  /xO,i  229;  on  voit  combien  les  valeurs 
simples  (7)  et  (8)  s'approchent  des  valeurs  exactes  et  sont  suffisantes 
dans  beaucoup  d'applications. 
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APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 


CHAPITRE  l 


TANGENTES  ET  NORMALES  AUX  COURBES  PLANES 


213.  Tangente  en  nn  point  d*nne  courbe  plane.  —  La  tangente  en 
un  point  M  d'une  courbe  est  la  limite  des  positions  d'une  sécante 
passant  par  ce  point  et  par  un  point  voisin  M'  situé  sur  la  courbe 
lorsque  ce  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  premier.  Nous  avons 
démontré  (n**  113)  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  égal 
à  la  dérivée  de  l'ordonnée  considérée  comnie  fonction  de  l'abscisse  ; 
nous  allons  retrouver  ce  résultat  et  déterminer  en  même  temps  l'équa- 
tion de  la  tangente. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  cartésiennes  du  point  M  de  la 
courbe;  x  \-\x,  y -\-  ly  celles  du  point  voisin  M',  et  X,  Y  les 
coordonnées  courantes  ;  comme  les  différences  des  abscisses  et  des  or- 
données des  deux  points  M,  M'  sont  égales  à  Ax  et  Ay,  l'équation 
de  la  sécante    MM'    est 

(1)  AZI^^IZI^; 

•  Ix  ly 

le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  est  égal  à  —  ^  ;    sa  limite,  c'est- 


r 
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à-dire  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  est  égale  à  la  dérivée  y^ 
de  y  par  rapport  à  x,  ce  que  nous  voulions  d'abord  démontrer. 
Quant  à  Téquation  de  la  tangente,  c'est  celle  d'une  droite  passant 
par  le  point  {x,  y)  et  ayant  pour  coefficient  angulaire  y,;  elle  est 
par  suite 

(2)  Y-2,=.yi(X-^); 

en  remplaçant    y^    par  -^,    on   peut  encore  écrire  cette  équation 
sous  la  forme  équivalente 


(3) 


X  —  X  -*  Y  —  y 
ilx  (ly      * 


c'est   du    reste  colle   (|ue  l'on  déduirait  de  (l)   en   y  remplaçant,  à 

la  limite,  les  infiniment  petits    Ax    et    ly    par  les  dilTérentielles    Jx 

et    dy,   ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  au  n°  160. 

La  forme  (2)  de  Téqualion  de  la  tangente  convient  surtout  lorsque 

l'équation  de  la  courbe  est  résolue  par  rapport  à    y  ;    considérons  par 

exemple  la  courbe  représentative  de  la  fonction     siiu;     elle  a  pour 

équation 

y  ^=r  sina: 

et   est    appelée  .sinusoïde.   La   fonction   y    est   périodique  et   a  pour 


Fig.  l'rl. 


période  2::  ;  il  sufdt  donc  de  construire  la  courbe  lorsque  j:  varie 
de  i)  à  2:: ,  et  de  reproduire  la  portion  obtenue  dans  les  autres  inter- 
valles  (2?:,  Wj,       (4z,  0::),    .  .  .    (—2::,  0),        (— 4:r,  —  2::) 

La  dérivée  de    y    est  y'  —  cos  j:-,    et  l'équation  de  la  tangente  en 
un  point  est 

Y  —  y  =  cos  X  (X  —  x)  ; 
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en  particulier  la  courbe  passe  à  lorigine,  car  y  est  nul  en  même 
temps  que  x  ;  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point 
est  égal  à  la  valeur  de  cos  x  pour  j  =  0,  et  il  est  égal  à  l'unité  ; 
la  tangente  à  Forigine  est  donc  la  bissectrice  de  Tanglc  des  axes.  La 
courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  52. 

La  forme  (3)  de  Téquation  de  la  tangente  convient  particulièrement 
lorsque  les  coordonnées  .r  et  y  d'un  point  de  la  courbe  sont  expri- 
mées au  moyen  d'un  paramètre.  Considérons  par  exemple  une  ellipse  : 
nous  avons  vu  (n°  92)  que  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 
s'expriment  au  moyen  du  paramètre  angulaire    (p    par  les  formules 

X  =  a  cos  9,  fj  =  f^  ^^^  ?  i 

nous  en  déduisons,  en  diiïérentiant, 

dx  =  —  a  sin  9  f/9,  dy  =  b  cos  9  d^  ; 

en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3)  et  supprimant  dfb  aux 
deux  membres,  nous  avons,  pour  représenter  la  tangente,  l'équation 


X  —  a  cos  9        Y  —  b  sin 


9 


—  a  sin  9  b  cos  9       ' 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 


X  cos  s        Y  sin  a       ,       r. 
a  h 


214.  Supposons  que  la  courbe  soit  représentée  par  une  équation 
entre    x    et    y,    de  la  forme 

(i)  f{x,  ,VJ-0; 

on  obtient  la  dérivée  y'    ou  -y-'-    en  différontiant  le  premier  membre 
de  cette  relation,  ce  qui  donne 

f^dx-\-  fydy  ^0; 

supposons  que    /",    et    f^    ne  soient  pas  nuls  tous  les  deux  pour  le 

point  de  la  courbe  considéré  :  en  éliminant  la  dérivée  —^  entre  les 

ax 
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équations  (2 1  ou  (3)  et  la  précédente,  on  a  comme  équation  de  la  tangente 

(5)  (x-^)/-;-!  (Y-.y)/-;  =  o. 

Exemple.  —  Considérons  une  courbe  algébrique  dont  l'équation 
ne  renferme  pas  de  ternie  constant;  en  ordonnant  son  premier  membre 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  de  y,  nous  l'écrirons  sous 
la  forme 

Aj  -h  B^  -t  Cx2  -4-  2Dx^  H-  Ei/2  -h   ...    =0 

et  nous  supposerons  que  A  et  B  ne  soient  pas  tous  les  deux  nuls. 
La  courbe  passe  à  l'origine  ;  pour  déterminer  sa  tangente  en  ce  point, 
nous  calculerons  les  deux  dérivées 

/:;  -^  A  -h  2Cx  4-  2D//  4-  •  • . ,      /;:  =  B  -i-  2Dx-j-  2E.y  -I-  ... 

et  nous  déterminerons  leurs  valeurs  pour  x^=0,  y  ^=  0  ;  elles  se 
réduisent  à  A  et  B  ;  l'équation  de  la  tangente  est  alors,  en  faisant 
dans  (5)   x    et   y   nuls, 

AX-l  BY=:0. 

Remarquons  que  son  premier  membre  est  identique  à  l'ensemble 
des  termes  du  premier  degré  de  l'équation  de  la  courbe  ;  nous  pouvons 
donc  énoncer  ce  résultat  : 

Lorsqu'une  courbe  algébrique  passe  à  l'origine^  on  obtient  l'équa- 
tion de  la  tangente  en  ce  point  en  égalant  à  zéro  Vensemblc  des 
termes  du  premier  degré  de  l'équation  de  la  courbe. 

On  met  souvent  l'équation  (5)  sous  une  autre  forme  ;  écrivons-la 
de  la  manière  suivante  : 

\P  -h  \fl  —  [xf;.  +  yf:)  =  0, 

et  cberchons  à  transformer  le  dernier  terme.  Supposons  qu'on  change 

X  u 

X    et    y    en   —    et  —   dans  l'équation  (4),  et  qu'on  chasse  s'il  va  lieu 

les  dénominateurs  ;  elle  se  transforme  en  une  équation 

(<••)  /-(x,../,  =)  =  0, 

dont  le  premier  membre  est  homogène  en  x,  y,  z;  si  nous  lui  appli- 
quons le  théorème  d'Euler  (n'*  172),  et  si  nous  désignons  par     m     le 
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degré  d'homogénéité,  nous  avons 

^fx  +-  yf'y  -i   -A-  ^rnf[x,  y,  z). 

Si  nous  faisons  ensuite  z  -—-  I  dans  les  deux  membres  de 
cette  identité,  le  second  devient  égal  à  mf{x,  y)  et  il  est  nul,  puisque 
le  point  [x,  y)  est  sur  la  courbe  ;  nous  en  concluons  que  xf^-hyfl 
peut  être  remplacé  par  — /":,  f'^  désignant  la  dérivée  du  premier 
membre  de  l'équation  (6)  par  rapport  à  z,  dérivée  dans  laquelle  on 
remplace  z   par    l . 

Après  ce  changement,  Téquation  de  la  tangente  s'écrit 

(7)  X/i-l-Y/-;  f  A^O; 

cette  forme  est  particulièrement  emplo}  ée  dans  le  cas  des  courbes  algé- 
briques. 

215.  Normale  eu  un  point  d*une  courbe.  —  On  appelle  normale 

en  un  point  dune  courbe  la  perpendiculaire  à  la  tangente  en  ce  point  : 

son  coefficient  angulaire  (n^  86)  est  alors  égal  à  Finverse  changé  de 

signe  de  la  dérivée    yl  •    L'équation  de  la  normale  se  met  sous  l'une 

des  foiTnes  suivantes,  qui  correspondent  aux  équations  (2),  (3)  et  (5)  de 

la  tangente  : 

1 


(10) 


\  —  u  = 


y^ 


(X  —  x)dx  -f  (Y  —  y)dy  ---  0 , 
X-x       Y-:v 

fL   ~    n   ' 

On  appelle  sous-iangenle  en  un  point    M    d'une  courbe  {fig.  53) 

le  segment  PT  de  Taxe  des  x 
compris  entre  le  pied  de  l'or- 
donnée du  point  M  et  le  point 
de  rencontre  de  la  tangente  avec 
Ox;  on  trouve  sa  valeur  en 
faisant  Y  =  0  dans  l'équation 
(2)  de  la  tangente,  et  cherchant 
la  valeur  de  X  —  x\  on  trouve 
ainsi  que  la  sous-tangente   est 


Kig.  53. 


égale  à  — 


JL 


On  appelle  «(>ï/»s-/ïor//»<//e  le  sej^meiit    P\    de  Taxe  des    x   compris 
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entre  le  pied  de  l'ordonnée  et  le  point  de  rencontre  de  la  normale  avec 
Taxe  des  j-;  on  trouve  sa  valeur  en  faisant  Y  =  0  dans  Téquation 
(8)  de  la  normale  et  cherchant  la  valeur  de  X — x;  on  trouve  ainsi 
que  la  sous-normale  est  égale  à    //yj'. 

210.  Application  aux  coniques.  —  1°  Considérons  une  circon- 
férence ayant  pour  centre  Torigine,  et  représentée  par  Téq nation 

x''-^y'  —  R2  =  0  ; 

nous  allons  déterminer  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  en  ren- 
dant homogène  l'équation  de  la  courbe,  comme  nous  l'avons  explique 
au  n°  214. 

Si  nous  remplaçons  x  et  y    par  —   et  -^  et  si  nous  multiplions 

par   2-,    nous  obtenons  l'équation  homogène 

f(x,  y,  z)^x'-hy'-R'z^-  =  0; 
nous  en  tirons 

f;.=  2x.  f'yr^2y,  /;'  =  _-2r-z; 

si  nous  faisons  dans  ces  dérivées  2  =  1,  et  si  nous  portons  les  valeurs 
trouvées  dans  Téquation  (7),  nous  trouvons,  après  division  par   2, 

Xj:  +  Y.y  — R2==:0. 

C'est  Téquation  de  la  tangente  ;  on  vérifie  sur  cette  équation  que 
la  tangente  en  un  point  d'une  circonférence  est  perpendiculaire  au 
rayon  du  point  de  contacl. 

2°  Considérons  l'ellipse  représentée  par  l'équation 


•»        .  .  •> 


1-  il i  —  0' 

Cl'        b- 

en  appliquant  la  même  méthode,  nous   remplacerons    x    ei    y    par 

X  u 

—   et  -^,    et   nous  multiplierons  par     z-;     nous   obtiendrons  ainsi 

l'équation  homogène 


.•> 


nous  en  tirerons 


A-^»,y.-j--5--+-|r--'  =  0; 


2.r  ,.       2y 


1 


a' 


—  -       -t 
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en  faisant  z  —  1 ,    portant  dans  l'équation  (7)  et  divisant  par   2,    nous 
obtiendrons  l'équation  de  la  tangente 

a' 


•;h) 

celle  de  la  normale  est 


b'- 


—  1  =  0 


\ 


"a} 


ou  bien 


L'abscisse  du  point  de  rencontre    T    de  la  tangente    avec   l'axe 

des    X    (fig.  54)  s'obtient 
;/  en  faisant  Y  =  0  dans  Fé- 

quation  (11),  et  a  pour  va- 

leur  X  =  - — ;    nous  allons 

X 

évaluer  en  partant  de  là  les 
segments  FT  et  F'T  ayant 
pour  origines  les  foyers  de 
l'ellipse  et  pour  extrémité 
T  ;  ils  sont  égaux  à 


ai 


ai 


FT=-     —  r,     F'T=  —  H-c; 


nous  savons  d'autre  part  (n°  90)  que  les  rayons  vecteurs    FM    et    FM 
ont  pour  valeurs 


FM  ^a  — 


ex 
a 


Y'M^a-h 


cx 
a 


nous  voyons  que  l'on  a  entre  ces  segments  la  proportion 


FT 
FM 


J7'ï 

FM  ' 


elle  nous  indique  que  la  langenle  MT  est  la  bissectrice  de  ranffle 
extérieur  du  triangle  FMF';  nous  relrou>ons  ainsi  la  propriété  fon- 
damentale de  la  tangente  à  l'ellipse. 

Les    mêmes    considérations    s'appliqueraient    à     l'hyperbole    en 
changeant    b'^   en    — b- . 
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3°  Considérons  la  parabole  représentée  par  l'équation 

en   rendant,   comme   précédemment,   l'équation    homogène,    nous  la 
mettons  sous  la  forme 


/*i  -r,   y,    Z)    —■  l/^  2pXZ  rrr  0  ', 


nous  en  tirons 


fr  =  -2pz.  f:  =  2y. 


n 


2,px\ 


en  y  faisant     z^^A,    poHant  dans  l'équation  (7)  et  divisant  par    2. 
nous  obtenons  l'équation  de  la  tangente, 


(12) 

celle  de  la  normale  est 


\y—p[\-\  x)    =z{)\ 


(13 


,y         —p 


La  sous-tangente     Pï     de    la    parabole   1//7.    55)    s'obtient    en 
faisant    Y  =  0    dans  Téquation  (12);  l'abscisse  de    T    est    X  =  —  j-, 

et  l'on  a  PT=  —  2x;  on  obtient 
la  sous-normale  en  faisant  Y  =  0 
dans  l'équation  (i3i:  elle  donne 
X  —  .r  —p,  d'où  PN  — /) ;  on  con- 
clut de  là  que  dans  la  parabole  la 
.sou.s-iangenle  est  éc/ale  au  double  de 
rabscisse,  prise  en  signe  contraire, 
et  la  sous-normale  est  égale  au  para- 
mètre. 

Remarquons  encore  que  F  étant 
le  foyer  de  la  courbe,  la  longueur  FT 

est  égale  à    x  -|-  ^  ;    elle  es!  par  con- 
séquent égale  au  rayon  vecteur    FM  ; 
nous  en    concluons  que  le   triangle 
FÏM     est  isocèle,  et  que  la  tangente  fait  des  angles  égaux  avec  le 
rayon  vecteur  et  la  parallèle  à  Vaxe:  nous  retrouvons  ainsi  la  pro- 
priété fondamentale  de  la  tangente  à  la  parabole. 


Ig.    .JO. 
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217.  Tanoentcs  passant  par  un  point.  —  Pour  mener  à  une 
courbe  une  tangente  passant  par  un  point  donné,  on  cherche  à  dé- 
terminer le  point  de  contact  d'une  telle  tangente.  Soient 

(14)  /*,.r,  y)  ^0 

Téquation  de  la  courbe,  (jtq,  i/qI  les  coordonnées  du  point  donné  Mo 
par  lequel  doit  passer  la  tangente,  et  enfin  i  j,  y)  celles  du  point  de 
contact  inconnu;  la  tangente  en  ce  point  est  représentée  par  l'équa- 
tion (Ti;  en  écrivant  qiie  cette  droite  passe  par  le  point  Mo,  on 
trouve  la  relation 

I  15 1  j-f/x  -f-  y^f,  -I-  /"!  =  0 . 

Les  équations  1 14)  et  1 15)  sont  deux  équations  auxquelles  satisfont 
les  coordonnées  i-r,  y)  du  point  de  contact  inconnu;  en  les  résolvant, 
on  aura  les  coordonnées  d'un  ou  de  plusieurs  points  répondant  à  la 
question;  les  tangentes  à  la  courbe  en  chacun  de  ces  points  seront  les 
tangentes  cherchées. 

Au  lieu  de  résoudre  algébriquement  les  équations  (14)  et  (15)  où 
X  et  y  sont  deux  inconnues,  on  peut  y  considérer  ces  lettres  comme 
des  coordonnées  courantes  et  construire  les  lignes  que  représentent  ces 
équations;  les  points  communs  à  ces  deux  lignes  auront  pour  coor- 
données les  valeurs  cherchées  de  x  et  de  y  et  seront  les  points  de 
contact  cherchés.  La  première  équation  (14)  représente  la  courbe 
donnée,  et  la  deuxième  (15)  une  courbe  auxiliaire  que  l'on  appelle  la 
polaire  du  point  (Jo,  Vo^  P«^»'  rapport  à  la  première;  les  points  où  elle 
la  coupe  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  répondant  à  la 
question. 

Lorsque  la  courbe  donnée  est  algébrique  et  d'ordre  m ,  l'équation 
1 1 5  )  est  de  degré  m  —  1  en  x  et  y,  et  représente  une  courbe  d'ordre 
m  —  1  ;  le  nombre  des  points  communs  à  ces  deux  lignes  est  en  géné- 
ral mim —  1)  (voir  la  note  sur  l'élimination  à  la  fin  du  volume)  ;  on 
en  conclut  que  par  un  point  on  peut  en  général  mener  à  une  courbe 
d'ordre   m,       m[m  —  1)    tangentes. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  du  second  ordre,  l'équation  (15)  est  du  pre- 
mier degré  ;  la  polaire  d'un  point  est  alors  une  droite  qui  coupe  ordinaire- 
ment la  courbe  en  deux  points:  on  peut  donc  en  général  mener  d'un 
point  deux  tangentes  à  une  conique,  et  la  polaire  du  point  est  la  corde 
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joignant  les  points  de  contact  de  ces  deux  tangentes.  On  obtient 
l'équation  de  la  polaire  en  remplaçant  dans  Téquation  de  la  tangente, 
telle  que  (II)  ou  (12),  X  et  Y  par  les  coordonnées  xo,  yo  du  point 
donné. 

218.  Tangentes  parallèles  à  une  droite .  —  Four  mener  à  une  courbe 

une  tangente  ayant  un  coefficient  angulaire  donné    m,   on  cherche 

comme  précédemment  à  déterminer  les  coordonnées  du  point  de  contact 

d'une  telle  tangente  ;  si   \x,  y)    sont  ces  coordonnées,  on  écrit  que  le 

coefficient  angulaire    yi    de  la  tangente  est  égal  à    m  ;    si  la  courbe 

r 
est  représentée  par  1  équation  (14),  on  a  //x  —  —  -77-^    et  en  égalant  à 

m    cette  quantité,  on  a  la  relation 

(16)  f-^nifl^O. 

Les  coordonnées  jt  et  //  du  point  de  contact  sont  fournies  par 
les  équations  (14)  et  (16)  ;  en  les  résolvani,  on  a  les  coordonnées  d'un 
ou  de  plusieurs  points  répondant  à  la  question  ;  il  suffit  ensuite  de 
mener  à  la  courbe  la  tangente  en  chacun  de  ces  points. 

Si  l'on  considère  dans  les  équations  (14)  et  (16)  jc  et  y  comme 
coordonnées  courantes,  elles  représentent  des  lignes  dont  les  points 
communs  sont  les  points  cherchés  ;  la  première  est  la  ligne  donnée,  et 
l'autre  une  ligne  auxiliaire  que  Ion  appelle  diamètre  de  la  première 
relativement  à  la  direction  de  coefticient  angulaire  m .  Comme  dans 
le  numéro  précédent,  si  la  courbe  donnée  est  algébrique  et  d'ordre  m, 
le  diamètre  est  une  courbe  d'ordre  m  —  I  coupant  en  général  la  pre- 
mière en  n\[m  —  1)  points;  on  peut  donc  en  général  mener,  à  une 
courbe  d'ordre  m,  mi  m  —  Ij  tangentes  parallèles  à  une  droite 
donnée. 

Dans  le  cas  dune  coiu'be  du  second  ordre,  le  diamètre  représenté 
par  l'équation  (Ui)  est  une  droite,  et  l'on  peut  ordinairement  mener 
a  la  courbe  deux  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée  :  le  dia- 
mètre est  la  corde  de  contact  de  ces  tangentes. 

219.  Point  multiple.  —  Kn  cherchant  l'équation  de  la  tangente 
en  un  point  d'une  courbe  (n"  2I4\  nous  avons  supposé  que  les  deux 
déri\ées  f^  et  fl  ne  sont  pas  nulles  toutes  les  deux  pour  les  coor- 
données (lu  point  de  contact  :  ce  |)()int  est  alors  a|)[)elé  un  point  fiimple 


j 
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de  la  courbe  ;  lorsque  fi  et  f'j  sont  nulles,  on  ne  peut  plus  évaluer, 
comme  nous  Tavons  fait,  le  coefficient  angulaire  y^  de  la  tangente,  ni 
utiliser  Téquation  (5)  pour  représenter  cette  droite:  on  dit  alors  que  le 
point  considéré  est  un  point  multiple.  D'après  cela,  on  reconnaît  qu'un 
point  I JT,  y)    est  un  point  multiple  si  Ton  a  à  la  fois 

(17.  f{x,y]--i).  P  =  0,  /*v— 0; 

ces  trois  équations  à  deux  inconnues  -r  et  y  n'ont  généralement 
aucune  solution  commune,  et  elles  n'en  possèdent  que  dans  des  cas 
tout  particuliers,  lorsque  le  résultat  de  l'élimination  de  x  et  y  entre 
les  trois  équations  est  nul.  On  en  conclut  (|u'une  courbe  ne  possède 
généralement  aucun  point  multiple  ;  c'est  pour  cela  qu'un  tel  point  est 
souvent  appelé  point  singulier. 

Pour  nous  rendre  compte  de  la  forme  de  la  courbe  aux  environs 
d'un  point  singulier  de  coordonnées  ix,  y),  nous  considérerons  comme 
au  n**  2!.'î  un  point  M'  voisin  du  premier,  et  nous  désignerons  par 
X -^  Ix  et  y -^  \y  ses  coordonnées;  elles  satisfont  à  l'équation 
f\x  \  \x,  Î/-+-AI/)  — 0.  Développons  le  premier  membre  d'après 
la  formule  de  Taxlor  \\\"  17ii  :  nous  aurons 

fix  -t-  \x,  y  -f  Aj/)  ^  fix,  y)  ■-{  /";  Ax  -H  f,  \if 

Le  premier  numibre  est  nul  ;  il  en  est  de  même,  d'après  les  rela- 
tions (17),  des  trois  premiers  termes  du  second  membre;  si  les  trois 
dérivées  partielles  du  second  ordre  /"A,  py,  f"*  ne  sont  pas  toutes Jes 
trois  nulles,  on  dit  que  le  point  .r^  y)  est  un  point  double  ;  si  elles 
sont  nulles,  et  si  en  général  les  dérivées  de  moindre  ordre  (|ui  ne  sont 
pas  simultanément  nulles  sont  d'ordre  p,  on  dit  que  le  point  est  mul- 
tiple d'ordre   p. 

1**  Considérons  d'abord  le  cas  d'un  point  double;  d'après  ce  que 
nous  avons  dit,    \x   et  \y    sont  liés  par  la  relation 

(18)     -]^(f:,^x''^2f:,\x\y-\-f;'Ay')-\^y^^  «     ..-i  -i     ...   -0; 

lorsque     Ix     tend  vers  zéro,  il  existe  plus  d'une  valeur  de      \y     qui 
tend  vers  zéro  avec    Ix  ;    pour  déterminer  les  valeurs  correspondantes 
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du  rapport  -r^,    nous  diviserons  les  deux  membres  de  Téquation  (18i 
par    Aar^,    et  nous  obtiendrons  la  relation 

à  la  limite,  tous  les  termes  qui  suivent  les  trois  premiers  sont  nuls,  et 

il  reste  pour  déterminer  la  limite  —^  du  rapport  -JL  Téquation  du 
second  depré 

Cette  équation  ayant  deux  racines,  nous  voyons  que  la  sécante 
MM^  peut  occuper  deux  positions  limites,  dont  les  coefficients  angu- 
laires sont  les  racines  de  l'équation  (19)  et  ces  positions  limites  sont  les 
tangentes  à  deux  branches  de  courbe  passant  par  M  ;  c'est  parce  qu'il 
y  a  deux  branches  se  croisant  au  point  M  que  l'on  donne  à  ce  point 
le  nom  de  point  double. 

A  chaque  racine  de  l'équation  (li)i  correspond  une  tangente  repré- 
sentée par  l'une  des  équations  (2i  ou  (3)  :  si  Ton  élimine  —1^-   entre  ces 

ad- 
équations (2)  ou  (3)  et  la  précédente  (19),  on  obtient  Téquation 

(20)      I X  -  xff:,  -^  2( X  —  X)  ( Y  -  i/)A  -4  -  (Y  -  yy^f;,  =  0, 

qui  représente  l'ensemble  des  tangentes  à  la  courbe  au  point  double. 
Si  les  racines  de  l'équation   (19)  sont  réelles^   c'est-à-dire  si  la 
quantité 

n  ^^  f:;  -  p.f:. 

est  positive,  les  deux  tangentes  ont  des  coefficients  angulaires  réels 
et  distincts  ;  le  point  M  est  un  point  double  ordinaire  ;  il  y  a  deux 
branches  réelles  de  courbe  qui  se  coupent  en  ce  point  ;  si  les  racines 
sont  imaginaires,  c'est-à-dire  si  H  est  négative,  le  point  M  est  un 
point  double  que  l'on  appelle  isolé  parce  que  les  branches  de  courbe 
qui  y  passent  n'ont  pas  de  tangente  réelle,  ni  de  point  réel  dans  le 
voisinage  de  celui-là  ;  si  enfin  les  racines  sont  égales,  c'est-à-dire  si  K 
est  nulle,  les  deux  tangentes  ont  des  coefficients  angulaires  égaux,  et 
elles  sont  confondues;  les  deux  branches  deviennent  tangentes  à  la 
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même  droite  au  point  double  ;  on  dit  dans  ce  cas  que  ce  point  est  un 
point  de  rebroassemenl. 

2°  Considérons  le  cas  d'un  point  multiple  d'ordre  p  ;  les  premiers 
termes  qui  se  présentent  dans  le  développement  de  f\x  ^  \x,  y  -j  Ay  ) 
sont  ceux  de  degré   p,   et  Téquation  i  ISi  est  remplacée  par  la  suivante  : 


2\ 


-j-^-i_^(r;Ax^'H--fA^^^^^^  ...    H   ÇAr) 


1.2    ...    {p-\'i)  V  */,•*■'  / 

lorsque    \x    tend  vers  zéro,  il  existe  un  certain  noml)re  de  valeurs  de 
Ay    qui  tendent  vers  zéro.  Pour  obtenir  les  valeurs  correspondantes  du 

rapport   — ^,  nous  diviserons  par  Ao^   les  deux   membres  de  Téqua- 
A*r 

fion  (21),  et  nous  ferons  tendre    A-c    vers  zéro;  la  limite  du  rapport 
--^,    é^ale  à    —/L,    est  donnée  par  Téquatiou 


i22 


tri'    ^       1    frl'-hdx     ^  ^     'y''    \    ilxl 


('elle  équation  a  p  racines  ;  on  en  conclut  (|uo  la  sécante  MM' 
à  p  positions  limites  dont  les  coefficients  angulaires  sont  les  racines 
de  Téquation  précédente,  et  qu'il  existe  dès  lors  p  branches  de  courbe 
se  croisant  au  point  M,  chacune  d'elles  étant  tangente  à  l'une  des 
droites  limites  précédentes. 

A  chaque  racine  correspond  une  tangente  représentée  par  Tune  des 
équations  (2)  ou  (3);  l'équation  de  l'ensemble  des  p  tangentes  s'obtient 

éliminant    —IL,  entre  les  équations  (2)  ou  \'X^  et  f22V,  elle  est 


dx 


\  4 


,•23,  rj,  iX  -  a->  -H  ^[  t';_,^  IX  -  x/-'  (V  -  .y;   , 

...     ^f^;^y   -  fjf-0. 

Si  léquation  (22)  a  des  racines  imaginaires,  les  branches  corres- 
pondantes de  courbe  sont  imaginaires  ;  si  plusieurs  racines  sont  égales, 
les  branches  correspondantes  ont  même  tangente. 

220.  Cas  particulier  de  l'origine.  —  Considérons,  comme  au  n''  214, 
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une  courbe  algébrique  passant  parrorigine,  et  dont  l'équation,  ordon- 
née suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  de  y,  est  rtiise  sous 
la  forme 

/•(x,3/)  =  Aa?-f-Bî/-hCa:^-f-2Dar,î/-4-E;y2-hFaî»-h    •  •  •    =0; 

nous  allons  déterminer  les  tangentes  à  cette  courbe  à  l'origine.  Les 
dérivées  f'j.  et  ([  se  réduisent  pour  ce  point,  comme  nous  l'avons  vu, 
à  A  et  B,  de  sorte  que  si  ces  deux  coefficients  ne  sont  pas  nuls 
simultanément,  l'origine  est  un  point  simple  et  Téquation  de  la  tan- 
gente en  ce  point  est   AX  -f-  BY  =  0 . 

Plaçons-nous  dans  le  cas  où  A  et  B  sont  nuls;  l'origine  est  alors 
un  point  multiple;  si  les  termes  du  second  degré  n'ont  pas  tous  leurs 
coefficients  nuls,  les  dérivées  secondes 

/•;2  =  2C-f-6Fj-f-   .     .  ,      f:y  =  2\)  \     .  .  .  ,      /•;2^2E-r      •  •  , 

se  réduisent  pour  l'origine  à    2C,    2D   et   2K    et  ne   sont  pas  nulles 
toutes  les  trois;  on  en  conclut  que  l'origine  est  un  point  double. 

L'ensemble  des  deux  tangentes  est  représenté  par  Téquation  f20) 
où  l'on  fait  x   et  y    nuls  ;  elle  devient,  après  division  par  2, 

CX^H-2DXY-f  EY=^--0; 
cette  équation,  résolue  par  rapport  à   —,    fournit  les  coefficients  angu- 

A 

laires  des  tangentes;  suivant  que  ses  racine.s  sont  réelles  et  distinctes, 
imaginaires,  ou  confondues,  l'origine  est  un  point  double  à  branches 
réelles,  un  point  double  isolé  ou  un  point  de  rebroussement. 

Si,  plus  généralement,  les  termes  de  plus  bas  degré  de  l'équation 
de  la  courbe  sont  de  degré  /?,  on  constate  que  les  premières  déri- 
vées qui  ne  s'annulent  pas  pour  X  et  y  nuls  sont  d'ordre  />,  et  ces 
dérivées  se  réduisent,  à  un  facteur  numérique  près,  aux  coefficients  des 
termes  de  degré  p  ;  lorigine  est  alors  un  point  multiple  d'ordre  p. 
L'ensemble  des  tangentes  est  représenté  par  l'équation  (23)  où  l'on 
fait  X  et  y  nuls  ;  le  calcul  montre  que  cette  équation  est  la  mémo 
que  celle  qu'on  obtient  en  annulant  les  termes  de  degré  p  de  l'équa- 
tion de  la  courbe. 

En  réunissant  le   résultat  du    n"  214  et    ceux  que  nous  venons 
d'obtenir,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 
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Lorsqaane  courbe  algébrique  passe  à  Vorigine,  Vordre  de  mul- 
tiplicité de  ce  point  est  égal  au  plus  bas  degré  des  termes  de  Véqua- 
tion  de  cette  courbe,  et  Von  obtient  Véquation  de  Vensemble  des 
tangentes  à  Vorigine  en  égalant  à  zéro  Vensemble  des  termes  de  plus 
bas  degré  de  Véquation  de  la  courbe. 

221.  Exemples,  —  1"  Considérons  la  courbe  appelée  lemniscate 
et  représentée  par  Téquation 

elle  passe  à  Torigine  et  ce  point  esl  un  point  double;  Tensenible  des 
tangentes  en  ce  point  est  représenté  par  l'équation 

le  premier  membre  se  décompose  en  deux  facteurs  x  —  y  et  x-\~y 
qui,  égalés  à  zéro,  représentent  les  bisseclrices  des  angles  des  deux 
axes  ;  ces  bissectrices  sont  les  tangentes  chercbées. 

Pour  construire  la  courbe,  il  y  a  avantage  à  former  son  équation 

en  coordonnées  polaires,  en 
remplaçant  x  et  y  par  p  cos  6 
et   p  sin  Q  ;    on  a  ainsi 

0^  ^  2a'^  co^  2fi  ; 

p  n'est  réel  que  si  0  est, 
à  un  multiple  près  de   2:r, 

compris  entre  - 


-  et  -^  - 
4  4 


Fig.  56. 


OU   entre   -7-    et    -7- et  il 
4  4 

s'annule  pour  les  limites  précédentes;  la  courbe  a  la  forme  de  la  figure  56. 
2"  Soit  la  courbe  représentée  par  Téciuation 

elle  a  un  point  double  à  Torigine  ;  les  tangentes  sont  représentées  par 
l'équation  x'~hy^  =  0  et  sont  imaginaires;  l'origine  est  un  point 
double  isolé. 

3**    Soit    enfin    la    courbe    appelée    cissoïde    et    représentée    par 

Féquation 

x{x'^  -I-  y^)  —  ay^  =  0  ; 

VoGT.  —  Math.  sup.  U» 


^ 
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elle  a  encore  un  point  double  à  l'origine,  et  les  tangentes  en  ce  point 

sont  représentées  par  Téq  nation  y  -  =  0  ; 
elles  sont  confondues  en  une  seule  droite 
dirigée  suivant  l'axe  des  x;  l'origine 
est  un  point  de  rebroussement. 

Pour  constniire  la  courbe,  nous 
résoudrons  son  équation  par  rapport  à 
y  y    et  nous  «aurons 


y 


^\^ 


y  nVst  réel  que  si  x  est  compris  entre 
i)  et  a  :  à  chaque  valeur  de  x  com- 
prise entre  ces  limites  correspondent 
deux  valeurs  de  y  égales  et  de  signes 
contraires:  lorsque  x  tend  vers  a,  y 
augmente  indéfiniment  en  valeur  abso- 
lue, et  la  droite  xt^a  est  une  asymptote  de  la  courbe:  cette  courbe 
a  la  l'orme  indi(|uée  dans  la  figure  57. 


KiK.  rn. 


222.  Détermination  de  la  tanyonte  en  coordonnées  polaires.  — 

Soient  p  et  0  les  coordonnées  polaires  d'un 
|)oint  M  d'une  courbe,  MT  la  tangente  on 
ce  point  {fiy.  58):  nous  appehms  OR  la 
droite  dirigée  faisant  l'angle  6  avec  l'axe 
polaire  et  sur  laifuelle  est  porté  le  segment 
algébrique  p  :  nous  nous  proposons  de  déter- 
miner l'angle  (OH,  MT),  que  nous  désigne- 
rons par  V  :  cet  angle  détermine  complète- 
ment la  tangente  au  point    M . 

l^es    coefficients    angulaires    des    deux 
droites     Oït     et    MT     étant   respectivement 

on  a,  d'après  la  formule  du  n"  86, 


Kiff. 


;s. 


égaux  à    tirO    et  à 


'/.y 


(h- 


tg  V  =- 


t-'^' 


I  ■{ 


-p^  tgO 
dx    ° 
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OU  bien 

.    _,       ^/i/cosO — Jxsinô 
{if  Y  r=-  — ; 

^  dx  cos  0  -f-  dy  sin  0 

si  nous  remplaçons  dx  et  dy  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  dp  et 
JO  obtenues  en  partant  des  formules  x  =  p  cos  0 ,  y  =  p  sin  ô ,  comme 
nous  l'avons  déjà  fait  au  n°  170,  nous  trouvons 

I       Y   —       i       -  -      f  • 

Exemple,  Considérons  la  courbe  appelée  spirale  logarithmique 
et  représentée  par  Téquation 

9  =  Po  ^"'^  ' 

1 
en  appliquant  la  formule  précédente,  nous  trouvons    tg  V  —  —  ,    de 

sorte  que  Tangle    V    de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  reste  constant. 


CHAPITRK  II 
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223.  Nous  allons  indiquer  quelques  rè«çles  relatives  à  la  construc- 
tion d'une  courbe  plane  donnée  par  son  équation.  Nous  supposerons 
dans  ce  chapitre  que  la  courbe  est  représentée  en  coordonnées  carté- 
siennes par  une  équation  résolue  par  rapport  à  l'une  des  variables,  par 
exeniple  par  rapport  à  y  ;  tout  ce  que  nous  dirons  de  ce  cas  s'appli- 
(fuerait  à  celui  où  Têquation  serait  résolue  par  rapport  à  x  en  chan- 
«:eant  le  rôle  des  deuv  variables. 

Si    if  -^  fixj    est  l'équation  de  la  coïu-be,  l'élude  des  variations  de 
la  fonction   /"(/•),    telle  que  nous  l'avons  Hùte  au  chapitre  1!  de  la  troi- 
sième partie,  fournira  des  indications  sur  la  manière  dont  varie    y  ;    elle 
donnera  les  intervalles  où  la  fonction    y    est  réelle  et  continue,  crois- 
sante ou  décroissante,  les  valeurs  de 
j-   pour  lesquelles  elle  est  maximum 
ou  minimum,  et  les  valeurs  corres- 
pondantes de    y . 

224.  Position  de  la  eourl>c  par 
rapport  s^  la  tangente  en  un  point. 
Inflexion.  —  La  tangente  en  un  point 
de  la  courbe  est  déterminée  par  son 
coefiicient  angulaire,  qui  est  égal  à  la 
valeur  de  la  dérivée  y'  en  ce  point  : 
il  }  a  intérêt  à  connaître  la  position 
(le  la  courbe  par  rappori  à  la  tangente  au\  environs  d'un  point  quel- 
conque;   on   y  arrive    par  le   calcul  suivant  : 


:r 
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Soit  M  un  point  d'abscisse  j,  M'  un  point  voisin,  d'abscisse  x~\-lx 
\fig.  59),  soient  y  et  y  -f-  Ay  leurs  ordonnées  ;  développons  Taccrois- 
sement  A^  qui  est  égal  à  f{x~\--\.r) — f{x)  suivant  la  formule  de 
Taylor  ;  nous  avons 

A.y  ^  f(x  +  Ax)  -  fix]  =  Ixf'ix)  +  j^  f'i-n  ^-  -^^  rV)  +    .  . . 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  égal  au  produit  de  Sx 
par  la  dérivée  f'{x)  ;  il  est  identique  à  la  différentielle  dy ,  et  il  est 
égal,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  au  n"  157,  à  l'accroissement 
de  l'ordonnée  de  la  tangente  au  point  M  correspondant  à  l'accroisse- 
ment \x\  les  termes  qui  suivent  le  premier,  et  qui  constituent  la  dif- 
férence Ajy  —  dy  ,  représentent  par  suite  la  différence  P'W  —  F'N' 
c'est-à-dire  le  segment  N'M'  compris  entre  la  tangente  et  la  courbe, 
sur  l'ordonnée  du  point   M'. 

Écrivons  que  Ton  a 

N'M'  -  ^  fV)  +  -.-—  n^)  +  •  •  •  : 

en  général  la  dérivée  f\x)  est  différente  de  zéro  ;  supposons  que  pour  le 
point  M  cette  dérivée  ne  soit  pas  nulle  et  soit  par  exemple  positive  ;  le 
second  membre  de  la  formule  précédente  a  le  signe  de  son  premier  terme 
pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  Sx  en  valeur  absolue;  il 
est  positif  dans  le  cas  actuel,  aussi  bien  pour  les  valeurs  positives  que 
négatives  de  Sx:  on  en  conclut  que  les  points  de  la  courbe  situes 
aux  environs  du  point  M,  connue  le  point  M',  se  trouvent  du  côté  des  y 
positifs  par  rapport  à  la  tangente,  ainsi  que  l'indique  la  figure  59  ;  on 
dit  que  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  les   y   positifs. 

Si  la  dérivée  f"{x]  est  négative,  les  conclusions  sont  inverses, 
et  les  points  de  la  courbe  se  trouvent,  dans  le  voisinage  de  M,  du  côté 
des  y  négatifs  par  rapport  à  la  tangente;  on  dit  (jue  la  courbe  tourne 
sa  convexité  du  coté  des  y    positifs. 

Supposons  maintenant  que  pour  un  point  M  particulier  f"'[x) 
soit  nulle  et   f"'(.x)   ditlerente  de  zéro;  on  a  alors 

le  second  membre  a  le  signe  de  son  premier  terme  pour  des  valeurs 
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suffisamment  petites  de    \x,   et  ce  signe  varie  avec  celui  de  \x,  car 

cette  quantité  est  élevée  à  une  puis- 
sance impaire  ;  on  en  conclut  que  le 
segment  N'M'  a  un  certain  signe 
pour  les  points  M'  dont  l'abscisse  est 
supérieure  à  celle  du  point  M,  et  le 
signe  contraire  pour  ceux  dont  l'abs- 
cisse lui  est  inférieure  ;  la  courbe  tra- 
verse donc  la  tangente  au  point  M , 
comme  l'indique  la  figure  00  ;  le  point 
M    est  appelé  un  point  iV inflexion. 

11  peut  arriver  que  pour  des  points 

particuliers,    non    seulement    /""(xi, 

mais  encore  une  ou  plusieurs  des  dérivées  suivantes  soient  nulles  ;  une 

discussion  facile  analogue  à  la  précédente  montrerait  dans  chaque  cas 

si  la  courbe  traverse  ou  non  la  tangente  au  point  considéré. 

Lorsque  Ton  veut  déterminer  les  points  d'inflexion  d'une  courbe, 
on  doit  chercher  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  f"{x)  est  nulle;  en 
général  ces  valeurs  sont  les  abscisses  de  points  d'inflexion;  il  peut 
arriver  cependant,  l(»i"sque  les  dérivées  d'ordre  supérieur  à  deux  s'an- 
nulent en  même  temps  que  la  dérivée  seconde,  qu'une  racine  de  l'équa- 
tion  /"(*r)    ne  fournisse  pas  un  point  d'inflexion  de  la  courbe. 


Kig.  6(». 


225.  Équation  de  Van  der  Waals.  —  Comme  exemple,  considé- 
rons l'équation  connue  en  physique  sous  le  nom  d'équation  de  Van 
der  Waals, 


(/>  + 


a 


l''r  —  b 


HT, 


où  p  et  r  sont  des  variables  représentant  la  pression  et  le  volume 
d'un  fluide,  a,  b  et  H  des  constantes  positives  dépendant  de  la 
nature  de  ce  fluide,  et  T  la  température  absolue.  Lorsque  T  reste 
constant,  cette  équation  représente,  avec  v  et  p  comme  abscisse  et 
ordonnée,  une  courbe  isotherme;  en  donnant  à  T  différentes  valeurs 
positives,  on  a  une  famille  de  courbes  que  nous  nous  proposons  de 
construire;  nous  ne  considérerons  (|uo  la  portion  de  chacune  de  ces 
courbes  obtenue  en  donnant  à   r  des  valeurs  supérieures  à    b. 
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En  résolvant  l'équalion  par  rapport  à  p,    nous  avons 

HT  a  \      fur,,       mv  —  h)~\ 

'         v  —  h        v'        V  -  b  Y  r-       J 

Cherchons  d'abord  si    p    peiil  sannulcr;  cela  a  lieu  si  la  fraction 

fVV  -    />> 

peut  atteindre  la  valeur  RT;  pour  le  \oir,  étudions  la  variation  de  y 
et  formons  sa  dérivée  ;  elle  a  pour  valeur 

et  s'annule  pour  r  =  26;  lorsque  r  croit  de  b  à  26,  y  croît 
depuis  0  jusqu'à  un  maximum  égal  à  —  —  et  décroit  ensuite  jusqu'à 
zéro.  N<ius  en  tirons  cette  première  conclusion  : 

a 

Suivant  que   UT  est  inférieur,  égal  ou  supérieur  à   -^  ,  '    P   s'an- 

nule  pour  deux  valeurs  distinctes  de  v,  ou  pour  deux  valeurs  con- 
fondues et  égales  à   2b y    ou  ne  s'annule  pas. 

Etudions  maintenant  la  déri\ée  de  />;    elle  a  pour  valeur 

—  ^'^^      t   —  =      ~*      '^■""       2a(y  — />i2 


\v  —  b]-        v^        iv 


_|-,,,,_2,^_^J 


p'    s'annulera,  et  par  conséquent  p   aura  des  maxima  ou  des  minima, 
si  la  fraction 

2a  v-~b]^ 


v' 


peut  atteindre  la  valeur    UT;     en  opérant  comme  précédemment  et 
f*>rmant  la  dérivée  de    z,    qui  est 


^, 2ft\  V  —  b )  (  3/>  —  V 


nous  voyons  que   z  croit  de    0   à  un  maximum  atteint  pour    v  —  36  et 


2'  a 


i'gal  à    ..3-7-'    puis  décroit  jusqu'à  zéro;  nous  en  tirons  cette  deuxième 
conclusion  : 


n 


29ti 
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2»  a 


Sui^anl  i\\ie    HT    est  inférieur,  égal  ou  supérieure    ^-7-'    P 

•r  o 

s'annule  pour  deux  valeurs  distinctes  de  r  supérieures  à  6,  ou  pour 
deux  valeurs  confondues  et  égales  à  36,  ou  ne  s'annule  pas;  à  chaque 
\ak'ur  de  t*  annulant  p  correspond  un  maximum  ou  un  minimum 
de  p. 

f^tudions  enfin  la  dérivée  seconde  de  p\    elle  a  |M)ur  valeur 


p     --I 


2KT 


V 


(m 


h^ 


rRT-^^Aii 


p"   s'annulera,  et  par  conséquent  la  courbe  aura  des  points  d'inflexion, 
si  la  fraction 

3a  V  —  h  ^ 


il  --^ 


V 


peut  atteindre  la  valeur    HT;    en  opérant  encore  comme  précédemment 
et  formnnt  la  dérivée  de   h,    qui  est 

Wn  V  —  h-  ih  —  ri 


a 


V* 


nous  voyons  que   u   croit  de   0    à  un  maximum  atteint  pour    v  =  ib   et 

>  1       .  »9  (Â  j    , 

égal  a    -77  t  '     P"**    ^^' 

croit  jusqu'à  zéro;  nous  en 
tirons  cette  troisième  con- 
clusion : 

Suivant  que    RT    est 
inférieur,    égal    ou    supé- 

rieur  a    -;t  t  '    P     s  an- 
4*  b 

nule  pour  deux  valeurs  dis- 
tinctes de  V  supérieures  à 
b,  ou  pour  deux  valeurs 
confondues  et  égales  à  46, 
ou  ne  s'annule  pas;  à  cha- 
((ue  valeur  de  v  annulant 
p''  correspond  un  point 
d'inflexion  de  la  courbe. 
La  courbe  représent a- 
ii\c   (les  >aria(ioiis   de     p     aura   dos    formes    distincles   suivant    les 


Kig.  r.i 


i 


CONSTKICTION    DK    COI  RBKS    PLANES  297 

valeurs  de   RT:    elles  sont  représentées  dans    la    figure  61.  La  eourbe 

i    n 
1  correspond  à   HT    inférieur  à   -rr-r;    elle  coupe    Ov  en  deux  points 

réels;  ces  points  sont  confondus  et  la  courbe  devient  tangente  à     Ov 

si   Rï  =  —---.    La  courbe     11     correspond  à     RT     compris  entre  la 

-    '^ 

2^  n 
valeur  précédente  et    -"-  -   ;  p    passe  comme  dans  le  cas  précédent 

.>'  o  . 

paj  un  minimum  et  un  maximum.  Ce  minimum  et  ce  maximum  sont 

confondus  pour    RT  == -^  -  '    comme  l'indique  la  courbe  IH;  celle-ci 

,r'  b 

présente  alors,  pour   v  —  3/>,    une  tangente  d'inflexion  horizontale. 
La  courbe  IV  correspond  à     RT    compris  entre  la  valeur  précé- 

dente  et   -77  )■;    elle  présente  comme  les  précédentes  deux  points  d*in- 

^^  a 
flexion;  enfin  la  courbe  V  correspond  à   R   supérieur  à   -77  t\    ^^^^  "^ 

présente  aucune   inflexion  et  a  la  fonne  d'une  branche  d'hyperbole 
équilatère. 


226.  Autre  exemple.  —  Soit  à  construire   la  courbe  du   second 
ordre  représentée  par  l'équation 

fil  5^;^  — 4jy-|   41/^  —  240- ---(); 

nous  résoudrons  cette  éciuation  par  rapport  à   */,    et  nous  aurons 


;2; 


.y  =  ^±v-a:*-(-«x. 


A  chaque  valeur  de  l'abscisse  x  correspondent  deux  valeurs  de  if 
et  par  suite  deux  points  de  la  courbe;  on  obtient  leurs  ordonnées  en 

augmentant  et  diminuant  l'ordonnée  de  la  droite    y  =^  -     d'une  (|uan- 

ma 

tité  égale  au  radical    R  —  y/ —  -r-  4-  fij- . 

Celui-ci  n'est  réel  que  si  x  est  compris  entre  les  racines  0  et  6  ; 
nous  en  concluons  que  la  courbe  est  tout  entière  comprise  entre  les 
parallèles  à  0//  d'abscisses  0  et  (>.  Lorsque  x  croît  de  0  à  6, 
R  qui  est  d*abord  nul  passe  par  un  maximum  R  — iî  |)our  .r--3,  demi- 
somme  des  deux  racines,  puis  décroît  jusqu'à  devenir  nul;  on  peut 
ajouter  qu'il  prend  des  valeurs  égales  pour  des  valeurs  de  x  dont  la 
demi-somme  est  égale  à    3 . 
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Fig.  62. 


Construisons  la  droite    OD    ^/ig.iy'2  de  coeflicient  angulaire  ~r    et 

les  parallèles  à  cette  droite  dont  les 
ordonnées  à  l'origine  soni  -*-  3  et 
—  3;  ces  deu\  droites.  Taxe  des  y 
et  la  parallèle  à  cet  a.\e  d'ahscisse 
6  forment  un  parallélogramme  à 
l'intérieur  duquel  se  trouve  placée  la 
courbe.  La  droite  D  partage  en  deux 
parties  égales  les  cordes  telles  que 
MMi  [)arallèles  à  Oy;  de  même  la 
imrallèle  à  l'axe  des  y  d'abscisse  3 
partage  en  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à  D;  la  courbe  a  pour 
centre  le  centre  du  parallélogramme  ; 
nous  montrerons  plus  tard  l'identité  de  cette  courbe  et  de  Tellipse. 

Pour  calculer  la  déri\ée  //',  on  peut  se  servir  de  la  valeur  de  y 
fournie  par  l'équation  2i  ou  bien  de  l'équation  de  la  courbe,  comme 
nous  l'avons  fait  au  n"  21  i.  En  différentiant  l'équation  1 1 1,  on  a 

{\i)x—  4//  —  24  wlx  -\ 4x  -h  Sy  ir/y  =  0 . 

On  a  en  particulier  le  maximum  et  le  minimum  de   //    en  écrivant 

(lue    -/—   est  nul,  ce  qui  fournit  l'éiiuation 
ax 

I0.r-4i/  — 24-^0; 

cette  relation  représente  une  droite  dont  les  points  d'intersection  avec 
la  courbe  correspondent  au  maxinunn  ou  au  minimum  de  ,</  ;  en  ces 
points  la  tangente  est  parallèle  à    Ox. 


227.  Asymptotes.  -  Lors(|u'une  brandie  de  courbe  s'étend  à 
l'infini,  on  dit  qu'elle  admet  pour  asymptote  une  droite  donnée  si  la 
distance  d'un  point  de  la  coiu'be  à  cette  droite  tend  ^ers  zéro  loi'sque 
ce  point  s'éloigne  indéfiniment. 

1"  Si  y  augmente  indéfiniment  lorsque  x  s'approche  d'une  valeur 
a,  la  droite  x  =  a  est  une  asymptote  de  la  courbe;  on  obtient  par 
suite  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  y  en  cherchant  les  valeurs 
linies  de     j:     pour  les(juelles    y    est  infini.  C'est  ainsi  que  nous  avons 
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trouvé  l'asymptote  de  la  cissoïdo  in''  221);  de  là  même  manière,  la 
courbe  représentative  de  la  fonction     igx     a  pour  asymptotes  toutes 

les  droites  d'abscisses    .r  -  k-K  f-  ,.  • 

2"  Pour  une  raison  analogue,  si  y  tend  vers  une  limite  h 
lorsque  x  augmente  indéfiniment,  la  droite  .y  =  6  est  une  asymptote 
parallèle  à  l'ave  des  j:*  ;    par  exemple,  la.  courbe 

2x2  —  I 


0*2  -f-J 


a  pour  asymptote  la  droite  //  =  2,  car  y  tend  vers  la  valeur  2  pour 
X    infini. 

Les  courbes  construites  au  n"  225  ont  pour  asymptotes  l'axe  Or 
et  la  parallèle  à  l'axe    0/>   d'abscisse    v  —  b. 

S**  Une  courbe  peut  avoir  d'autres  asymptotes  non  parallèles  aux 
axes;  on  reconnaît  qu'une  droite  représentée  par  Téquation 

(  3  )  y  =:  ex  -\-  d 

est  asymptote  de  la  courbe  ij  =  f[x)  à  ce  que  la  diirérence  entre  les 
ordonnées  de  la  droite  et  de  la  courbe  tend  vers  zéro  lorsque  x  aug- 
mente indéfiniment  ;  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  cjne  l'on  puisse  écrire  l'or- 
donnée de  la  courbe  sous  la  forme 

(  i ï  ij  =  fix]  =  vx  I   rf  -I-  6  , 

£  tendant  vers  zéro  lorsque    x    augmente  indéfiniment. 

228.  Lorsque  fix]  est  une  fonction  rationnelle  et  que  le  degré 
du  numérateur  surpasse  d'une  unilé  cebii  du  dénominateur,  il  suffit 
d'effectuer  la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur  pour  mettre 
1/  sous  la  forme  (4);  cx-\  d  est  le  ({uotient  de  la  division  et  e  le 
reste  divisé  par  le  diviseur;  s  tend  vers  *0  lors(|ue  a:  augmente  indé- 
finiment; il  suffît  alors  de  conserver  au  second  membre  le  (luotient 
de  la  division  pour  avoir  ré(|uation  de  l'asymptote. 

Soit  à  construire  par  exemple  la  courbe  du  second  ordre  représentée 
par  l'équation 

2x-  —  2xy  —  2x  -f  4//   -  l  -  0  ; 
l'équation  est  du  premier  degré  par  rapport  à    y  ;    elle  donne  en  la  ré- 


:wi 


%PFLIC\TIO>^    fMtf.*MLTni*jVfJP' 


^*\\^u\  par  rapfKirt  a  rf-H*'  ^arinhl»' 


-2j-i •> 


//  = 


2x  — 2 


La  ffiirlu*  a  II  ri  ^  a**}  mptui**  parallèle  a   *>»/,   d'ahscis^e    2  :   lorsque 
X  s'appr'K'he  de    2   par  *alenrv  inférieur**?»  a  ee  nombre,  le  numérateur 
e^l  p4psiU(,  le  dénominal -iir  néiralif.  el    y    aut^mente  indefinimenl  par 
valeur*»  né jiafi^e*»:  d**  nM  me  ïor^u^ue    jt    tend  ^er^    2    par  valeur^  supé- 
rieures,    y     autrmente  iudëfini- 
y:  :|  ment   par  valeurs  p«.»siti^e>.   En 

elîee tuant  la  division  du  numéra- 
teur par  le  dên«»mînateur.  on  a 

3 


.'/  --  J-  -   t 


2  j 


lorsque  x  augmente  indéfiniment 
par  valeurs  positives  ou  négatives, 
la  fraction  tend  vers  zéro,  et  Tor- 
donnée  de  la  courbe  tend  vers  la 
même  valeur  que  Tordonnée  de 
la  droite 

Cette  droite  est  la  deuAièrae 
as}  mptote  de  la  courbe  :  on  voit  de 
plus  que  la  fraction  romplémentaire  est  négative  pour  x  inférieur  à 
2  et  positi\e  pour  x  supérieur  à  ce  nombre  ;  dans  le  premier  cas,  la 
courbe  est  au-dessous  de  son  asymptote  et  dans  le  second  cas,  au-dessus; 
elle  a  la  forme  indiquée  par  la  figure  ()3  :  nous  montrerons  plus  tard 
qu'elle  est  une  h\perbole. 


Fig.  n:i. 


^2».  Lorsque  la  fonction  i/  —  f\x  n'est  pas  rationnelle,  il  n'est 
pas  toujours  facile,  pour  la  recherche  d'une  asynq>tote,  de  mettre  cette 
fonction  sous  la  forme 

y  =  ex  I  J-^  e, 


e    tendant  vers  zéro  quand    x   augmente  indéfiniment.  On  calcule  alors 
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séparément  le  coefficient  angulaire    c   et  l'ordonnée  à  Torigine     d    de 
Tasymptote  à  l'aide  de  la  remarque  suivante  : 

c     est  égal  à  la  limite  de    -^     el      d      est  égal  à  la  limite  de 
y  —  ex    pour    x     infini. 

De  ré(fuation  i4i  nous  tirons  en  effet  les  égalités 

y  de  ,  , 

X  XX 


lorsque  x  augmente  indéfiniment,  e  d'une  part, 1 d'autre  part, 

X  X 

tendent  vers  zéro  ;  par  suite,  la  limité  de   —  est  égale  à   c,    et  celle  de 

.r 
y  —  ex    est  égale  à    r/ . 

Exemple.  —  Soit  la  courbe  représentée  par  l'équation 


i/--^V7-i' 


/ 


x—\ 


où  le  radical  est  pris  avec  le  signe  -h  ;     on  a    -^'---k/ _.   et  la 

X       \    X  —  2 

limite  de  ce  rapport  est  l'unité  ;  le  coefficient  angulaire     c     est  donc 
égal  à   i  ;    formons  maintenant   y  —  ex,    (fui  a  ici  pour  valeur 

VV    x^2         )  \Jx  —  2 

en  multipliant  et  divisant  les  deux  termes  de  la  dernière  fraction  par  la 
somme  des  radicaux  formant  le  numérateur,  on  a 

1 

y  —  x^ 


sj x  —  t{s^ X  —  \  -\->J X  —  i) 

la  limite  du  second  membre  est   —-'    de  sorte  (|ue  l'ordonnée  à  l'origine 
d   est  égale  à    -  ;    l'équation  de  l'asymptote  est  par  conséquent 


2 


CHAPIÏRK  III 


CONSTRUCTION  DE  COURBES  PLANES  (suite) 


230.  Cas  d^une  équalion  non  résolue.  —  Nous  supposons  mainte- 
nant que  la  courbe  est  représentée  en  coordonnées  cartésiennes  par 
une  équation  f(x,  y)  --  0  non  résolue  par  rapport  à  l'une  des  variables; 
nous  nous  limiterons  au  cas  où  cette  équation  est  algébrique,  bien  que 
plusieurs  des  résultats  que  nous  indiquerons  s'appliquent  aux  courbes 
transcendantes.  Nous  n'insisterons  pas  sur  le  cas  où  l'équation  est  faci- 
lement résoluble  par  rapport  à  x  ou  à  y,  ce  qui  airive  par  exemple 
si  l'équation  est  du  second  degré  ou  bicarrée  ;  les  considérations  du 
chapitre  précédent  s'appliqueraient  à  ce  cas  en  effectuant  la  résolution 
de  Téquation. 

L'équation  de  la  courbe  définit  l'une  des  variables,  par  exemple 
y,  comme  fonction  implicite  de  l'autre  ;  on  est  amené  de  cette  manière 
à  l'ordonner  par  rapport  à  la  première  de  ces  variables;  soit 

(1  )  fix,  y)  ^  ^(^ix'yyP  -f-  z^^ixyy^-'  -4-    ...    ---0 

l'équation  ainsi  écrite,  où  90,  9,,  ...  sont  des  polynômes  entiers 
en  X  ou  des  constantes  ;  les  méthodes  que  nous  avons  indiquées  dans  la 
quatrième  partie  permettent  de  déterminer  pour  chaque  valeur  de  x 
le  nombre  et  la  grandeur  des  racines  réelles  y  qu'elle  peut  avoir;  on  se 
rend  compte  de  cette  façon  du  nombre  et  de  la  position  des  points  de  la 
courbe  situés  sur  une  parallèle  à  Oy,  lorsque  l'on  fait  varier  l'abscisse 
de  cette  parallèle  de   — oc    à      ^  oc. 

Si  les  racines  de  l'équation  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires,  c'est-à-dire  si  l'équation  ne  change  pas  quand  on  change 
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y  en  — y,  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  Ox\  de 
même,  si  l'équation  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  x  par  — x, 
la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  y  ;  si  enfin  l'équation 
ne  change  pas  quand  on  change  de  signe  x  et  y  à  la  fois,  la  courbe 
admet  Torigine  comme  centre. 

On  calcule  la  dérivée  y',  comme  nous  Pavons  déjà  indiqué,  en 
diiïérentiant  l'équation  (1),  ce  qui  donne 

f:,dx-i-fldy^O', 

on  détermine  de  cette  façon  la  tangente  en  un  point  quelconque.  On  a 
les  maxima  et  minima  de    u    en  annulant  la  dérivée  -7^,    c'est-à-dire 

'^  (IX 

on  écrivant    /"i  —  0  ;    on  a  de  même  les  maxima  et  minima  de   x    en 

(Ix 
annulant  la  dérivée    -7—  de   x,    c'est-à-dire  en  écrivant    f[  —  {\. 

il  y 

231.  Asymptotes.  —  Pom*  ((u'une  courbe  ait  »uie  asymptote  paral- 
lèle à  Oy  (n°  227),  il  faut  que  l'ordonnée  puisse  devenir  infinie  pour 
une  valeur  finie  de  l'abscisse;  or  l'équation  (I)  ne  peut  avoir  de  racine 
ij  infinie  pour  une  valeur  finie  de  x  que  si,  pour  cette  valeur,  le  coeffi- 
cient de  la  plus  haute  puissance  de  y  devient  nul,  c'est-à-dire  si  l'on  a 
s.^/'jr)  —  0  ;   on  a  donc  ce  résultat  : 

Les  abscisses  des  asymptotes  parallèles  à  i)y  se  trouvent  parmi 
les  valeurs  de  x  (/ui  annulent  le  coefficient  du  terme  déplus  haut 
degré  en   y. 

En  général,  lorsque  j:  s'approche  d'une  racine  de  ^^[x)^  il  y  a 
«les  valeurs  réelles  de  y  (|ui  deviennent  infinies:  il  y  a  alors  des  bran- 
ches réelles  de  la  courbe  qui  sont  asymptotes  à  la  droite  ayant  cette 
racine  pour  abscisse;  si  les  valeurs  de  y  (|ui  deviennent  infinies  sont 
imaginaires,  la  droite  n'est  asymptote  à  aucune  branche  réelle  de  courbe. 

De  la  même  manière,  on  obtient  les  asymptotes  parallèles  à  0.r 
eu  cherchant  les  valeurs  de  y  (pii  annulent  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de   x  dans  l'équation. 

Comme  exemple,  considérons  la  courbe  du  second  ordre  représentée 
par  l'équation 

xy  —  2x  —Wy  -\  4  ~-  0  : 

jc    et    ^     n'jentrent  qu'au  premier  degré  au  plus  ;  le  coefficient  de    y 
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est  X  —  3  et  celui  de  x  est  y  —  2  ;  on  en  conclut  que  les  droites 
parallèles  aux  axes  représentées  par  les  équations  x  =  3  et  i/  =  2 
sont  asymptotes  de  la  courbe. 

232.  On  obtient  les  asymptotes  d'une  courbe  algébrique  non  paral- 
lèles aux  axes  de  coordonnées  en  appliquant  la  remarque  du  n°  229  ;  le 

coefficient  angulaire  c  d'une  asymptote  est  la  limite  de  —  et  l'or- 
donnée à  l'origine  d  est  la  limite  de  y — ex  lorsque  x  augmente 
indéfiniment. 

Ordonnons  le  premier  membre  de  l'équation  on  écrivant  d'abord 
les  termes  de  degré  le  plus  élevé  par  rapport  à  x  et  ly;  nous  dési- 
gnerons leur  ensemble  par  ©J.ï',y),  m  étant  l'ordre  de  la  courbe; 
nous  désignerons  ensuite  par  ^m-i{x,y)  l'ensemble  des  termes  do 
degré  m  —  i ,  et  ainsi  de  suite  ;  nous  aurons  ainsi  l'équation  mise  sous 
la  forme 

(2)  /"(-ï-,  3/)=-?in(.r,  .y)-f-©^_,(j',  ^i-f-    •••    --0. 

Si  nous  divisons  par  .r"'  tous  les  termes  de  Téquation  et  si  nous 
mettons  en  évidence  le  rapport    —,    nous  avons 


X 


m  ,.(,,f).-l,.-,(,,5).- 


0; 


lorsque   j:    augmente  indéfiniment,  tous  les  termes,  sauf  le  premier, 

y 

deviennent  nuls;  si    -^  a  une  limite  égale  à  r,   cette  limite  satisfait  à 

l'équation  obtenue  en  annulant  le  premier  terme  qui  reste  seul,  c'est- 
à-dire  à  l'équation 

(4;  cp„(t,r)-0; 

nous  avons  donc  ce  premier  résultat  : 

Le  coefficient  angulaire  iViin  asymptote  est  une  racine  de  V équa- 
tion (4)  obtenue  en  remplaçant  dans  les  termes  de  plus  haut  degré  de 
V équation  de  la  courbe   x  par    1    et    y   par    c. 

En  général,  à  chaque  racine  do  cette  équation  correspond  une 
asymptote. 
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Ayant  calculé  une  racine     c     de  l'équation  (4),  posons  dans  lé- 
quation  (3) 


?* 


y        ,  ^ 


la  limite  de  o  pour  x  infini  est,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n°  229, 
Tordonnée  à  Torigine  d  de  l'asymptote  considérée.  L'équation  (3) 
devient  après  la  substitution  précédente 


,„.(l,,_Hlj+l,_(,,e-44) 


0; 


développons  chacun  des  termes  du  premier  membre  suivant  les  puis- 
sauces  de    --»    d'après  la  formule  dv  Taylor;  nous  avons 

(J}]  9„(i  ,  cj-i- —  çp;,'1  ,  r)      -H  :^  :p;;,(  I  ,  c  ) -{ -    ••• 

•I*  1      .    ad        J!*' 

\  0 

H &„._,(  I,  ri -f- ",  o^_,(l  ,  O)      -}-    •••    —0, 

X  X- 

les  symboles    ^i,!  i ,  n,       tj,'^,;!,  n,    ...    désignant  les  dérivées  par 
rapport  à   c. 

Le  premier  terme  est  nul  d'après  l'éciuation  'ii;  les  termes  de  la 

1  \ 

deuxième  colonne  contiennent   —   et  ceux  des  colonnes  suivantes 


X  j2 

au  moins  en  facteur:  si  nous  multiplions  le  premier  membre  par    x, 

et  si  nous  mettons   —   en  facteur  dans  les  termes  qui  le  contiennent, 

a* 

nous  mettons  l'équation  sous  la  forme 


j   r    'V.2  — I 

o:p;„(l  ,  c\  ~\- cpm-i(  1  ,  c)  -^  -    \  —  9^,1 1  ,  c)  -h    •  •  •      j 


0. 


Lorsque  x  augmente  indéfiniinent,  tous  les  termes  suivant  les  deux 
premiers  deviennent  nuls  ;  si  8  a  une  limite  égale  à  (/,  cette  limite 
satisfait  dès  lors  à  l'équation 

Nous  avons  donc  ce  deuxième  résultat  : 

L'ordonnée  à  Vorigine    d    d'une  asymptote  de  coefficient  angu- 
laire   c    est  fournie  par  Véquation  (0). 

VoGT.  —  Matb.  su  p.  20 


HOfi  APPLICATIONS    GKOMÉTRlgrES 

Si  c  est  racine  simple  de  l'équation  (4),  cpi,(i  ,  c)  n'est  pas  nul, 
et  Téquation  (fi)  donne  pour  J  une  valeur  déterminée  :  au  contraire, 
si  c  est  racine  multiple,  cp^it,  c)  est  nul;  dans  ce  cas,  si  la  racine 
multiple  c  n'annule  pas  en  même  temps  «p^-idi^'^  Téquation  (G; 
donne  pour  d  une  valeur  infinie,  et  l'on  dit  que  l'asymptote  est  rejetéc 
à  rinfîni. 

Lorsque    9^^f,r>    et    (pm_i(l,c)     sont  nuls,   les  trois  premiers 

termes  de  l'équation  loi  sont  nuls;  les  termes  suivants  contiennent  au 

1 

moins    -—   en  facteur;  on  multiplie  alors  les  deux  membres  parla  pre- 

•/ 

mière  puissance  de  x  entrant  au  dénominateur,  on  fait  croître  x 
indéfiniment  et  l'on  obtient  comme  précédemment  une  équation  donnant 
la  limite  d  de  o;  cette  métbode  est  générale  et  s'applique  à  chaque 
cas  particulier. 

Ilemarque.  —  Les  droites  issues  de  l'origine  et  parallèles  aux 
asymptotes  sont  appelées  directions  asymptotiques  ;  leurs  coefficients 
angulaires  sont  les  racines  de  l'équation  (i^:  l'ensemble  de  ces  droites 

est  représenté  par  l'équation  obtenue  en  remplaçant  c  par  -^  ;  si  l'on 
chasse  le  dénominaleiu',  celle  équation  de\ient 

9«.'.r,  .y;    -0. 

Nous  voyons  que  /'o/ï  obtient  V équation  représentant  Vensemhle 
(les  directions  asymptotiques  d\ine  courbe  algébrique  en  conservant 
seulement  Vensemble  des  termes  de  plus  haut  degré  de  l'équation  de 
cette  courbe. 

233.  Discussion  do  Téquation  du  second  degr^.  —  Nous  allons 
appliquer  ces  considérations  aux  courbes  du  second  ordre;  leur  équa- 
tion îjénérale  s'écrit  ordinairement  sous  la  forme 

f  X,  g^      A.r^  -h  2]\xg  -f-  Cg'  -\-  2Dx  +  2Ey  -h  F  r=  0  ; 

nous  avons  dans,  le  cas  actuel,    m  —  2   et 

92 '.r,  // )  -:  A  x^  -H  2Bxg  -h  Cg^. 
Pi  I  .r ,  1/ 1    -  2Dj:  -h  2Eg , 

cpo  ---  F. 


'^ 
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Les  directions  asympto tiques  sont  fournies  par  Téquation 

(7)  92(1  ,c)=r.A-\-  2Bc  -f-  Cc2  ==  0 . 

1**  Si  Ton  a  B^  —  AC<;0,  cette  équation  a  ses  racines  imagi- 
naires et  la  courbe  n'a  pas  de  branche  réelle  s'étendant  à  Tinfini  ;  on  dit 
que  la  courbe  est  du  genre  ellipse. 

2**  Si  Ton  a  B*  —  AC  >>  0 ,  Téquation  (7)  a  ses  racines  réelles  et 
distinctes,  et  la  courbe  a  des  branches  s'étendant  à  Tinfini  dans  deux 
directions;  on  dit  alors  que  la  courbe  est  du  genre  hyperbole.  A  chaque 
racine  de  Téquation  (7)  correspond  une  asymptote  dont  lordonnéo  à 
l'origine  esl  fournie  par  Téquation  ((>);  celle-ci  devient,  on  remplaçant 
^'m{\ ,  c)   et    9„,_i(l ,  c)  par  leurs  valeurs  et  divisant  par  2, 

;8)  r/(B-hC:r)   i     D-hKci  -i). 

Exemple.  —  Soit  la  courbe  représentée  par  la  relation 

.1x-  —  4j-iy   \-  if-  —  2x  -\   4 y  -h  1  :  -  0  : 

l'équation  aux  directions  asymptoliques  est 

et  a  pour  racines    c  ^—-  1     et    c"  —  3;    les  ordonnnées  à  l'origine  cor- 
respondantes sont  données  par  Téquation  (8),  qui  devient 

d{—  2  -4-  C)  -I -  (  —  1  -h  2e)  --  0  ; 

elle  donne   J'  =  1    et   J''  ~  —  5  ;    les  asymptotes  de  la  courbe  sont  dès 
lors  représentées  par  les  équations 

1/  =^  or  -h  1  ,       y  =^  Sjc  —  5 . 

3°  Si  Ton  a  B^  —  AC  — 0,  l'équation  (7)  a  ses  racines  égales 
et  la  courbe  a  des  branches  s'étendant  à  Tinfîni  dans  une  seule  direction  ; 
on  dit  alors  que  la  courbe  est  du  genre  parabole.  Deux  cas  sont  à  con- 
sidérer suivant  que  la  racine  double  c  n'annule  pas  9,„_,  (  1 ,  r)  ou 
Tannule  ;  en  supposant  par  exemple    C  ^  0,    on  a 

B  .      V       o/r.       EB\      2(DC— EB 


?.(I,c-^-2(d-^-) 


C  ^'  V        C  /  c 

Si     DC — EB    n'est  pas  nul,  l'équation  (^0)  donne  pour    d    une 


n 
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valeur  infinie,  et  Tasyniptote  est  rejetée  à  Tinfîni  ;  on  dit  que  la  courbe 
est  une  véritable  parabole  ;  si  an  contraire    DG  —  EB  —  0,  nous  allons 

voir  que  la  courbe  se  décompose  en  deux  droites  parallèles.  Remplaçons 

B^  EB 

on  efTet   A    par    —    et    D   par    -^-    dans  l'équation  et  multiplions 

tous  les  termes  par   G;    elle  devient 

B'^x2  H-  2BGxy  +  CY-  +  2EBjr  -+-  2ECy  -f-  FG  =  0 , 

ou  bien 

( l\x  -f-  G,t/)^  +  2Ei  B^  H-  Gv)  H-  FG  =  0  ; 

le  premier  membre  est  un  trinôme  du  second  degré  par  rapport  à 
Bj-   I-  Gy  ;    il  se  décompose  en  deux  facteurs,  smis  la  forme 

( Bjt  -h  G.v  —  h')  [^x  -\-  Gi/  —  h"), 

h'  et  h"  étant  les  deux  racines  du  trinôme  ;  l'équation  de  la  courbe  se 
décompose  dès  lors  en  deux  équations  du  premier  degré  représentant 
deux  droites  parallèles  ou  confondues.  Ges  deux  droites  peuvent  être 
considérées  comme  deu\  asymptotes  parallèles  à  distance  finie. 

234.  Gomme  autre  exemple  de  détermination  d'asymptote,  consi- 
dérons la  courbe  représentée  par  l'équation 

où  a  est  une  constante  positive.  On  a  9,„(l  ,  ci  ==  l  -f-c-\  et  ré<|ua- 
tion  (4)  a  une  seule  racine  réelle   c  ^=  —  1 . 

o'„,i\,c)  est  égal  à  3r-  et  <p,„_i(l,c)  à  — 3flrc;  en  faisant 
c  -  —  1 ,  réipiation  i  (i  i  donne  (/  —  —  a  ;  la  courbe  a  une  seule  asymp- 
tote réelle  représentée  par  Téquation 

y  —  —  ,r  —  a  . 

Pour  construire  la  courbe,  nous  remarquerons  d'abord  qu'elle  passe 
à  l'origine,  et  qu'elle  y  a  un  point  double  (n"  220);  les  tangentes  en  ce 
point  sont  représentées  par  ré([uation  xy  =rz  0  et  sont  les  deux  axes 
de  coordonnées. 

L'équation  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  y,  et  en  l'or- 
doniuml,  elle  s'écrit 

ty  •  —  'Aaxy  -f-  ^'^  =^  0  ; 
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nous  savons  qu'une  équation  du  troisième  degré  a  trois  racines  réelles  si 
la  quantité  4/)'  -f-  21  q^  est  négative,  une  racine  double  si  cette  quantité 
est  nulle,  et  une  seule  racine  réelle  si  elle  est  positive.  4/)*  -h  llq-  a  pour 

valeur  27j:^(.r'  —  4a^)  ;  si  x  est  compris  entre  0  et  «v4,  il  y  a  trois 
valeurs  de  y  réelles  ;  leur  produit  —  x^  est  négatif,  leur  somme  est 
nulle,  par  suite  deux  des  valeurs  de  y  sont  positives  et  la  troisième 
négative. 

Si  X  est  égal  à  a\h,  les  deux  valeurs  positives  de  y  sont  con- 
fondues; si  X  est  >r7\/4, 
y  a  une  seule  valeur  réelle 
négative,  et  si  x  est  <[0, 
y  a  une  seule  valeur  réelle 
positive. 

La  courbe  a  la  forme  de 
la  figure  64  ;  on  Tappelle  fo- 
lium  de  Descaries. 

235.  Cas  où  les  coor- 
données sunl  fonctions  d*un 
paramètre.  —  Coupons  la 
courbe  précédente  par  une 
droite  issue  de  Torigine  et  de 
coefficient  angulaire    /;    on 

obtient  les  abscisses  des  points  de  rencontre  en  faisant  y  —  tx   dans 

réquation  de  la  courbe,  ce  qui  donne 


t'ig.  64. 


(I  _|-  li)xi--'^alx^  =  0. 

Cette  équation  a  une  racine  double  nulle,  qui  correspond  à  deux 
points    de  rencontre  de  la  droite  et  de  la  courbe  confondus  à  l'ori- 

ffine  ;   la  troisième  racine  est  égale  à     - — — .  >     ^t  est    Tabcisse   du 

dernier  point  de  rencontre  M  de  la  courbe  et  de  la  droite  ;  l'ordonnée 
de  ce  point  est  égale  à  ix,  de  sorte  que  les  deux  coordonnées  ont  pour 
valeurs 


9i 


X  = 


3al 

1  -\-  I' 


/y^ 


1  -f-  t' 


1 
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Elles  sont  ainsi  exprimées  au  moyen  d'un  même  paramètre  ty  et 
lorsque  /  prend  foutes  les  valeurs  possibles  de  — ao  à  -hac,  elles 
fournissent  les  points  successifs  de  la  courbe. 

Le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer  pour  exprimer  les  coordon- 
nées des  points  d'une  courbe  au  moyen  d'un  paramètre  se  généralise 
à  d'autres  courbes  que  le  folium.  Si  une  courbe  algébrique  est  rencon- 
trée en  un  seul  point  variable  M  par  les  lignes  successives  d'une 
famille  de  droites  ou  de  courbes  dépendant  d'un  paramètre  /,  les 
coordfjnnées  de  ce  point  s'expriment  facilement  au  moyen  de  ce  para- 
mètre, et  les  expressions  sont  rationnelles. 

l*ar  exemple,  une  droite  tournant  autour  d'un  point  (ixe  d'une 
coni(|ue  rencontre  la  courbe  en  ce  point  et  en  un  seul  autre  point 
variable  ;  les  coordonnées  de  ce  dernier  point  s'expriment  rationnel- 
lement au  moyen  d'un  paramètre.  De  même  si  une  courbe  du  troisième 
ordre  présente  un  point  double,  comme  le  folium,  toute  droite  tournant 
autour  du  point  double  rencontre  la  courbe  en  un  seul  point  variable. 

Lorscpie  l'on  veut  construire  une  courbe  dont  les  points  ont  des 
coordonnées  fonctions  d'un  même  paramètre   l, 

on  étudie  la  variation  des  deux  fonctions  /"  et  cp  lorsque  t  varie  de 
—  oc  à  }  X,  et  l'on  dresse  un  tableau  des  valeurs  remarquables  de 
ce  paramètre;  on  détermine  en  particulier  celles  qui  annulent  j:  ou 
y,    ou  les  rendent  infinis,  ou  les  rendent  maximum  ou  minimum.    Le 

coefficient  an£>:ulaire  dune  tangente  est  éiçal  «à  —^  ou  à    t,  -     . 

(Ix  fil) 

Si  pour  une  valeur  de  /  finie  ou  infinie,  x  et  y  sont  simulta- 
nément nuls,  la  courbe  passe  à  l'origine,  et  le  coefficient  angulaire  de 

la  tangente  en  ce  point  est  la  limite  du  rapport  -^  ou  de  -^ . 

X  ax 

Si  une  valeur  de  I  rend  infinie  une  des  coordonnées,  par  exemple 
y,  tandis  que  l'autre  .r  reste  finie,  la  courbe  a  une  asymptote  parallèle 
à    0//,    a>ant  pour  abscisse  la  valeur  finie  de   x. 

Si  une  valeur  de  /  rend  x  et  y  simultanément  infinis,  la  courbe 
a  encore  une  branche  infinie;  pour  déterminer  l'asymptote  à  cette 
branche,  s'il  en  existe,  on  calcule  son  coefficient  angulaire  (n°  229)  en 

cherchant  la  limite    v   de  -^    lors(|ue  f   s'approche  de  la  valeur  consi- 
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dérée,  puis  on  calcule  Tordonriée  à  rurigine  en  cherchant  la  limite    d 
de    y  —  ex . 

Si  Ton  considère  par  exemple  la  courbe  définie  par  les  équations 
(0 S  on  voit  que   x   et    y  sont  nuls  simultanément  pour   /-O  et  pour 

f  =^':c\  les  limites  de   '-L  sont  respectivement  égales  à    0     et  à   Tx, 

et  Ton  voit  que  la  courbe  a  pour  tangentes  à  l'origine  les  deux  axes  de 
coordonnées:    .r    et     y    sont  infmis  pour    t -— —  \  \   la  limite  de    -^ 

est  alors  égale  à    —  1     et  celle  de     y  t  x    à     —  «  ;    on  en  conclut 
que  la  droite 

if^—x  —  a 
est  asymptote,  comme  nous  l'avons  déjà  trouvé. 

286.  Cycloîde.  —  Comme  exemple  de  courbe  transcendante  dont 
les  coordonnées  s'expriment  au  moyen  d'un  paramètre  l,  nous  men- 
tionnerons la  cycloîde  ;  on  appelle  ainsi  la  courbe  décrite  par  un  point 
M    d'une  circonférence  roulant  sans  glisser  sur  une  droite. 

Prenons  cette  droite  comme  axe  de  x,  et  comme  origine  O  une 
des  positions  du  point  mobile  M  lorsqu'il  est  situé  sur  celte  droite 
\fig,  65)  ;  il  résulte  de  ce  choix  que  dans  la  position  de  la  circonférence 


Kig.  (m. 


mobile  pour  laquelle  son  centre  esl  situé  sur  l'axe  des    ij    en    C„,     le 
point  décrivant  la  courbe  esl  confondu  avec  le  point    0. 

Supposons  que  la  circonférence  occupe  une  nouvelle  position  C 
après  avoir  roulé  sur  le  segment  OA  de  Ox  ;  le  point  décrivant  est 
passé  de  0  en  M,  de  telle  sorte  que  l'arc  AM  est  égal  à  AO,  et 
de  même  sens  ;  si  ncms  désignons  |)ar    l   l'angle    ACM    dont  a  tourné 
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le  rayon  passant  par  M  à  partir  de  la  position  initiale  CoO,  et  par  a 
le  rayon  de  la  circonférence,  nous  avons 

(OAi  -=farc  AM)  -^a(. 

Considérons  nn  système  d'axes  auxiliaires  Cri ,  Cyi  issus  du  point 
C  et  dirigés  respectivement  en  sens  inverse  de  Ox  et  0^  ;  les  coor- 
données du  point    M    dans  ce  syslème  sont 

cil  =  '  HM )  —  a  sin  / ,  J/i  —  'CH)  =  a  cos  i  ; 

dans  le  système  primitif,  on  a,  d'après  la  disposition  de    Cji,    Cï/i, 

j-  —  (OA )  —  Xi  =  ail  —  sin  /), 
i/^(OCo)— .yi  =  «il  — cos/j. 

Telles  sont  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  la  cycloïde 
en  fonction  du  paramètre  /;  lorsque  celui-ci  varie  de  0  à  2?:,  la 
circonférence  roule  d'une  longueur  égale  à  2i:a  ^  et  le  point  M 
revient  en  O'  sur  O.c  après  avoir  décrit  Tare  OPO'  de  cycloïde. 
Lors(|ue  (  prend  des  valeurs  comprises  entre  2:1  et  4?:,  les  valeurs 
de  .r  et  de  ?/  ne  difTèrent  des  précédentes  qu'en  ce  que  x  est  aug- 
menté de  2za  ;  on  obtient  ainsi  un  nouvel  arc  O'P'C  identique  au 
premier,  et  ainsi  de  suite  ;  il  en  est  de  même  si  l  prend  des  valeurs 
négatives. 

La  courbe  passe  à  l'origine  ;  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

encepointestégalàlavaleurde  --^  pour  /  =  0;  or,  on  a  ^-JL= 

'  ®  dx  *  '  dx      1— cos/  ' 

ce  rapport  se  présente  pour    /  —  0    sous  la  forme   —  ;     en  appliquant 

la  règle  de  l'Hôpital  (n°  140),  la  vraie  valeur  de   -^  est  égale  à  celle  du 

dx 

cos  t 
(luotient  des  dérivées     - — ,    et  il  est  infini  pour   /  =  0  ;    on  en  conclut 

sm  / 

que  la  tangente  à  l'origine  est  l'axe  des  y.  Le  point  0  est  un  point 
de  rebroussement  de  la  courbe,  et  il  en  est  de  même  des  points  C, 
0" 

Si  l'on  fait  rouler  la  circonférence  C  sur  une  autre  circonférence, 
et  extérieurement,  la  courbe  décrite  par  le  point  M  s'appelle  une 
cpicycloïde  ;  si  la  circonférence  C  roule  intérieurement  sur  une  autre 
circonférence,  la  courbe  décrite  par   M    s'appelle  une  hypocycloïde. 
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237.  Construction  d*une  courbe  en   coordonnées   polaires.  — 

Nous  supposons  la  courbe  représentée  par  une  équation  entre  le  rayon 
vecteur    p   et  Tangle  polaire    0    résolue  par  rapport  à   p,    de  la  forme 

Nous  ferons  varier  0  de  — x  à  -foc  et  nous  étudierons  les 
variations  de  la  fonction  p;  si  p  s'annule  pour  une  valeur  de  0,  par 
exemple  pour  0„,  la  courbe  passe  à  l'origine,  et  la  tangente  en  ce 
point  est  la  droite  faisant  avec  Taxe  polaire  l'angle  %;  cette  droite 
est  en  elTet  la  limite  des  positions  d'une  sécante  passant  par  l'origine 
et  un  point  voisin  correspondant  à   0    lorsque   0   tend  vers   % . 

Considérons  par  exemple  la  spirale  dWrchimède  représentée  par 
l'équation 

p  --  crO , 

où    a   est  une  constante  positive;   p   s'annule  pour    0--0,    par  suite 

la  courbe  est  tangente  à  l'origine 
à  Taxe  polaire.  Lorsque  0  varie 
de  0  à  -h  3c ,  on  obtient  une 
portion  de  courbe  OABCDK  .  .  .  , 
dont  les  ravons  vecteurs  sont 
positifs  i/i(f/.  on i;  lorsque  0  varie 
de  0  à  —  X ,  on  obtient 
ime  autre  portion  de  courbe 
OAB'CIVE  .  .  .  dont  les  ravons 
vecteurs  sont  négatifs;  la  valeur 
absolue  de  p  correspondant  à  un 
angle  négatif  tel  que  (0-r,  OM) 
doit  alors  être  portée  sur  la  direc- 
tion opposée  OM'.  On  vérifie 
que  les  deux  poiiions  de  la  courbe 

sont  symétriques  par  rapport  à  la  perpendiculaire    Oy    à  Taxe  polaire. 
On  détermine  la  tangente  en  un  point  par  Tangle  V  qu'elle  fait 

avec  le  rayon  xecteur;  nous  avons  trouvé  (n°  222)  qu'il  est  donné  par 

la  formule 

pr/0        0 


Kijt.  66. 
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nous  avons  constaté  que  l'angle  V  est  constant  dans  la  spirale  loga- 
rithmique dont  Téquation  est 

Dans  la  plupart  des  cas,  le  rayon  vecteur  p  dépend  non  de  l'angle 
ô  immédiatement,  mais  d'une  ou  de  plusieurs  lignes  trigonométriques 
de  cet  angle  0,  ou  bien  de  ses  multiples  ou  de  ses  sous-muUiples, 
comme  dans  les  équations  suivantes 

p  :^  r/  cosO-l  /;  sin-0, 

.     0 
p  —  fl  sm— ; 

il  n'est  pas  nécessaire  alors  de  faire  ^arier    ô    de   —  «  à    -+-oc  ;    dans 

le  premier  exemple,  il  suffît  défaire  varier   0    de    0    à   2::,    car,  pour 

les  autres  valeurs  de  Fangle  polaire,  les  lignes  trigonométriques  et    p 

reprennent  la  même  valeur;  dans  le  second  exemple,  il  suffit  de  faire 

varier    0    de     0     à     6:r,     afin  que  l'arc  sous  le  signe  sinus  varie  de 

0    à    2:1. 

Dans  beaucoup  de  cas,  il  est  même  possible  de  resserrer  l'inter- 

uille  de  variation  de    0;    dans  le  premier  des  exemples  que  nous  venons 

de  mentionner,  nous  remarquerons  que  si  l'on  donne  à   0    deux  valeurs 

telles  que    x   et    2-  —  a,    ou  obtient  la  même  valeur  pour    p;    il  suffit 

donc  de  faire  varier    0    entre    0    et    ?:    pour  construire  une  première 

portion  de  la  courbe,   el   de  prendre  ensuite   la  syméirique  de   cette 

portion  par  rapport  à    Oj",     celle  deuxième  partie  correspondant  aux 

valeurs  de    0    comprises  entre   n    el   2::. 

3- 
Dans  le  second  exemple,  on  peut  faire  varier  d'abord  0  de  0  à   -\y-; 

soit  a  une  valeur  de  cet  intervalle;  on  ^oit  (|ue  pour  0  -  -  I^tt  —  x  on 
a  la  même  valeur  de  p  ,  et  pour  0  3z  i  a  ou  0  --  On  — a  on  a  une 
valeur  de    p    égale  et  de  signe  contraire  à  la  première. 

238.  Liinuçoii  de  Pascal.  —  Étant  donnée  une  circonférence  et  un 
point  0  sur  cette  courbe,  si  Ton  porto  sur  cbaque  rayon  vecteur  OM 
(/?(/.  67)  un  segment  MP  constant,  le  lieu  du  point  P  s'appellelimaçon 
de  Pascal;  nous  allons  déterminer  son  é(|uation  en  coordonnées  polaires 
et  le  construire. 
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Prenons  le  point  0    comme  pôle  et  le  diamètre    OA  comme 

axe  polaire,  désignons  par 
a  le  diamètre  de  la  cir- 
conférence et  par  b  la 
valeur  du  segment  MP  ; 
comme  le  segment  (OM) 
est  égal  à  a  cos  6 ,  le  rayon 
vecteur  du  point  P  a  pour 
valeur 

p  =r  a  cos  0  +  6  : 

le  limaçon  est  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  précé- 
dente dans  laquelle  nous  fe- 
rons varier  0  de  0  à  27:. 
Supposons  b  positif;  lorsque 
0  varie  de  0  à  '^  ou  de  ^  à  27r,  cos  0  est  positif,  et  Ton  a  en  valeur  abso- 
lue p  --^-  OM  -h  MP;  si  0  varie  de 

cos  0  est  négatif,  et  p 

est  égala  ladiflërence  des  valeurs 
absolues  des  deux  segments  tels 
(|ue  MP'  et  OM'  i //y. 67 u D'après 
cela,  à  chaque  point  M  de  la  cir- 
conférence correspondent  deux 
points  P  et  Pi  du  limaçon,  le  pre- 
mier relatif  à  un  angle  0  compris 

entre    0  et 


Fig.  67. 


3:: 


-    a    -     > 


OU  entre       -    et 
2  2 


Fig.  68. 


2.T,  le  second  relatif  à  un  angle  0 
différant  de  z  du  précédent;  ils 
sont  tels  que  MP  et  MP|  sont  égaux  à  b  en  valeur  absolue,  mais  de 
sens  contraires;  on  en  conclut  que  si  Ton  change  le  signe  de  6,  la 
courbe  n'est  pas  modifiée:  on  peut  donc  se  limiter  au  cas  où  b  est 
positif. 

Si  Ton  a  b'^a,  p  ne  s'annule  jamais  et  reste  positif;  la  courbe  a  la 
forme  de  la  figure  G7.  Si  l'on  a  au  contraire  b<ia,  p  s'annule   pour 


n 
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deux  valeurs  de   G  comprises  Tune  entre    ''    et    :r,    l'autre  entre  - 


Fig.  69. 


3:: 


et    -  ;- 1    et  devient  négatif  dans 

l'intervalle  de  ces  deux  valeurs, 
la  courbe  a  la  forme  de  la  figure  68 
et  présente  un  point  double  au  pôle; 
les  tangentes  en  ce  point  sont  dé- 
terminées, comme  nous  l'avons 
dit  au  n°  précédent,  par  les  Aa- 
leurs  de  0  annulant  le  ravon  vec- 
leur.; Si  l'on  a  enfin  b  =  a ,  ^  reste 
positif  et  s'annule  pour  ô  —  z;  la 
courbe  a  la  forme  de  la  figure  69: 

elle  présente  au  pôle  un  point  de  rebroussement  ;  on  l'appelle  quelquefois 

dans  ce  cas  cardioïde. 


239.  Asymptotes.  —  Si     p 


Fig.  10. 


d  =  lim  I  p  cos(  Oo 


devient  infini  pour  une  valeur  de  6 
telle  que  Oo,  il  existe  une  branche 
infinie  de  courbe,  et  la  direction 
asymptotique  correspondante  fait 
l'angle  %  avec  l'axe  polaire:  pour 
déterminer  l'asymptote  elle-nième, 
nous  calculerons  le  segment  OD 
i//r/.  70)  compris  entre  l'origine  et 
l'asymptote  sur  la  droite  dirigée 
faisant  avec  l'axe  polaire  Tangle 

%~^  {y\     nous   appellerons    d    la 

valeur  algébrique  de  ce  segment. 
(/  est  la  limite  de  la  projection 
du  rayon  vecteur  p  sur  la  direc- 
tion OD  lorsque  0  tend  vers  Oo; 
on  a  donc 


{ 


i-')] 


lim  [psin  lO  —  %\\\ 


on  calculera  cette  limite  soit  directement  soit  parla  règle  de  l'Hôpital. 


r^ 
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Considérons  par  exemple  la  courbe  représentée  par  Téquation 


P  = 


i  —  2  cos  0  ' 


p  devient  infini  pour  cosO=  ^y^  c'est-à-dire  pour  0  —  —  et  0--2z  —  -'  ; 
à  la  première  direction  asymptotique  correspond  une  valeur  de  d  égale  à 

[^,                 4sin/0  — I) 
p  sin  (  0  —  ^  \  I  :^  lim  — - — ^- ; 
^        V        3/J                1—2  cos  6 

cette   limite    est   égale  au  rapport  des  dérivées  des  deux  termes  de 

4  c...s(  0  -  ]j  ) 

la  dernière  frfiction,  c'est-à-dire  au  rapport    ;-      -  -     lorsqu'on 

,      ^*  2sinO 

y  fait    0  — -^'    et  elle  est  égale  à       -  ;    on  aura  donc  l'asymptote  en 

p(»rtant  un  segment  égal  à    — =-   à  partir  de  l'origine  sur  la  direction 
•T  ^~~)'    1^  «"l**^  asymptote  est  symétrique  de  la  première  par  rapport 

*t  m» 

à    Oj:;     la  courbe  a  la  forme  indiquée  par  la  figure  70;  nous  démon- 
trerons plus  tard  qu'elle  est  une  hyperbole  ayant  pour  foyer  le  point    0 . 


CHAPITRE  IV 
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^ 


240.  Lieu  géométrique. —  On  appelle  lieu  géométrique  rensemble 
(les  points  jouissant  d'une  propriété  commune.  Bien  souvent  cette 
propriété  fournit  immédiatement  une  relation  entre  les  coordonnées  de 
l'un  de  ces  points  et  cette  relation  est  l'équation  du  lieu  ;  cVst  ainsi 
r|ue  nous  avons  obtenu  par  exemple  l'équation  de  la  circonférence 
(n"  89)  ;  nous  allons  indiquer  un  autre  exemple. 

Cherchons  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  un 

point  et  à  une  droite  fixes  est  constant. 
Prenons  [fig.  71)  le  point  fixe  0  comme 
origine,  et  Taxe  des  x  perpendiculaire àla 
droite;  soit  a  l'abscisse  de  cette  droite; 
si  ix,  y)  sont  les  coordonnées  d'un 
point  M  du  lieu,  les  distances  MO  et 
MP  de  M  au  point  et  à  la  droite,  ont 
pour  valeurs 


y 

M 

p 

/ 

0 

a          X 

Fig.  71. 


écrivons  que  le  rapport 


MP-=  I  a-x 
MO 


MP 


est  égal  à 


un  nombre  donné 


nous  aurons 


J-r 


\/x-  -\-  y-  —  e   I  ^ 


X 


en  élevant  au  carré,  et  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier 
membre,  nous  aurons  l'équation  du  lieu  sous  forme  entière 

x'  ^y'  —  e'ift  —  x  '^0, 


.iBL. 
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OU  bien,  en  ordonnant  le  premier  membre, 

x\\  -^  e2)  -+-  y^  -f-  2e^ax  —  e^a^  ^  0 . 

Cette  équation  représente  une  conique,  et  Ton  a  B-  —  AC  —  e^  —  1  ; 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  233,  suivant  que  e  est  inférieur, 
supérieur  ou  égal  à  Funité,  la  conique  est  du  genre  ellipse,  du  genre 
hyberbole  ou  du  genre  parabole.  Le  point  0  est  appelé  foyer  et  la 
droite  donnée  directrice  de  la  conique. 

241.  Il  arrive  souvent  qu'on  détermine  chaque  point  M  d'un  lieu 
géométrique  comme  intersection  de  deu\  lignes  L  et  L'  ;  ces  lignes 
venant  à  varier  simultanément,  le  point  M  se  déplace  en  décrivant 
le  lieu  cherché.  Par  exemple,  le  lieu  du  sommet  M  d'un  angle  droit 
dont  les  côtés  passent  par  deuv  points  fixes  A  et  R  est  l'ensemble 
des  points  M  tels  que  chacun  d'eux  soit  rintersection  d'une  droite 
passant  par    A    et  de  la  perpendiculaire  à  celle  droite  passant  par   R. 

écrivons  les  équations  des  deux  lignes  L  et  IV  rapportées  à  un 
même  système  d'axes  ;  nous  supposons  pour  fixer  les  idées  (pie  l'on 
emploie  les  coordonnées  cartésiennes  jr  et  y,  mais  les  raisonnements 
que  nous  allons  faire  s'appliqueraient  également  à  d'autres  systèmes 
de  coordonnées.  Les  équations  de  L  et  L'  doivent  contenir  un  para- 
mètre variable,  et  être  de  la  forme 

n  désignant  le  paramètre  ;  les  coordonnées  du  point  M  commun  aux 
lignes  qui  correspondent  h  une  même  valeur  de  a  sont  alors  les  so- 
lutions X   et   y   communes  aux  équations  (  r.. 

Si  l'on  résout  ces  équations  par  rapport  à  x  et  y,  on  a  les  ex- 
pressions des  coordonnées  de  M  au  mov  en  du  paramètre  a,  et  lorsque 
a    varie,  on  obtient  les  dilTérents  points  du  lieu  cherché. 

Si  l'on  veut  obtenir  l'équation  de  ce  lieu,  il  faut,  comme  nous 
allons  le  montrer,  éliminer  a  entre  les  expressions  trouvées  pour  x 
et  y,  ou  bien,  ce  qui  est  plus  simple,  entre  1rs  équations  1 1 1  (pii  servent 
à  définir  ces  coordonnées.  Kn  effet,  si  x  el  //  sont  les  coordonnées 
d*nn  point  M  commun  aux  deux  lignes  L  et  L'  représentées  par 
les  équations  1 1)  pour  une  même  valeur  de  a ,  ces  relations  sont  salis- 
fattcs  pour  les  mêmes  \aleurs  attritiuées  ix    x,  y    et   a  ;    on  peut  alors 
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dire  quelles  ont  par  rapport  à  la  lettre  a  une  solution  commune  ;  par 
suite  les  coordonnées  x  et  y  du  point  M  satisfont  à  Téquation 
obtenue  en  éliminant    a  entre  les  équations  (1). 

Inversement,  la  courbe  représentée  par  Téquation  ainsi  obtenue 
est  le  lieu  cherché  ;  en  effet,  si  les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  M 
satisfont  à  cette  équation,  c'est  qu'il  existe  une  valeur  de  a  qui,  avec 
celles  de  x  et  de  y,  satisfait  à  la  fois  aux  deux  équations  (1);  par 
conséquent  le  point  M  est  à  rintersection  de  deux  lignes  corres- 
pondant à  la  même  valeur  de    a\    il  fait  donc  partie  du  lieu  cherché. 

242.  Exemple.  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  iV un  cercle  passant 

par  un  point  fixe  P.  Prenons 
l'origine  au  centre  du  cercle  et 
Taxe  des  x  passant  par  le  point 
P  ificf,  72)  ;  soit  a  Tabscisse 
de  ce  point  ;  le  milieu  I  d'une 
corde  MM'  issue  de  P  esU'in- 
tersection  de  celle  corde  et  de  la 
perpendicidaire  qu'on  peut  lui 
mener  du  point    0. 

Écrivons  les  équations  de  ces 
deux  lignes  ;  si  m  est  le  coeffi- 
cient  angulaire  de  la  première, 

celui  de  la  seconde  est  égal  à   —  _.    in°  80',  et  ces  droites  sont  repré- 
sentées par  les  équations 


¥\^.   72. 


//( 


.y 


m\x 


a 


y 


\ 


-  X 


m 


ces  deux  lignes,  dont  le  point  commun  décrit  le  lieu,  dépendant  du 
paramètre  variable  m  ;  on  aura  ré(|uation  <le  ce  lieu  en  éliminant 
m  entre  les  deux  é(|uations  :  en  tirant  m  de  la  seconde  et  portant 
dans  la  première  la  valeur  trouvée,  on  obtient  la  relation 


y 


X  , 

[X 

y 


a 


cette  équation  rendue  entière  peut  s'écrire 
(^^  x^-i  y-  —  ax--  0; 

elle  représente  la  circonférence  ayant    OP    pour  diamètre. 
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Remarque.  —  Lorsque  la  sécante  issue  de  P  ne  coupe  pins  la 
circonférence  donnée,  les  points  M  et  M'  n'existent  plus  et  l'on  ne 
peut  plus  définir  géométriquement  le  milieu  de  la  corde  ;  le  lieu  géo- 
métrique cherché  se  compose  donc  seulement  des  points  de  la  circon- 
férence trouvée  situés  à  l'intérieur  de  la  première.  Mais  le  but  des 
méthodes  de  la  géométrie  analytique  est  précisément  de  remplacer  les 
constructions  géométriques  par  des  calculs  algébriques,  et  ceux-ci 
subsistent  quand  bien  même  les  constructions  ne  seraient  plus  pos- 
sibles ;  c'est  précisément  ce  qui  arrive  ici. 

Pour  donner  à  la  question  posée  toute  sa  généralité,  nous  défi- 
nirons algébriquement  le  milieu  I  d'une  corde  de  la  façon  suivante  : 
calculons  les  coordonnées  des  points  communs  à  la  sécante  et  à  la  cir- 
conférence donnée  ;  elles  sont  fournies  par  la  première  des  équa- 
tions (2)  et  par  celle  de  celte  circonférence  ;  en  particulier,  les  abscisses 
de  ces  points  sont  les  racines  d'une  équation  du  second  degré  qu'on 
forme  en  éliminant  y  entre  les  deux  équations,  et  l'abscisse  du  point  1 
est  égale  à  la  demi-somme  de  ces  racines.  Lorsque  la  sécante  ne  coupe 
pas  le  cercle,  les  racines  sont  imaginaires,  mais  leur  demi-somme  est 
toujours  réelle  ;  c'est  cette  deini-sonnne  que  l'on  pi*end  comme  abscisse 
du  milieu  I  de  la  corde  MM'  dans  tous  les  cas;  de  la  même  manière 
la  demi-somme  des  ordonnées  des  points  M  et  M'  est  prise  comme 
ordonnée  du  point  I .  En  effectuant  les  calculs,  on  peut  vérifier  que 
les  coordonnées  ainsi  définies  pour  le  point  I  sont  les  mêmes  que 
celles  qui  sont  données  par  les  équations  (2),  et  cela  quelle  que  soit  la 
valeur  de  m .  La  circonférence  entière,  dont  l'équation  (3)  est  le  ré- 
sultat de  l'élimination  de  m  entre  ces  équations  (2),  est  alors  le  lieu 
des  points   I    ainsi  définis  pour  toutes  les  cordes  issues  du  point   P. 

243.  Il  arrive  quelquefois  que  les  équations  des  lignes  L  et  \J 
qui  se  coupent  en  M  renferment  deux  paramètres  variables  a  et  b, 
ceux-ci  étant  liés  par  une  équation  particulière  ;  on  a  ainsi,  pour  définir 
les  points   M   du  lieu,  un  système  d'équations  tel  que 

(4j     fix,  y,  a,  b)^0,  cpfjr,  i/,  rt,  6)  ^  0,  ^{a,b)  —  0. 

Ce  cas  ne  diffère  pas  du  précédent,  car  on  peut  supposer  que  l'on 
lire     6     de  la  dernière  relation  en  fonction  de     a     et  qu'on  porte  la 

VoGT.  —  Math.  sup.  21 
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valeur  trouvée  dans  les  deux  premières;  on  est  alors  ramené  à  un 
système  de  deux  relations  analogue  à  (1). 

On  aura  l'équation  du  lieu  en  éliminant  a  entre  lés  deux  rela- 
tions ainsi  formées,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  éliminant  a  et 
b    entre  les  trois  relations  (4). 


244.   Enveloppe  d'une  famille   de  lignes . 

ligne  dont  Téquation 


Considérons  une 


i^) 


f[x,  y,  a)  r^O 


FIl'.  7:J. 


renferme  un  paramètre  a\    en  donnant  à  a  toutes  les  valeurs  possibles, 

on  obtient  une  infinité  de  lignes 
dont  l'ensemble  constitue  ce 
qu'on  appelle  une  famille  de 
lignes. 

Figurons  les  positions  C, 
C,  C",  .  .  .  de  la  ligne  corres- 
pondant aux  valeurs  a,  a\ 
o\  ...  du  paramètre  [fîg,  73  r. 
on  constate  généralement  que 
l'ensemble  de  toutes  ces  lignes 
recouvre  une  partie  du  plan  et  n'ompièle  jamais surune  autre  partie,  et 
déplus,  que  ces  deu\  parties  sont  séparées  par  une  ligne  E  à  laquelle 
les  lignes  d,  (!',  ('/',  .  .  .  restent  tangentes.  Cette  ligne  E  est  appelée 
Venveloppe  de  la  famille  de  lignes  considérées. 

Si  les  choses  se  passent  comme  nous  venons  de  le  dire,  on  constate 
graphiquement  sur  la  figure  qu'une  ligne  C  est  coupée  par  une  ligne 
voisine  C  en  un  point  M  voisin  de  l'enveloppe  E,  et  que  la  limite 
de  ce  point  M,  ([uand  (]'  tend  vers  C,  est  le  point  N  où  la  ligne  C 
touche  cette  enveloppe. 

Nous  allons  préciser  ces  notions  purement  expérimentales  et  leur 
donner  une  forme  anal}ti(|ue. 

Vwo  ligne  C  de  la  famille  correspondant  à  la  valeur  a  du  para- 
mètre est  coupée  par  une  ligne  voisine  C  correspondant  cî  la  valeur 
a  \  \a  en  un  ou  plusieurs  points;  lorsque  la  tend  vers  zéro,  C 
tend  vers  C,  et  les  points  communs  à  ces  deux  lignes  ont  des  posi- 
tions limites  que  nous  appellerons  joom^s  caractéristiques  de    C;     le 
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lieu  des  points  caractéristiques  de  toutes  les  lignes  C  sera  par  défi- 
nition Tenveloppe  de  ces  lignes  ;  nous  allons  déterminer  ce  lieu  par  le 
calcul. 

Soient 

les  équations  des  lignes  C  et  C,  déterminant  les  coordonnées  des 
points  communs  à  ces  deux  lignes  ;  on  peut  remplacer  ce  système 
d'équations  par  le  système  équivalent 

Lorsque  Aa  tend  vers  zéro,  le  premier  membre  de  la  deuxième 
des  relations  précédentes  a  pour  limite  la  dérivée  /"«i-c,  y,  «)  de  f 
par  rapport  à  a\  on  en  conclut  que  les  limites  des  points  communs  à 
C  et  C,  c'est-à-dire  les  points  caractéristiques  de  C,  sont  fournis 
parles  deux  équations 

(6)  f{x,y,a)r^O,  f'Jx,y,a)  =  0, 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  241,  on  déterminera  Téquation 
de  Venveloppe,  qui  est  le  lieu  de  ces  points,  en  éliminant  a  entre  les 
équations  (0)  ;  on  peut  aussi  résoudre  ces  équations  (6)  par  rapport  à  x 
et  à  y  ;  on  obtient  dans  ce  cas  les  coordonnées  des  points  de  l'enveloppe 
en  fonction  du  paramètre   a . 

245.  Nous  allons  vérifier  que  le  lieu  ainsi  trouvé,  que  nous  appel- 
lerons E,  est  bien  tangent  à  toutes  les  lignes  C,  et  touche  cha- 
cune d'elles  en  ses  points  caractéristiques  ;  cette  propriété  sera  la  jus- 
tification du  mot  enveloppe  appliqué  à  la  courbe    E. 

Soit  N  un  point  de  coordonnées  {x,y)  qui  est  le  caractéristique 
de  la  courbe  C  correspondant  à  la  valeur  fixe  a  du  paramètre; 
l'équation  de  la  tangente  en  ce  point  à  C  est,  comme  nous  l'avons 
vu  au  n**  214, 

(X- x)/-;-+-(Y  — 1/)/*;-0, 
a    étant  traité  comme  une  constante. 
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Cherchons  maiiiienant  la  tangente  à  la  courbe  E  au  point  N;  il 
fitut  supposer  cette  fois  que  l'on  tire  de  la  seconde  des  équations  (6;  la 
valeur  de  a  en  fonction  de  x  et  de  y  y  et  qu'on  la  porte  dans  la 
première  ;  on  calculera  alors  les  di^'rivées  du  premier  membre  de  celte 
équation  en  considérant  a  comme  fonction  des  variables  x  et  y\ 
on  obtiendra,  ainsi  pour  représenter  la  tangente  à  E  au  point  N 
Téquation 

(X  -  x)  (/;  -^  f'^a:,)  4-  (Y  -  y)  [f'y  4-  f'aa'y)  -  0  ; 

mais  fa  est  nul  par  suite  de  la  seconde  équation  (G)  ;  il  reste  donc 
la  même  relation  que  précédemment.  On  conclut  de  là  que  les  tan- 
gentes en    N    aux  lignes   C    et    E   sont  ccuifonrlues. 

2^0.  Remarque.  —  Considérons  pour  un  instant  la  première  des 
relations  (Oi  comme  une  équation  par  rapport  à  l'inconnue  a\  nous 
devons,  pour  trouver  l'équation  de  l'enveloppe,  éliminer  a  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée  ;  mais  cela  revient  à  exprimer  que  l'équa- 
tion aune  racine  double  [\V*  198j;  nous  en  concluons  que  l'on  obtient 
ré(|uation  do  l'enveloppe  d'une  ligne  C  en  exprimant  que  l'équa- 
tion de  cette  ligne  a  une  racine  double  par  rapport  au  paramètre. 
Cette  remarque  est  surtout  applicable  Iors(|ue  l'équation  renferme  le 
paramètre  dune  manière  algébricpie  au  second  degré. 

Exemple.  —  Cherchons  l'enveloppe  de  la  droite  représentée  par 
ré(|uation 

P 

u  —  mx  -h  -f—  , 

'^  2m 


où    m    est  un  paramètre  variable  ;  en  rendant  l'équation  entière,  elle 
s'écrit 

2m -X  — 2m y   \-p^0\ 

en  écri\ant    ((u'elle   a    une    racine  double,    on   obtient  ré({nation    de 
l'enveloppe;  elle  est 

y^  —  2px-^{}\ 

l'enNcloppe  est  une  parabole;  ré<|uation  donnée  représente,  lorsque    m 
varie,  les  tangentes  successives  à  cette  courbe. 
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247.  Caustique  par  réflexion.  —   Comme    autre   exemple,   cher- 
chons la  caustique  par  réflexion  des  rayons  lumineux  parallèles  entre 

eux  tombant  sur  un  miroir  sphérique 
concave.  Si  Ton  considère  seulement 
un  plan  de  section  passant  par  un 
diamètre  du  miroir  parallèle  aux 
rayons  lumineux,  et  les  ravons  situés 
dans  ce  plan,  on  est  ramené  au  pro- 
blème suivant  : 

Étant  donnée  une  demi-circon- 
férence   de    rayon     /•     ayant    pour 
centre    l'origine  [pq.   74 1,  à  chaque 
droite    \\\    parallèle  à    Oj*    et  ren- 
contrant   la    demi-circonférence    en 
B ,    on  fait  correspondre  une  droite 
BC    telle  que  le  rayon    OB   soit  la 
bissectrice  de  l'angle   ABC;    trouver 
Tenveloppe  de    BC. 
Soit   i  l'angle  d'incidence;  la  droite    BC   fait  avec   i)x  l'angle    2i, 
et  passe  par  le  point   B   de  coordonnées    (rcos/,    rsin/);    son  écjua- 
tion  est 

if  —  r  sin  «=  tg  2/(  j:  —  r  cos  i] , 

ou  bien,  en  multipliant  tous  les  termes  par   cos  2/', 


Fig.  14. 


(7) 


X  sin  2/  —  y  cos  2i  --^  r  sin  i . 


Pour  trouver  l'enveloppe,  on  forme  l'équation  dérivée  de  la  pré- 
cédente ;  c'est 

(  8  )  2j-  cos  2t  -f-  2y  sin  2/  -  -  r  cos  / . 

Les  équations  (7)  et  (8)  défînissent  l'enveloppe;  en  les  résolvant, 
on  a 

2^-  --  r(^2  sin  f  sin  2/  -f  cos  /  cos  2i]  —  r  cos  /(  1  h-  2  sin-  i\ 

2y  ^^  r{%\\\  2i cos  i  —  2  cos  2/ sin  i\  ■--  2r  sin''  / ; 

on  pourrait  éliminer   /    entre  ces  relations  si  l'on  voulait  l'équation  du 
lieu,  mais  il  est  préférable  de  laisser    x   et    //    exprimés  au  moyen  de  /'. 


326  APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES 

Lorsque  /--O,  on  trouve  x^=~,  y=^0,  c'est-à-dire  le  foyer  F 
du  miroir;  l'enveloppe  a  la  forme  indiquée  figure  74. 

248.  Cas  de  deux  paramètres.  —  Supposons  qu'une  ligne  C  dé- 
pende de  deux  paramètres    a   et    h  liés  par  une  relation  donnée  ;  soient 

(9)  f(x,y,a,b)  =  0 

l'équation  de  la  courbe,  et 

la  relation  entre  les  paramètres.  En  tirant  b  de  la  seconde  en  fonction 
de  rt,  et  portant  la  valeur  trouvée  dans  la  première,  il  ne  restera  plus 
dans  celle-ci  que  le  paramètre  a,  et  Ton  sera  ramené  au  cas  précé- 
dent ;  on  peut  cependant  se  dispenser  de  résoudre  la  deuxième  équa- 
tion par  rapport  à  ^ ,  et  conduire  les  calculs  d'une  manière  plus 
symétrique,  que  nous  allons  indiquer  : 

En  supposant  pour  un  moment  b  remplacé  dans  l'équation  (0) 
par  sa  valeur  en  fonction  de  a,  nous  devons  joindre  à  cette  équation 
sa  dérivée  par  rapport  à    n  ;    nous  avons  de  cette  façon 

mais    b  est  lié  à    a   par  l'équation  (10),  et  celle-ci  donne  par  dérivation 

si  nous  éliminons  -j-   entre  ces  relations,  nous  obtenons 

da 


(H 


r<._n 


h 


?a  ?6 


Il  suffit  d'éliminer  a  et  b  entre  les  équations  (9),  (10)  et  ri  1  ) 
pour  avoir  l'équation  de  l'enveloppe. 

Exemple.  —  Enveloppe  d'une  droite  qui  détermine  avec  les  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  un  triangle  de  surface  constante  égale  à  S. 

Si  a  et  b  sont  les  segmenis  déterminés  par  la  droite  considérée 
sur  les  axes,  celle  droite  a  pour  équation  (n*^  84) 

f\Xy  U,  a,  b)  rizz h  4-—  1  =^0; 
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la  condition  imposée  à  la  droite  s'exprime  par  la  relation 
La  relation  ill)  devient  ici 

-X  —  1/ 


a'  ir  X        y  . 

h  a  a        b 

l'élimination  de    n    et  de    b    entre  les  trois  relations  est  immédiate  ; 

X  u 

d'après  la  première,  —   et    j^    qui  doivent  être  épau.x,  ont  pour  valeur 

\f  '    d'où  l'on  a    a  —  '2xy       b  =^2y,       et  en  portant  ces  valeurs  dans 
la  seconde,  on  obtient  Téquation  de  l'enveloppe,  qui  est 

S. 

elle  représente  une  hyperbole  équilatcre  rapportée  à  ses  asymptotes 
(n*»  96). 
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249.  Centre  et  rayon  de  courbure.  —  Considérons  d'abord  un 
cercle  de  centre  C  et  de  rayon  R  et  sur  ce  cercle  un  arc  quelconque 
MM'  ;    les  normales  aux  extrémités  de  cet  arc  se  coupent  au  point  C; 

de  plus,  si  a  estTangle  formé 
par  ces  normales,  on  a 

lî  _  ftrc  MM^  . 
tt  —  1 

a 

nous  allons  généraliser  ces 
notions  dans  le  cas  d'une 
courbe  quelconque. 

Soit  ifig.  75)  M  un 
point  d'une  courbe  et  MN 
la  normale  en  ce  point  ;  con- 
sidérons un  point  M'  voisin 
du  premier  et  la  normale  en 
ce  point  M';  elle  coupe  la 
première  en  un  point  N. 
Si  l'on  fait  tendre  M'  vers  M,  le  point  N  tend  vers  une  position 
limite  C  que  Ion  appelle  centre  de  courbure  de  la  com'be  au  point  M, 
et  CM  est  appelé  rayon  de  courbure.  Nous  allons  déterminer  la  posi- 
tion du  point  C,  et  nous  démontrerons  ensuite  que  le  rayon  de  cour- 
hure  est  égal  à  la  limite  du  rapport  de  Tare  MM'  à  Tangle  MNM'  des 
deux  normales. 

Le  problème  de  la  détermination  du  point    C   est  identique  à  celui 


Kig.  15. 
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que  l'on  a  à  résoudre  lorsque  l'on  cherche  Tenveloppe  des  normales  suc- 
cessives à  la  courhe  donnée  ;  le  point  C  est  en  effet  la  limite  du  point 
de  rencontre  de  MN  avec  la  normale  infiniment  voisine,  et  c'est  le 
point  de  contact  de    MN   avec  son  enveloppe. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  chapitre  précédent,  il  est 
donné  par  l'équation  de  la  normale  et  par  la  dérivée  de  cette  équation 
par  rapport  au  paramètre  variable  qu'elle  renferme  ;  ce  paramètre  est 
ici  la  quantité  au  moyen  de  laquelle  s'expriment  les  coordonnées  x  et  y 
des  points  successifs  de  là  courbe  donnée. 

L'équation  de  la  normale  (n°  21  o)  est 

\  1 1  (X  —  x]djc  -4  (Y  —  if)dy  =  0  ; 

annulons  la  dérivée  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  différentielle  du 
premier  membre  en  considérant  x  et  y  comme  fonctions  d'un  même 
paramètre  ;  nous  obtenons  de  cette  façon 

1 2 )  ( X  —  xul'x  -h  (Y  —  y)d'y  —  dx^  —  dy'- =  0 . 

Il  suffit  de  résoudre  ces  deux  équations  par  rapport  à  X  et  Y' 
pour  trouver  les  coordonnées  de   C  ;    nous  obtenons  ainsi  les  formules 

f3)        X      X--        àyjdx^'^dyh  ^  dxjdx'-hdy') 

dx  d-y  —  dy  d-x  '  ^       dx  dhj  —  dy  d-x 

Le  rayon   de    courbure,  que  nous   appellerons     R,     est   égal   à 


v'(X  —  x)^-|-(Y  —  y)^,   et  sa  valeur  est 

3 

dx  d^y  —  dy  d'^x 

le  signe  -h  ou   —    étant  choisi  de  telle  façon  que  le  second  membre 
ait  une  valeur  positive. 

Si  X  est  la  variable  indépendante  et  y  une  fonction  donnée  de  x, 
on  peut  introduire  dans  les  équations  (3)  et  (4)  les  dérivées  de  y,  en 
posant  dy=y'dx,  d^y  =  y'dx-  et  d^x  —  0\  on  a  ainsi  les  for- 
mules simples 


3_ 

'2,2 


.y  .y  y 

250.  Nous  allons  démontrer  que  H   est  égal  à  la  limite  du  rapport 
de  l'arc    MM'    à  l'angle    MiNM'    des  deux  normales;  remarquons  que 
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cet  angle  est  égal  à  Tangle  dos  deux  tangentes  eu  M  et  M'.  Si  nous 
désignons  par  x  l'angle  de  la  tangente  en  M  avec  Ox,  et  par 
a-f-  Aa  l'angle  de  la  tangente  en  M'    avec  le  même  axe,  Tanglc    MNM' 

est  égal  à  la  valeur  absolue  de    Aa.    En  désignant  par  A,?   l'arc    MM', 

A« 
nous  avons  à  démontrer  que    H    est  la  limite  du  rapport  .    c'esl- 

k-dire  est  égal  fi  la  valeur  absolue  du  (luotient  -—  des  diiïérentielles 
de    .s    et  de   a . 

Or  nous  avons  déjà  m''  101 1  du—  ydx-  f  dy'^  ;  il  nous  reste  à 
évaluer  f/a.  Nous  savons  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente   MT   est  égal  à    -—-,    et  a  pour  valeur   tga;    nous  avons  donc 


arc  Ig  -- 


d'où,  en  diderentiant. 


.  1  dx  d-y  —  dy  d^x       dxd'^y  —  dy  d^x 

nous  avons  par  suite     "~   -   .^  f, ,-,,-  >    ^1  la  valeur  absolue  de 

r/a        dx  d'y  —  dy  d'-x 

cette  quantité  est  bien  identique  à    R. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  qu'un  pelit  arc  d'une  courbe  pris  dans  le 
voisinage  d'un  de  ses  points  M  diflere  peu  d'un  petit  arc  du  cercle 
ayant  pour  centre  le  rayon  de  courbure  et  pour  rayon  le  rayon  de  cour- 
bure en  ce  point.  Ce  cercle  s'appelle  cercle  de  courbure  et  quelquefois 
cercle  osculaleur  au  point   M.    On  appelle  courbure  en  un  point  l'in- 


verse  du  ravon  de  courbure,  c'est-à-dire  la  valeur  absolue  de 


ds 


251.  Développée.  —  Le  lieu  des  cenlres  de  courbure  d'une  courbe 
plane  s'appelle  la  dé\eloppée  de  cette  courbe  ;  cette  ligne  n'est  autre 
(|ue  renveloppe  des  normales,  et  chaque  normale  est  tangente  à  la 
développée  précisément  au  centre  de  courbure. 

La  développée  est  définie  par  les  éijuations  (1)  et  (2i,  ou  encore 
par  les  écpiations  ;3i  qui  •déterminent  les  coordonnées  (X,  Yi  de  ses 
points  successifs.  Toute  courbe  (|ui  a  pour  développée  une  courbe  don- 
née s'appelle  une  développante  de  cette  courbe. 


1 


r" 
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Exemple,  —  Développée  de  V ellipse.  —  Nous  savons  que  les  coor- 
données d'un  point  M  de  Tellipse  sont  exprimées  au  moyen  du  para- 
mètre angulaire   cp    par  les  formules 

X  =za  cos  (p ,  ly  —  6  sin  '^ . 

L'équation  de  la  normale  est,  d'après  la  formule  (1  ), 

—  (X  —  a  cos  (p w  sin  9  -f^  (Y  —  h  sin  ^)6  cos  cp  ~  0, 

ou  bien,  en  représentant  par  c^  la  quantité  a-  —  6^, 

a\  sin  ^  —  6Y  cos  9  =  c'^  sin  sp  cos  9  ; 

sa  dérivée  par  rapport  à  9  est 

a\  cos  9  -\-  b\  sin  9  =  c*(ros^  9  —  sin"^  91  ; 

on  déduit  de  là,  en  résolvant  les  deux  dernières  é(|uations,  les  coordon- 
nées du  centre  de  courbure  ;  elles  sont 


X  =  —  cos-^  9 , 


a 


Y  — ;-  sin^  9 . 

o 


En  faisant  varier  9   de  0   à  2:: ,   on  obtient  tous  les  points  de  la 

développée  de  l'ellipse  ;  quant  à 
l'équation  de  cette  courbe,  elle 
résulte  de  l'élimination  de  9  entre 
les  formules  précédentes  ;  en  écri- 
vant que  cos-  9  -h  sin-  9  —  1 ,  on  a 


.2 


2^ 


1. 


La  courbe  a  la  forme  indi- 
quée dans  la  figvu'e  76  ;  elle  a 
quatre  points  de  rebroussement 
situés  sur  les  axes,  et  ces  points 
sont  les  centres  de  courbure  rela- 
^^^-  '^-  tifs  aux  quatre  sommets. 

Les  tangentes  à  la  développée 
menées  par  un  point  du  plan  sont  les  normales  à  Tellipse  issues  de  ce 
point;  si  celui-ci  est  intérieur  à  la  développée,  on  peut  tracer  quatre 
normales  réelles,  et  s'il  est  extérieur,  on  ne  peut  en  tracer  (|ue  deux. 
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252.  Tangente  en  un  point  d*iino  courbe  de  Tespace.  —  Comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  la  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  est  la 
limite  des  positions  d'une  sécante  passant  par  ce  point  et  par  un  point 
voisin  M'  situé  sur  la  courbe  lorsque  ce  point  M'  se  rapproche  indéfi- 
niment du  premier.  Soient,  en  coordonnées  cartésiennes,  x,  y,  z  les 
coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe;  nous  supposons  que  ce  sont 
des  fonctions  d'un  même  paramètre:  soient  x-\-lx,  ^-f-Ay,  j:-i-As 
celles  du  point  voisin  M'  ;  en  raisonnant  comme  au  n**  213,  nous  avons 
pour  représenter  la  sécante    MM'   les  é(|uations 

X  —  X       Y  —  y       Z  —  z 
Aj-  Ay  Az     ' 

la  limite  de  cette  droite,  c'est-à-dire  la  tangente,  sera  représentée  par 
les  équations  obtenues  en  remplaçant  les  quantités  infiniment  petites 
parleurs  difrérentielles,  comme  nous  l'avons  expliqué  au  n**  160;  les 
équations  de  la  tangente  sont  par  suite 

dx  dy  flz 

Si  l'on  égale  ces  rapports  deux  à  deux,  on  obtient  les  équations  des 
projections  de  la  tangente  sur  les  plans  de  coordonnées  ;  mais  ces  équa- 
tions sont  précisément  celles  que  l'on  obtiendrait  en  cherchant  les  tan- 
gentes aux  projections  de  la  courbe  sur  ces  plans  (n°  213,  équation  {3)); 
nous  concluons  de  là  que  la  projeclion  sur  un  plan  de  coordonnées  de 
la  tangente  à  une  courbe  de  V espace  est  tangente  à  la  projection  de 
cette  courbe. 
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Cette  propriété  s'étend  à  la  projection  sur  un  plan  quelconque  ;  il 
;t  facile  du  reste  de  la  démontrer  géométriquement. 

Comme  exemple,  considérons  la  courbe  définie  par  les  équations 


x  =:  R  cos  0 ,  y  =  ^  sin  0 , 


/fO, 


0    est  un  paramètre  variable;  pour  construire  le   point  de  cette 

courbe  correspondant  à  une  valeur  de 
ce  paramètre,  on  prend  sur  le  cercle 
de  centre  0  et  de  rayon  R  tracé 
dans  le  plan  des  xy  un  point  P  tel 
que  [Ox,  OP)— Ô  (/z-y.  77),  et  sur  la 
parallèle  à  i)z  tracée  par  P  une 
cote  (PM  )  —  A*0.  On  voit  que  cette  cote 
est  proportionnelle  à  l'arc  AP  du  cercle  ; 
la  courbe  lieu  du  point  M  est  une 
hélice  tracée  sur  le  cylindre  de  révolu- 
tion  de  rayon  R  ayant  pour  a\e  Oz. 
LesdifTérenliollesde  x,  y,  z  sont 

(Ix  —  —  R  sin  û  (K) ,       ily  -r^  R  cos  6  Jô, 

dz  —  kd)\ 


0 


X 


Fig.  77. 


en  les  portant  dans  les  équations  (1) 
.et  supprimant  le  facteur  commim  c/0,  on  a,  pour  représenter  la  tan- 
gente en  un  point,  les  équations 


X  —  R  cos  0 
—  R  sin  0 


R  sin  0        Z  —  A'O 


U  cos  0 


paramètres  directeurs  de    cette    tangente   sont      — RsinO, 
k\      ceux  de  Taxe  des  z  sont   0,0,  1  :   en  employant  la  for- 
n°    105  donnant  Tangie  de  deux  droites,  nous  voyons  que 
V  de  la  tangente  et  de  Taxe  des    z    est  donné  par 


cos  V  - — ---  -  -    ; 
v/R--f  A- 

cette  formule  montre  que  l'angle     V    est  constant;   nous  avons  par 
suite  ce  théorème  ; 
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La  tangente  en  un  point  d'une  hélice  fait  un  angle  constant  avec 
la  génératrice  du  cylindre  passant  par  ce  point. 

253.  Plan  normal.  —  Le  plan  mené  par  un  point  d'une  courbe 
perpendiculairement  à  la  tangente  s'appelle  plan  normal  ;  il  a  pour 
é(iuation 

(X  —  x)dx  -f-  (Y  —  y)dy  -f-  (Z  —  z)dz  =  0 . 

254.  Cas  de  rinierseclion  de  deux  surfaces.  —  Supposons  que  la 
courbe  soit  représentée  par  deux  équations, 

fia-,  y,  5).^0,  ?(-r,,v^  -)^0;- 

en  les  difîérenliant,  on  a 

C   f;,dx-hf;dy-hf-dz  =  0. 

[2)  ]  '    ' 

(   (^xdx-h  tpv  dy  -f-  ^z  dz  =  0  ; 

ces  équations  donnent  des  valeurs  proportionnelles  à  dx,  dy  et  dz, 
et  en  les  portant  dans  les  relations  (i),on  obtient  les  équations  de  la 
tangente;  mais  il  est  plus  simple  de  remplacer  dans  les  équations  (2; 
(/x,  dy  et  dz  par  les  valeurs  proportionnelles  tirées  des  relations  (h  ; 
on  trouve  ainsi  pour  représenter  la  tangente  les  deux  équations 

(3)  (X-x)/^-f- (Y -i/)/;  +  (Z -;:)/•: -0, 

(4j  (X  —  x)(p;  H-  (Y  —  i/jcf,;  -H  (  Z  —  5)©;  ^0. 

255.  Plan  tangent  à  une  surface.  —  Théorème.  —  En  un  point 
M  d'une  surface,  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  passant  par  ce  point 
et  tracées  sur  la  surface  sont  situées  dans  un  même  plan,  que  l'on 
appelle  plan  tangent  à  la  surface  au  point    M. 

Soit  f[Xy  y,  z}  —  {)  l'équation  de  la  surface  donnée;  une  quel- 
conque des  courbes  passant  par  le  point  M,  et  tracée  sur  la  sur- 
face peut  être  considérée  comme  Tintersection  de  cette  surface  et 
d'une  autre,  représentée  par  exemple  par  réquation  <p(x,  y,  5)  —  0. 
La  tangente  en  M  à  cette  courbe  est  donnée  par  les  équations  (3)  et 
'4);  elle  est  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  représentés  par  ces 
équations  ;  le  premier  de  ces  plans  ne  dépend  cjue  de  la  surface  donnée 
et  est  fixe  quelle  que  soit  la  courbe  considérée  passant  par  M;  il  contient 
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(lôs  lors  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  passant  par  M ,  et  c'est  le 
plan  tangent  en  ce  point  à  la  surface. 

11  résulte  de  là  que  Téquation  du  plan  tangent  en  un  point  d'une 
surface   [[x,  y,  z)  =  0   est 

(5)  {\-^x)f:,-h[\'—y)f;-h[Z  —  z)f:^(). 

Le  raisonnement  serait  en  défaut  si  /"x,  f'y,  f[  étaient  tous  les 
trois  nuls;  on  dit  dans  ce  casque  le  point  M  est  un  point  multiple 
ou  singulier  de  la  surface.  Des  considérations  analogues  à  celles  du 
11°  219  s\ippliqueraient  à  Tétude  d'une  surface  aux  environs  d'un  point 
singulier  :  nous  mentionnerons  seulement  ce  fait  que  les  tangentes 
au\  courbes  qui  passent  en  un  tel  point  forment  en  général  un  cône; 
par  exemple  le  sommet  d'un  cône  est  un  point  singulier,  et  les  tan- 
gentes sont  les  génératrices  de  ce  cône. 

Remarques.  —  Un  plan  est  déterminé  par  deux  droites  qui  se 
coupent;  nous  en  concluons  que  le  plan  tangent  en  un  point  M  d'une 
surface  est  déterminé  par  les  tangentes  à  deux  courbes  tracées  par  le 
l>oint  sur  la  surface,  pourvu  que  ces  tangentes  soient  distinctes.  En 
particulier,  s'il  existe  une  droite  passant  par  M  et  située  tout  entière 
sur  la  surface,  elle  est  à  elle-même  sa  propre  tangente  et  elle  est  con- 
tenue dans  le  plan  tangent. 

Si  une  ligne  est  l'intersection  de  deux  surfaces,  la  tangente  en  un 
point  de  celte  ligne  est  contenue  à  la  fois  dans  les  plans  tangents  en 
ce  point  aux  deux  surfaces,  elle  est  par  suite  rintersection  de  ces 
plans  tangents.  C'est  ce  que  montrent  du  reste  les  équations  (M  et  (4) 
d\\  n°  précédent  ;  elles  représentent  les  plans  tangents  aux  deuv  surfaces 
f\x^  y,  z)  —  0,  cpi.r,  î/,  z)  =  0,  dont  la  ligne  considérée  esl  l'intersection. 

256.  Si  dans  l'équation  d'une  surface    f{x,  i/,  z\    -0   on  remplace 

JT,  v»  2    pfii'    —  •>    -- •>    "-     et  qu'on  chasse  s'il  n   a  lieu  les  dénomina- 

teurs,  on  obtient  une  équation  fix,  y,  s,  /i  -  0  qui  est  homogène; 
un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n"  21  i  montre  (|ue  l'on  peut 
remplacer  dans  l'équation  u))  la  quantité  xfj,  t- «//"y  f  c/î  par  — /*,', 
ft  étant  la  dérivée  par  rapport  à  /  dans  la(|uelle  on  fait  ensuite 
/  ^^  i .    L'équation  du  plan  tangent  se  met  alors  sous  la  forme 


\ 


^^,  ^^PPUCATIOSS   GÉOMÉTRIQUES 

Considérons  pnr  exemple  l'ellipsoïde  représenté  par  Téquation 


.r^ 


a 


y 


b^ 


^l 


o2 


i  =-0; 


celte  équation  rendue  homogène  devient 


a 


7/2 


-^•?v-f-^-<*-o, 


et  Ton  a 


2x 
ï X    -  -^y 


a 


r- 


2z 


fi^-2l; 


en  faisant  dans  ces  dérivées  / 
dans  Téquation  (0)  et  divisant  par 
plan  tangent 

\x       Y  y 


-  1 ,     portant  les  valeurs  trouvées 
2,    on  obtient  pour  réqualion  du 


a^ 


b' 


7" 


c- 


—  i    =rO. 


257.  Plans  tangents  passant  par  un  point.  —  Cherchons  les  plans 
tangents  à  une  surface  fix,  y,  z)  -  0  issus  d'un  point  Mo  (xq,  yo,  Zq\ 
comme  au  n°  217,  nous  voyons  que  ces  plans  sont  complètement  dé- 
terminés dès  que  Ton  connaît  leurs  points  de  contact;  les  coordonnées 
X,  y,  z  d'un  de  ces  points  doivent  satisfiûre  d'une  part  à  l'équation 
de  la  surface,  et  d'autre  part  à  la  condition  que  le  plan  tangent  passe 
par  le  point  Mol  si  Ton  prend  l'équation  du  plan  tangent  sous  la 
forme  lO),  cette  dernière  condition  s'écrit 


(") 


•ï'</i  -i  -  yofy     I     !^ofz  -hf'i-^O. 


Cette  équation  et  celle  de  la  surface  déterminent  les  coordonnées 
Xy  y  y  z    des  points  de  contact  cherchés. 

L'équation  (7)  représente,  lorsqu'on  y  considère  j:,  i/,  z  comme 
coordonnées  courantes,  une  surface  que  l'on  appelle /?o/aire  du  point  M 
par  rapport  à  la  surface  donnée  ;  les  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une 
ligne  et  tous  les  points  de  cette  ligne  sont  les  points  de  contact  de  plans 
tangents  répondant  à  la  question.  Tous  ces  plans  tangents  enveloppent 
un  cône  de  sommet  M  circonscrit  à  la  surface  le  long  de  la  ligne 
précédente. 

Lors(iue  la  surface  donnée  est  du  second  ordre,  la  polaire  d'un 


--  " 
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point  est  un  plan  que  Ton  appelle  plan  polaire  de  ce  point  par  rap- 
port à  la  surface  ;  il  coupe  celle-ci  suivant  une  courbe  plane  qui  est 
une  conique  ;  les  plans  tangents  à  la  quadrique  issus  du  point  enve- 
loppent le  cône  circonscrit  à  cette  surface  le  long  de  la  conique  pré- 
cédente et  ce  cône  circonscrit  est  du  second  ordre. 

258.  Normale  à  une  surface.  —  La  normale  en  un  point  {x,  y,  z) 
d'une  surface  est  la  perpendiculaire  au  plan  tangent  en  ce  point;  ses 
équations  sont 

X  —  X  _  Y  —  y  _  Z  —  z 

par  exemple,  la  normale  en  un  point  d'un  ellipsoïde  a  pour  équations 


X  —  X 

v-.y 

z       z 

X 

«2 

y 
7/^ 

z 

VoGT.  —  Math.  sup.  22 


n 


CHAPITRE  VII 


GÉNÉRATION  DE  SURFACES.  -  ENVELOPPES 


259.  Génération  de  surfaces.  —  Le  lieu  des  points  satisfaisant  à 
une  condition  donnée  est  une  surface  ;  un  procédé  général  pour  trouver 
l'équation  de  cette  surface  consiste  à  traduire  la  condition  par  une  rela- 
tion entre  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  ;  c'est  ainsi  qu'on  trouve 
l'équation  de  la  sphère  en  écrivant  que  la  distance  de  l'un  de  ses  points 
au  centre  est  égale  au  rayon. 

Pour  donner  un  autre  exemple,  nous  allons  chercher  l'équation 
d'un  cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  l'origine  0,  pour  demi- 
angle  au  sommet  un  angle  donné  V  et  pour  axe  une  droite  faisant 
avec  les  axes  de  coordonnées  des  angles  donnés  égaux  à   a,  p,  y. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  surface,  soient  x,y^  z  ses 
coordonnées  et  p  le  segment  CM  ;  en  évaluant,  comme  nous  l'avons 
fait  au  numéro  73,  la  projection  de  OM  sur  l'axe  du  cône,  nous  obte- 
nons la  relation 

p  cos  V  =  X  cos  a  -f-  3/  cos  ^-\-z  cos  y  ; 

en  élevant  au  carré  les  deux  membres  et  remplaçant  p^  par  x*^- y  ^ -h  s*, 
nous  avons  l'équation  cherchée  qui  est 

[x^  -H  J/^  H-  -^)  cos*  V  =  [x  cos  a  -f-  .y  cos  p  -f-  z  cos  y)*. 

Le  lieu  des  points  satisfaisant  à  deux  conditions  est  une  ligne  ;  en 
exprimant  séparément  les  deux  conditions,  on  a  les  équations  de  deux 
surfaces  dont  l'intersection  est  le  lieu  cherché.  Nous  ne  nous  occupe- 
rons dans  ce  qui  suit  que  du  cas  des  surfaces. 
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260.  Un  procédé  très  général  de  génération  d'une  surface  consiste 
à  définir  cette  surface  comme  le  lieu  des  positions  successives  d'une 
ligne  variable  qui  se  déplace  en  changeant  ou  non  déforme  suivant  une 
loi  donnée.  Par  exemple,  on  considère  une  surface  conique  comme  en- 
gendrée par  une  droite  passant  par  un  point  fixe,  le  sommet  de  la  sur- 
face, et  s'appuyant  sur  une  ligne  ou  une  surface  fixes.  De  même,  on 
considère  une  surface  cylindrique  comme  engendrée  par  une  droite  qui 
reste  parallèle  à  une  direction  fixe  et  s'appuie  sur  une  ligne  ou  une 
surface  fixes.  Dans  tous  les  cas,  la  ligne  mobile  s'appelle  génératrice 
et  les  lignes  fixes  qu'elle  est  assujettie  à  rencontrer  s'appellent  direc- 
trices. 

Une  génératrice  de  la  surface  est  ordinairement  représentée  par 
deux  équations  renfermant  un  paramètre  variable,  de  la  forme 

f(x,  y,  z,a)r^O,  (p(x,  y,  z,a)  =  0, 

a  étant  le  paramètre  ;  à  chaque  valeur  de  a  correspond  une  position 
de  la  ligne  mobile.  Par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n°  241, 
on  démontre  que  Ton  obtient  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  la 
ligne  génératrice  en  éliminant  a  entre  les  deux  équations  de  cette 
ligne. 

Exemple,  —  Les  deux  équations 

y  =:  ax,  z  =  a 

représentent  une  droite  parallèle  au  plan  des  xy  et  s'appuyant  sur 
Taxe  des  z  ;  lorsque  a  varie,  cette  droite  se  déplace  et  engendre  une 
surface  dont  on  forme  Téquation  en  éliminant  a  entre  les  deux  rela- 
tions précédentes  ;  on  obtient  ainsi  l'équation  y  =  xz^  qui  représente 
une  surface  du  second  ordre. 

Il  peut  arriver,  comme  au  n°  243,  que  les  équations  de  la  géné- 
ratrice renferment  deux  paramètres  liés  par  une  relation  ;  on  forme 
encore  l'équation  de  la  surface  en  éliminant  les  deux  paramètres  entre 
les  trois  relations. 

On  définit  quelquefois  la  ligne  génératrice  en  donnant  les  expres- 
sions des  coordonnées  d'un  point  de  cette  ligne  au  moyen  d'un  premier 
paramètre  ;  désignons-le  par  u  ;  lorsque  u  varie,  on  obtient  les 
points  successifs  de  la  génératrice.  Les  expressions  des  coordonnées 
renferment  en  outre  un  deuxième  paramètre  que  nous  appellerons    r;    à 
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chaque  valeur  de  v  correspond  alors  une  position  de  la  génératrice  ; 
de  cette  façon,  on  a,  pour  représenter  les  coordonnées  des  points  suc- 
cessifs de  la  surface  engendrée  par  la  ligne,  des  expressions  renfermant 
deux  paramètres,  de  la  forme 

x  =  f{u,v),  y^^{u,v),  z  =  '^{u,v), 

261.  Surfaces  réglées.  —  On  appelle  surfaces  réglées  celles  qui 
sont  engendrées  par  le  déplacement  d'une  droite  mobile.  En  général, 
on  suppose  que  les  équations  de  la  génératrice  sont  mises  sous  la  forme 

X  =  az  -\-p,  y  =  bz-\-q, 

et  que  les  quatre  coefficients  a,  b,  p,  q  sont  des  fonctions  d'un  même 
paramètre  t  ;  lorsque  t  varie,  on  obtient  les  droites  successives  de 
la  surface  ;  on  forme  Téquation  de  cette  surface  en  éliminant  /  entre 
les  équations  de  la  génératrice. 

Parmi  les  surfaces  réglées,  nous  mentionnerons  : 
1°  les  surfaces  cylindriques;  on  a  vu  au  n**  101  que  si  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  Taxe    Oz^    Téquation  d'un  cylindre  est  de  la 
forme 

f{^>  y)  =  0, 

elle  ne  renferme  pas  z  et  est  identique  à  Téquation  de  la  trace  de  la 
surface  sur  le  plan   xOy. 

Le  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface  précédente  est  représenté 
par  l'équation  (5)  du  n°  255  ;  comme    /V    est  nul,  elle  se  réduit  à 

(X-x)/-^  +  (Y-j/)/-;  =  0; 

on  voit  qu'elle  ne  dépend  pas  de  Z  ni  de  z  ;  elle  représente  un  plan 
parallèle  à  Oz  et  par  suite  passant  par  la  génératrice  du  point  de  con- 
tact ;  de  plus,  ce  plan  reste  le  même  lorsque  l'on  fait  varier  le  point  de 
contact  sur  cette  génératrice;  on  en  conclut  que  le  plan  tangent  en 
nn  point  (Tun  cylindre  contient  la  génératrice  de  ce  point  et  est  le 
même  pour  tous  les  points  de  cette  génératrice  ; 

2°  Les  surfaces  coniques  ;  si  l'on  prend  l'origine  au  sommet  du 
cône,  l'équation  de  la  surface  est  homogène  par  rapport  à  x,  y^  z. 
En  effet,  une  génératrice  est  représentée  par  des  équations  telles  que 

(1)  x  =  az,  y  =  bz; 
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les  paramètres  a  et  6  sont  liés  par  une  relation  que  Ton  obtient  ordi- 
nairement en  écrivant  que  la  génératrice  s'appuie  constamment  sur  la 
directrice  ;  si  9(0,  6)  =  0  est  cette  relation,  et  si  Ton  y  remplace  a 
et  b  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i),  on  obtient  Téquation 
de  la  surface  ;  elle  est 


9 


(£,|)  =  0; 


le  premier  membre  est  bien  homogène  par  rapport  à     x,  y,  z,  et  il 
conserve  cette   propriété  lorsqu'on  chasse    les    dénominateurs.   Nous 
avons  démontré  au  n°  107  la  réciproque  de  la  proposition  précédente. 
Soit  en  général 

une  équation  homogène  représentant  un  cône  et  m  le  degré  d'homo- 
généité ;  réquation  du  plan  tangent  en  un  point  est  donnée  par  la  for- 
mule (5)  du  n**  255  ;  d'après  la  formule  d'Euler  sur  les  fonctions  homo- 
gènes (n**  172),  on  a 

^/"x  +  yf'y  H-  ^f'z  =  ^f[^y  y  y  ^). 

et  le  second  membre  de  cette  relation  est  nul,  puisque  le  point  (a:,  y,  z) 
est  sur  la  surface  ;  l'équation  du  plan  tangent  se  réduit  alors  à 

x/'x-f-Y/-;4-z/-:  =  o. 

On  voit  que  le  plan  tangent  passe  par  l'origine  ;  il  contient  par 
conséquent  la  génératrice  du  point  de  contact  {x,  y,  z)  ;  de  plus  /x, 
fy  et  f'z  étant  des  fonctions  homogènes  comme  /*,  l'équation  précé- 
dente ne  change  pas  si  Ton  remplace  x,  y,  z  par  des  expressions  de 
la  forme  A*x,  ky,  kz,  c'est-à-dire  si  l'on  remplace  le  point  de  contact 
(X,  y,  z)  par  un  autre  situé  sur  la  même  génératrice  ;  on  conclut 
de  là  que  le  plan  tangenl  en  un  point  d'un  cône  contient  la  gé- 
nératrice de  ce  point  et  est  le  même  pour  tous  les  points  de  celle  gé- 
nératrice. 

3°  Les  surfaces  conoîdes  ;  on  appelle  ainsi  les  surfaces  engendrées 
par  une  droite  restant  parallèle  à  un  plan  fixe  appelé  plan  directeur,  en 
s'appuyant  sur  une  droite  fixe  appelée  directrice  rectiligne  et  sur  une 
autre  ligne  droite  ou  courbe. 

On  démontre  en  particulier  qu'une  droite  restant  parallèle  à  un 
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plan  directeur  et  s'appuyant  sur  deux  directrices  rectilignes  engendre 
une  surface  du  second  ordre  qui  est  un  paraboloïde  hyperbolique.  Une 
droite  qui  se  déplace  en  s'appuyant  sur  trois  directrices  rectilignes  en- 
gendre une  surface  du  second  ordre  qui  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Remarque.  —  Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  réglée 
contient  la  génératrice  du  point  de  contact,  comme  nous  l'avons  remar- 
qué au  n°  255  ;  en  général  il  varie  lorsque  le  point  de  contact  se  déplace 
sur  la  génératrice. 

Si  une  surface  réglée  possède  la  propriété  que  le  plan  tangent 
reste  le  même  en  tous  les  points  d'une  génératrice  quelconque,  on  dit 
qu'elle  est  une  surface  développahle  \  elle  possède  la  propriété,  que  nous 
ne  démontrerons  pas,  de  pouvoir  être  étalée  sur  un  plan  sans  déchirure 
ni  duplicature. 

Le  cône  et  le  cylindre  sont  des  surfaces  développables,  comme  nous 
l'avons  démontré. 

262.  Surfaces  de  révolulloii.  —  Une  surface  de  révolution  est 
obtenue  en  faisant  tourner  une  ligne  plane  ou  gauche  autour  d'une 
droite  ^we,  que  l'on  appelle  axe  de  la  surface;  dans  ce  mouvement,  tout 
point  de  la  ligne  mobile  décrit  une  circonférence  dont  le  centre  est  sur 
Taxe  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  ;  une  telle  circonférence 
s'appelle  un  parallèle  de  la  surface;  les  sections  par  des  plans  passant 
par  Taxe  sont  des  lignes  égales  entre  elles  et  sont  désignées  sous  le 
nom  de  méridiens. 

Au  lieu  de  considérer  la  surface  comme  le  lieu  des  positions  succès- 
sives  d'une  ligne  invariable  de  forme  tournant  autour  de  l'axe,  on  peut 
encore  la  regarder  comme  engendrée  par  une  circonférence  va- 
riable de  grandeur  et  de  position,  dont  le  centre  est  sur  Taxe,  le  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  et  assujettie  de  plus  à  s'appuyer  sur  une  ligne 
donnée;  cette  manière  d'envisager  la  surface  est  souvent  employée 
pour  former  son  équation. 

Nous  supposerons  que  Ton  prend  comme  axe  des  z  l'axe  de  la 
surface  de  révolution,  et  que  l'on  donne  l'équation  d'un  méridien  de 
celte  surface  dans  un  plan  que  nous  prendrons  comme  plan  des  xz  ; 
soit,  dans  ce  plan, 

(2)  /•(■r,=)-0 


J 
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réquaiion  de  la  courbe  méridienne,  et  soient  (xq,  zq)  les  coordonnées 
d'un  point  de  cette  courbe.  Dans  le  plan  de  cote  zq  existe  un  parallèle 
de  la  surface  dont  le  rayon  est   Xq  ,   et  dont  les  équations  sont 

en  écrivant  que  x^  et  z^  satisfont  à  Téquation  (2),  on  a  Téquation  de 
la  surface,  qui  est 


(3)  f{^x^-hy\z)  =  0; 


on  voit  qu'on  l'obtient  simplement  en  remplaçant    x    par    ^x^  -\-  y^ 
dans  Téquation  de  la  méridienne  donnée  dans  le  plan  des  xz . 

Nous  allons  démontrer  géométriquement  la  propriété  fondamentale 
du  plan  tangent  et  de  la  normale  à  une  surface  de  révolution.  Le  plan 

tangent  en  un  point    M    d'une  telle  surface 

{fîg,  78)  est  déterminé  par  la  tangente    MT 

au  parallèle  et  par  la  tangente    MS    au  mé- 

.  ridien  du  point  M  ;    cette  dernière  rencontre 

V"*>v.  l'axe  de  la  surface  en  un  certain  point   S . 

\\      \  La  normale  à  la  surface  en   M    est  per- 

\\     y'^  pendiculaire  au  plan  tangent,  en  particulier 

-^^^  à  la  droite   MT;    elle  est  donc  contenue  dans 

^   \  le  même  plan  que  le  rayon  MO    du  parallèle 

y  et  que  l'axe  de  révolution,  qui  sont  tous 

deux  perpendiculaires  à   MT;  on  en  conclut 

que  la  normale  va  rencontrer  l'axe  ;  soit    N 

^'  le  point  de  rencontre.  Faisons  tourner  autour 

de  l'axe  la  figure  formée  par  le  méridien  du 
point  M ,  les  tangentes  MT  et  MS  et  la  normale.  MN  ;  dans  ses 
différentes  positions,  le  plan  SMT  reste  tangent  à  la  surface  et  il 
passe  toujours  par  S;  de  même,  la  droite  MN  reste  normale  à  la 
surface  et  passe  toujours  par  N;    on  en  conclut  ce  théorcine  : 

Les  plans  tangents  à  une  surface  de  révolution  en  tous  les  points 
d'un  parallèle  rencontrent  l'axe  en  un  même  poini,  et  il  en  est  de 
même  des  normales, 

263.  Exemples.  —  Comme  exemples  de  surfaces  de  révolution, 
nous  mentionnerons: 


1 
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1°  L'ellipsoïde  de  révolution,  engendré  par  la  révolution  d'une 
ellipse  autour  de  Tun  de  ses  axes  ;  Tellipsoïde  est  allongé  ou  aplati  sui- 
vant que  Taxe  de  révolution  est  le  grand  axe  ou  le  petit  axe  ;  si  Ton  sup- 
pose comme  précédemment  que  Taxe  de  révolution  est  Taxe  des  z, 
Téquation  de  la  surface  est  de  la  forme 

£1+11+4-1=0. 

2''  L'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  engendré  par  la  révo- 
lution d'une  hyperbole  autour  de  son  axe  non  transverse;  l'équalion 
de  la  surface  est  de  la  fonne 

On  peut  vérifier  que  si  l'on  fait  tourner  autour  de  l'axe  des  s  la 
droite  représentée  par  les  équations 

X        z 

•^         ^  a       c 

elle  engendre  précisément  la  surface  précédente  ;  on  en  conclut  que  la 
surface  engendrée  par  une  droite  tournant  autour  d'un  axe  qu'elle  ne 
rencontre  pas  est  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe. 

3**  Le  paraboloïde  de  révolution,  engendré  par  une  parabole  tournant 
autour  de  son  axe  ;  l'équation  de  la  surface  est  de  la  forme 

4°  Le  tore,  engendré  par  une  circonférence  tournant  autour  d'un 
axe  situé  dans  son  plan  et  ne  passant  pas  par  son  centre. 

264.  Enveloppe  d*uiic  famille  de  surfaces.  —  Considérons  une 
famille  de  surfaces    S    représentées  par  une  même  équation 

(4)  f{x,  y,z,  a)  =  0, 

renfermant  un  paramètre  variable  a.  Par  analogie  avec  ce  que  nous 
avons  dit  dans  le  cas  d'une  courbe  plane  (n°  244),  nous  définirons 
l'enveloppe  de  cette  famille  de  surfaces  de  la  façon  suivante  :  prenons 
la  surface  correspondant  à  la  valeur   a   du  paramètre  et  la  surface  voi- 
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sine  correspondant  à  la  valeur  a -4- la  du  même  paramètre;  la  ligne 
d'intersection  de  ces  deux  surfaces  tend,  lorsque  Aa  tend  vers  zéro, 
vers  une  position  limite  que  Ton  appelle  ligne  caractéristique  de  la 
première  et  qui  est  représentée  par  les  équations 

(5)  f{x,y,z,a)  =  0,  f!,{x,  y,z,  a)  =  0; 

le  lieu  de  cette  ligne  caractéristique,  lorsque  a  varie,  est  appelé 
l'enveloppe  de  la  famille  de  surfaces  S  et  Ton  obtient  son  équation 
en  éliminant    a    entre  les  deux  relations  précédentes. 

Nous  allons  vérifier  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du 
n"  245,  qu'une  surface  enveloppée  S  et  l'enveloppe  E  ont  même 
plan  tangent  en  tous  les  points  de  la  ligne  caractéristique.  En  un  point 
de  cette  ligne,  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  S  correspon- 
dant à  la  valeur  ^xe   a   du  paramètre  est 

(6)  (X-^)/-i  +  (Y-i/)/;  +  (Z-z)/-i  =  0. 

L'équation  de     E  peut  être  considérée  comme  étant  la  première 

des  équations  (5),  où  a     a  été  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  la 

seconde  en  fonction  de  x,  y,  z\  les  coefficients  de  l'équation  du  plan 
tangent  sont  alors 

fL^f'aa'..  f'y^f'aa'y.  f'^-^f'aa'.'. 

mais  fa  est  nul,  par  suite  ces  coefficients  sont  les  mêmes  que  dans 
l'équation  (6),  et  les  plans  tangents  sont  identiques.  Cette  propriété 
justifie  le  nom  d'enveloppe  donné  à  la  surface    E . 

Exemple,  —  Soit  la  famille  de  sphères  représentées  par  l'équation 

(4)  x^  -+-  y'^  H-  22  ^  2az  -h  [a  —pf  =  0 , 

où   a    est  variable  et  p   constant  ;  la  dérivée  du  premier  membre  par 
rapport  à    a  est   2z  —  2  (a — p)  ;    on  en  conclut  que  la  ligne  carac- 
téristique est  le  cercle  d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan  z  —  a  — p. 
En  éliminant  a   entre  les  deux  relations,  on  obtient  l'équation  de 

l'enveloppe 

x^-hy^  —  2pz  =  0\ 

elle  représente  un  paraboloïde  de  révolution  autour  de  ()-;  on  obtien- 
drait encore  son  équation  en  écrivant  que  l'équation  donnée  a  une 
racine  double  par  rapport  à    a,    d'après  la  remarque  faite  au  n°  246- 
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265.  Arôle  de  rebroussemeiit .  —  Les  différentes  lignes  caracté- 
ristiques, dont  Tensemble  constitue  la  surface  enveloppe  E,  sont,  sur 
cette  surface,  tangentes  à  une  même  ligne;  cette  ligne,  qui  est  Tenve- 
loppedes  caractéristiques,  est  appelée  Tarête  de  rebroussement  de  E. 
On  la  définit  au  moyen  des  trois  équations 

iV    f[x,y>^,  (i)  =  ^^      fa{x>y,z,a)  =  0,      f:,{x,y,  z,a)  =  0. 

Pour  une  valeur  donnée  de  a,  les  deux  premières  représentent 
la  ligne  caractéristique  de  la  surface  S  correspondante,  et  la  troi- 
sième représente  une  surface  qui  coupe  cette  ligne  caractéristique  en 
un  certain  point  M  ;  lorsque  a  varie,  ce  point  M  décrit  une 
ligne  C  située  naturellement  sur  Tenveloppe  E.  Si  Ton  résout 
les  relations  (7),  par  rapport  à  x,  y,  z  en  fonction  du  paramètre  a, 
on  obtient  les  expressions  des  coordonnées  des  points  de  C  en  fonction 
de  ce  paramètre  ;  si  Ton  veut  au  contraire  former  les  équations  de  la 
ligne  C,  on  élimine    a  entre  ces  relations  (7). 

Supposons  qu'on  tire  a  de  la  dernière  et  qu'on  porte  dans  les  deux 
autres  la  valeur  trouvée  qui  est  une  fonction  de  x,  y^  z  ;  on  obtient 
ainsi  les  équations  de  C  ;  en  faisant  un  raisonnement  analogue  à  celui 
du  n°  précédent,  on  démontre  que  les  coefficients  directeurs  de  la 
tangente  au  point  M  à  une  caractéristique  correspondant  à  une  valeur 
particulière  de  a,  sont  égaux  à  ceux  de  la  tangente  à  l'arête  de  rebrous- 
sement au  même  point  M  ;  on  peut  donc  considérer  Tarète  de  rebrous- 
sement comme  l'enveloppe  des  lignes  caractéristiques  successives. 

260.  Enveloppe  d'une  famille  de  plans.  —  Considérons  le  cas  où 
la  surface  variable  S  est  un  plan  ;  supposons  que  son  équation  soit 
mise  sous  la  forme 

(8)  A.r -I- B^y -{- C2 -f- D -:  0 

et  que  les  coefficients  A,  B,  C,  D  dépendent  d'un  paramètre  a: 
désignons  par  A',  B',  G',  D'  leurs  dérivées;  la  ligne  caractéristique 
est  définie  par  l'équation  (8)  et  par  sa  dérivée  par  rapport  à  a,  c'est- 
à-dire 

>  îVî  \'x  -f  B'y  -h  C'z  -f-  D'  ---  0  : 

ces  deux  équations  représentent  une  droite,  et  le  lieu  de  cette  droite, 
qui  est  l'enveloppe  cherchée,  est  une  surface  réglée. 
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On  sait,  d'après  la  propriété  démontrée  au  n°  264,  que  la  sur- 
face enveloppée  est  tangente  à  Tenveloppe  en  tous  les  points  de  la 
ligne  caractéristique  ;  on  en  conclut  que  le  plan  représenté  par 
1  équation  (8)  est  tangent  à  la  surface  réglée  qui  est  son  enveloppe 
tout  le  long  de  la  génératrice  caractéristique  ;  la  surface  réglée  jouit 
donc  de  la  propriété  d'avoir  même  plan  tangent  en  tous  les  points  de 
chaque  génératrice  ;  elle  est  par  suite  une  surface  développable,  comme 
le  cône  et  le  cylindre  (n**  261,  remarque). 

L'arête  de  rebroussement,  ou  enveloppe  des  génératrices  succes- 
sives, est  une  courbe  définie  par  les  équations  (8)  et  (9)  et  par  la  dérivée 
seconde  de  (8)  par  rapport  à  a ,   qui  est 

k'x  -4-  B"^  -I-  Cz  H-  0"*=  0  ; 

les  génératrices  de  la  surface  sont  les  tangentes  successives  à  cette 
courbe  ;  on  démontre  inversement  que  les  tangentes  à  une  courbe  quel- 
conque forment  une  surface  réglée  qui  est  développable  ;  elle  est  l'en- 
veloppe du  plan  que  nous  définirons  plus  loin  sous  le  nom  de  plan 
osculateur  à  la  courbe. 

267.  Cas  de  deux  paramètres.  — Considérons  une  famille  de  siu'- 
faces   S    représentées  par  une  équation 

f[x,  y,  z,  a,  ^)  =  0 

renfermant  deux  paramètres  indépendants  a  et  b\  nous  verrions, 
comme  dans  le  cas  précédent,  que  trois  surfaces  correspondant,  la  pre- 
mière aux  valeurs  (a,  b)  des  paramètres,  et  les  autres  à  des  valeurs 
voisines  (a-f-Aa,  6-1- A6),  (a-f-A'a,  b-\-\'h)  ont  en  commun 
des  points  dont  les  limites,  lorsque  les  accroissements  Aa,  \b,  A'cr,  \'b 
tendent  vers  zéro,  satisfont  aux  équations 

[[^yy,  -,«,  6)  =  0,       f'a[x,y,  z,  a,  6)r-0,       [tix,  y,  z,  n,  6)^0. 

Ces  points,  appelés  points  caractéristiques  de  la  première  surface 
S,  ont  comme  lieu,  lorsque  a  et  b  varient,  une  surface  K  dont 
on  obtient  l'équation  en  éliminant  n  qX  b  entre  les  trois  équations 
précédentes.  Cette  surface  est  tangente  à  chaque  sm'face  S  aux  points 
caractéristiques,  et  elle  est  appelée  l'enveloppe  de  la  fîimille  considérée. 


CHAPITRE  VIII 
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268.  Plan  osculatéur  en  un  point  d*une  courbe  gauche.  —  Soit  M 
un  point  d'une  courbe  gauche,  MT  la  tangente  en  ce  point  (/îgr.  79),  et 
M'    un  point  voisin  situé  sur  la  courbe  ;  si  le  plan  passant  par    MT    et 

parle  point  M'  a  une  po- 
sition limite  quand  celui- 
ci  tend  vers  M,  on  ap- 
pelle cette  limite  le  plan 
osculatéur  à  la  courbe  au 
point  M .  ^ 

On  remplace  souvent 
cette  définition  par  une 
autre  qui  est  la  suivante  : 
Le  plan  osculatéur 
en  un  point  M  d'une 
courbe  est  la  limite  du 
plan  mené  par  la  tan- 
gente MT  au  point  M 
et  par  la  parallèle  à  la 
tangente  en  un  point 
tmisin  lorsque  celui-ci  se  rapproche  indéfiniment  du  premier. 

Nous  allons  montrer  que  ces  deu\  définitions  sont  équivalentes. 

Supposons  que  l'on  projette  orthogonalement  la  courbe  donnée  sur 
un  plan  P  perpendiculaire  à  la  tangente  MT  ;  le  plan  passant  par 
cette  tangente  et  par  un  point  voisin    M'    a  pour  trace  sur  le  plan     P 


Fig.  79. 
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la  corde  mm'  joignant  les  projections  des  points  M  et  M\  Or  il 
existe  sur  Tare  mm'  un  point  m^  où  la  tangente  m^t^  est  parallèle  à 
la  corde  mm\  c'est  le  point  de  l'arc  mm'  dont  la  distance  à  cette 
corde  est  maximum  ;  soit  Mi  le  point  de  la  courbe  de  l'espace  projeté 
en  mi ,  et  soit  MiTi  la  tangente  en  ce  point  ;  elle  a  pour  projection 
m^li  ;  le  plan  passant  par  MT  et  par  la  parallèle  MTi  à  MiTi  est 
alors  identique  au  plan  passant  par   MT   et  par   M'. 

Il  suffit  de  remarquer  que  le  point  Mi  tend  vers  M  en  même 
temps  que  M'  pour  voir  que  la  limite  du  plan  passant  par  MT  et  le 
point  M'  est  la  même  que  celle  du  plan  passant  par  MT  et  par  la 
parallèle  MT{  à  la  tangente  MiTj  au  point  Mi  ;  les  deux  définitions 
sont  donc  identiques. 

Nous  nous  servirons  de  la  seconde  pour  trouver  l'équation  du  plan 
osculateur  en  un  point  M  de  coordonnées  (x,  y,  z)  ;  nous  sup- 
poserons que   X,  y,  z    sont  des  fonctions  d'un  même  paramètre  t, 

La  tangente  MT  est  représentée  par  les  équations  (1)  du  n°  252, 
ou  bien,  en  remplaçant  dx,  dy  et  dz  par  x\t)dt,  y'[t)dl, 
et     z'{l)dl,      par  les  équations 

\  —  x  _  Y  — y  _  Z-~z 

Si  <  -f-  Af  est  la  valeur  du  paramètre  correspondant  au  point  voi- 
sin Ml  et  si  Xi,  yiy  z^  sont  les  coordonnées  de  ce  point,  les  équa- 
tions de  la  tangente  MiTi    sont  de  même 

X  —  Xi    _    Y — î/i     _     Z  —  Zi 

x'{t-^M)  ~  y'{t^M)  ~~  z\t^M)  ■ 

Cherchons  l'équation  du  plan  passant  par  MT  et  parallèle  à  la  tan- 
gente  M|Ti  ;   cette  équation  est  de  la  forme 

(1)  A(X  — x)-f-B(Y  — .y)-f-C(Z  — 2)  =  0, 

où  A,  B,  C  sont  des  coefficients  encore  inconnus;  nous  les  détermi- 
nerons en  écrivant  que  ce  plan  est  parallèle  à  chacune  des  droites  MT 
et   MiTi ,    ce  qui  s'exprime  par  les  conditions 

(2)  A  x'{t)  -h  B  y'{t)  H-  C  z'[l)  =  0 , 

(3)  A  x'[l  -h  AO  -f-  B  y'[l  -h  A/)  -I-  C  z'[l  -f-  A/)  =-  0 . 
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On  peut  tirer  de  ces  deux  dernières  relations  les  valeurs  de  deux  des 
coefficients  en  fonction  du  troisième  et  les  porter  dans  l'équation  (1)  ;  on 
obtient  plus  facilement  le  résultat  en  exprimant  que  les  équations 
(1),  (2)  et  (3),  où  A,  B,  C  sont  considérés  comme  des  inconnues  en- 
trant d'une  manière  homogène,  sont  satisfaites  par  un  système  de 
valeurs  non  toutes  nulles  de  ces  inconnues  ;  il  faut  et  il  suffit  pour  cela 
(n°  13)  que  le  déterminant  des  coefficients  de  A,  B,  C  dans  les  trois 
équations  soit  nul  ;  on  a  ainsi  la  relation 

\—x  Y— y  Z—z 

x'[l)  y\t)  z'(l) 

x'{l-hM)     y'U-hM)     z'{t-hM) 

c'est  l'équation  du  plan  passant  par  MT   et  parallèle  à   MiTj. 

Pour  avoir  la  limite  de  ce  plan  lorsque  M  tend  vers  zéro,  nous 
retrancherons  des  éléments  de  la  dernière  ligne  du  déterminant  précé- 
dent ceux  de  la  deuxième,  et  nous  diviserons  les  différences  par  A/; 
nous  pourrons  ainsi  substituer  aux  éléments  de  la  dernière  ligne  les 
quantités 

x\t  -h  M)  —  x'{t)  y'{l  -f-  M)  —  y'it)  z'[i  -f-  A/)  —  z'[l) . 


=  0; 


A^ 


A^ 


M 


lorsque  A^  tend  vers  zéro,  ces  quantités  ont  pour  limites  les  dé- 
rivées secondes  x"[l)^y"[l)  et  z"{t)\  l'équation  du  plan  devient  par 
suite  à  la  limite 


(4) 


X  — a;      Y  — .y       Z  — s 

x'(/)  y'{t)  z\t)       =0. 

x'{l)  y'{t)  z'il) 

C'est  Téquation  du  plan  osculateur  au  point   M  ;   en  introduisant 
les  différentielles,  on  peut  l'écrire 

X  —  X      Y  —  y       Z  —  z 

dx  cly  dz  =0, 

d^^x  d^y  d-z 

ou  bien,  en  développant  le  déterminant, 

(5)         (X  —  x)  [dy  dH  —  dz  d\y)  +  (Y  —  y)  {dz  d^x  —  dx  dH) 

(Z  —  z)  [dx  d^y  —  dy  d'x)  =  0 . 


r 
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269.  Normale  principale.  —  On  appelle  normale  principale  en  un 
point  d  une  courbe  de  Tespace  la  normale  à  cette  courbe  située  dans  le 
plan  osculateur;  elle  est  Tinterscction  du  plan  normal,  représenté 
(n**  253)  par  Téquation 

(X  —  x)dx  4-  (Y  —  y)dy  +  (Z  —  z)dz  =  0 , 

et  du  plan  osculateur,  représenté  par  Tune  des  équations  (4)  ou  (5). 

Si  la  courbe  considérée  est  plane,  son  plan  osculateur  en  un  point 
quelconque  se  confond  avec  le  plan  de  la  courbe  ;  la  normale  principale 
est  alors  la  normale  à  la  courbe  dans  son  plan,  telle  qu'on  la  considère 
en  géométrie  plane. 

270.  Centre  et  rayon  de  courbure  en  un  point  d*une  courbe  nauclie. 

—  Par  analogie  avec  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  cas  d'une  courbe 
plane  (n*  249),  nous  poserons  les  défînitions  suivantes  : 

Considérons  un  point  M  d'une  courbe  gauche  et  un  point  voisin  M'  ; 
les  plans  normaux  en  ces  deux  points  se  coupent  suivant  une  certaine 
droite  ;  soit  D  la  position  limite  de  cette  droite  lorsque  M'  se  rap- 
proche indéfiniment  de  M  ;  le  point  de  rencontre  C  de  cette  droite  D 
et  du  plan  osculateur  à  la  courbe  au  point  M  s'appelle  centre  de  cour- 
bure relatif  à  ce  point   M. 

Par  suite  de  sa  définition,  ce  point  C  est  situé  sur  la  normale 
principale  à  la  courbe  au  point  M  ;  la  longueur  CM  est  appelée  rayon 
de  courbure  en  ce  point  de  la  courbe.  Nous  allons  déterminer  le  centre 
et  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  de  l'espace.  La  droite  D  est  la 
ligne  caractéristique  du  plan  normal,  c'est-à-dire  la  droite  de  contact  de 
ce  plan  avec  son  enveloppe  ;  elle  est  définie  par  l'équation  du  plan 
normal  qui  est,  d'après  le  n°  253, 

(6)  (X  —  x)dx  -f-  (Y  —  y)dy  -h  (Z  —  z)dz  =  0 , 

et  par  la  dérivée  ou  la  différentielle  de  cette  équation,  qui  est 

(7)  (X  —  x)d^x  -f-  (Y  —  y)d\y  H-  (Z  —  z)d-'z  —  (c/x^  -4-  dy'  -f-  dz^)  =  0 . 

Joignons  à  ces  deux  équations  celle  du  plan  osculateur  en  M  ;  nous 
l'avons  déterminée  au  n°  268  et  elle  est 

(8)  (X  —  x)  [dy  d^z  —  dz  d\y)  4-  (Y  —  y)  (dz  d^x  —  dx  d'z) 

[Z  —  z)  [dx  d'y  —  dy  d'x)  --  0  ; 
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les  équations  (6),  (7)  et  (8)  déterminent  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du 
centre  de  courbure  C  ;  en  les  résolvant,  il  serait  facile  de  former  les 
valeurs  de  X  —  j,  Y  —  y  et  Z — z;  nous  ne  les  écrirons  pas.  Si 
nous  formons  la  somme  des  carrés  de  ces  quantités,  nous  avons  le 
carré  du  rayon  de  courbure  ;  en  désignant  par  R  ce  rayon,  nous  ob- 
tenons pour  sa  valeur,  tous  calculs  faits,  Texpression  suivante  : 


R  = 


3^ 


[{dydH  —  dzdY)^-{-{dzd^x—dxdHY-\~{dxd^y  —  dyd^xf]i 


271 .  Nous  allons  démontrer  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  à 
la  limite  du  rapport  de  Tare  MM'  à  Tangle  formé  par  les  plans  nor- 
maux en  M  et  M',  ou  bien  égal  au  rapport  des  différentielles  de  ces 
deux  quantités.  La  différentielle  de  l'arc  est  ds  =  ^dx'  -h  dy^  -h  dz-  ; 
d'autre  part,  Tangle  des  plans  normaux  en  M  et  M'  est  égal  à  Tangle 
des  tangentes  à  la  courbe  en  ces  deux  points,  et  nous  allons  Tévaluer. 

Désignons  par  a,  b,  c  les  paramètres  directeurs  de  la  tangente 
en  M ,  et  par  a',  b',  c'  ceux  de  la  tangente  en  M'  ;  on  peut  prendre 
les  premiers  égaux  à  x\l)^  2/(0^  ^'(0  ^*  ^^^  autres  égaux  à 
x'{t  -h  A/),  y'[t  -f-  M),  z'[t  -h  M)  ;  d  après  la  formule  du  n°  105, 
Tangle  de  ces  droites  est  donné  par 

-,                    aa'  -f-  bb'  -h  ce' 
cos  V  =  =^ — , . 

Formons  sin^  V  en  calculant  1  —  cos^  V  et  réduisant  les  deux 
termes  au  même  dénominateur  ;  le  numérateur  peut  être  transformé 
et  mis  sous  la  forme  d'une  somme  de  trois  carrés,  comme  le  montre 
ridentité 

(^2  _^  ^2  _^  c'-^)  [a'^  -h  b'^  -f-  c'^)  —  [aa'  -h  bb'  -h  cc'f 

=  {bc'  —  cb'Y  -f-  [ca'  —  ac'Y  -h  [aV  —  6a')*. 

Considérons  le  premier  de  ces  carrés  ;  il  porte  sur  la  différence 

bc'  —  cb'  =  y'U)  z'(t  -f-  AO  —  z'{l)  y\t-h  M) , 
que  Ton  peut  écrire 

A|,y,/, ___ ^,/^ j, 
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le' cb' 

nous  en  concluons  que  le  rapport    — a,  lorsque  \t  tend  vers 

\t 

zéro,  une  limite  égale  à  y' [t)  z\t)  —  z' {l)  y\l) y  ou  bien  que  la  partie 
principale  de  hc'  —  ch'  est  égale  à  (y  V  —  z'y'')dl  ;  celles  des  deux 
autres  quantités      ca'  —  ac' y       ah'  —  ha'       sont  de   même  égales  à 

(z'x'^x'z'jdl     et     {x'y''  —  y'x'')dt. 

Sin*  V   est  un  infiniment  petit  du  second  ordre  dont  la  partie  prin- 
cipale est  égale,  d'après  ce  qui  précède,  à 

[{y'z'  —  z'y^f  -h  [z'x"  —  x'z")^  -h  {x'y"  —  y'x''f]dl' 

{x'^.-hy'^-hz'^)^  ' 

ce  que  Ton  peut  encore  écrire 

(dy  d^z  —  dz  d^yf-\-  [dz  d^x  —  dx d^zY 4-  [dx d^y  —  dyd^xf , 
~  ''         {dx^-^-dy'-hdz')'  '  '  ' 

sin  V  est  un  inOniment  petit  du  premier  ordre  dont  la  partie  principale  est 
égale  à  la  racine  de  la  valeur  précédente;  mais  la  diiïérentielle  de  Tangle 
des  deux  tangentes  ou  des  plans  normaux  est  égale  à  la  partie  principale  du 
sinus  de  Tangle  infiniment  petit  V,  car  le  rapport  du  sinus  à  l'arc  a  pour 
limite  Tunité;  on  peut  donc  prendre  pour  valeur  de  la  dilTérentielle   c/a 

de  Tangle  des  plans  normaux  la  racine  carrée  de  la  fraction  précédente; 

ds 
en  partant  de  là,  on  vérifie  bien  que  Ton  a  R  =    .    ,   ce  que  nous  vou- 

dx 
lions  démontrer. 

doL 
L'inverse  du  rayon  de  courbure  —i-   s'appelle  la  courbure  de  la 

courbe  au  point   M. 
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SIXIÈME  PARTIE 


CALCUL  INTÉGRAI 


CHAPITRE  I 

INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  INDÉFINIES  DE  FONCTIONS 

D'UNE  VARIABLE 


272.  Limite  d*une  somme  de  quantités  infiniment  petites.  —    Le 

calcul  intégral  a  pour  objet  :  1°  la  détermination  de  la  limite  d'une 
somme  de  quantités  infiniment  petites  dont  le  nombre  croit  indéfini- 
ment ;  2"  la  détermination  d*ime  fonction  dont  on  donne  la  dérivée  ou 
la  difTérentielle. 

Nous  verrons  que  ces  deux  problèmes,  en  apparence  distincts,  se 
ramènent  Tun  à  l'autre  ;  nous  allons  d'abord  considérer  le  premier. 

Soit 

S  =  ai-\-a2-\-  •  •  •   -f-fln 


la  somme  de  n  quantités  dont  la  valeur  dépend  d'une  manière  connue 
du  nombre  n  ;  supposons  qu'en  faisant  croître  n  indéfiniment,  les 
quantités  a  tendent  vers  zéro  ;  si  la  somme  S  a  une  limite,  celle 
limite  est  appelée  la  somme  intégrale  des  quantités  a  ;  on  dit  quel- 
quefois que  les  quantités  a  sont  infiniment  petites  et  que  S  est  une 
somme  d'un  nombre  infiniment  grand  de  quantités  infiniment  petites. 
C'est  en  géométrie  que  Ton  rencontre  les  premiers  exemples  d'une 
pareille  somme  ;  on  définit  par  exemple  la  longueur  d'un  arc  de  courbe 
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comme  la  limite  du  périmètre  d'une  ligne  brisée  inscrite  dont  le  nombre 
des  côtés  augmente  indéfiniment,  chacun  d'eux  tendant  vers  zéro. 

Le  calcul  de  la  limite  d'une  somme  de  quantités  infiniment  petites 
est  facilité  par  le  théorème  fondamental  suivant,  qui  permet  de  com- 
parer Tune  à  Tautre  deux  pareilles  sommes  : 

Étant  données  deux  sommes  d'un  même  nombre  de  quantités  infi- 
niment petites,  si  le  rapport  de  deux  termes  correspondants  a  pour 
limite  Uunité,  et  si  l'une  de  ces  sommes  a  une  limite,  Vautre  a  aussi 
une  limite,  et  les  deux  limites  sont  égales. 

Soient  les  deux  sommes 

S  =  fli  H-  eï2  -^-    •  •  •    -H  «n  ; 
S' =  6,  4-62+   •  •  •  -f-*«, 

d'un  même  nombre  de  quantités  infiniment  petites;  nous  supposons 
que  la  deuxième  a  une  limite    L   et  que  les  rapports 

Ol  «2  On 


1  t    ' 


•  •  • 


bi  &2  bn 

ont  tous  pour  limite  Tunité  ;  nous   allons  démontrer  que    S    a  une 
limite  égale  à   L. 

En  eiïet,  quel  que  soit  le  nombre    n,    le  rapport 


«i-h  a^-h    '  '  '    -ha„ 
bi-\-  bi-h    •  •  •   -h  6„ 

est  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rapports  des  termes 
correspondants;  il  a  donc  comme  ceux-ci  pour  limite  Tunité;  nous  en 
concluons  que  le  numérateur  a  une  limite,  et  que  cette  limite  est 
égale  à  celle  du  dénominateur  c'est-à-dire  égale  à   L. 

Exemple,  —  Soit  à  trouver  la  limite  de  la  somme 


n^-\-{        n^-h2  n^-{~n 

pour    n   infini;  considérons  la  somme 

S/  \  À  t  ^ 

n^        n*  n^ 

le  rapport  de  deux  termes  correspondants  de  S    et  de    S'   est  de  la 


r 
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«3 


forme    — -— 1    p    étant  le  rang   de  ces  termes,  et  il  a  pour  limite 

Tunité  lorsque   n   augmente  indéfiniment.  Or  il  est  facile  d'évaluer  la 

somme  S',  qui  a  pour  valeur         ^ — -  •  — -»  et  pour  limite  —  lorsque 

2  n^  2 

n  croît  indéfiniment  ;  la  somme  considérée  S  a  donc  aussi  pour  limite  ~  • 

ma 

Il  arrive  souvent  que  les  quantités  infiniment  petites  dont  on 
cherche  la  somme  intégrale  sont  comparables  chacune  à  un  infini- 
ment petit  principal,  qui  est  par  exemple  Taccroissement  infiniment 
petit  d'une  variable  telle  qu'une  longueur,  ou  un  intervalle  de  temps; 
si  l'on  détermine  la  partie  principale  de  chacune  des  quantités  infini- 
ment petites  données,  et  si  la  somme  de  ces  parties  principales  a  une 
limite,  on  est  certain,  d'après  le  théorème  du  n°  155  et  le  précédent, 
que  la  somme  donnée  a  la  même  limite.  Cette  remarque  permet  de 
simplifier,  dans  bien  des  cas,  la  recherche  des  sommes  intégrales. 


273.  Intégrale  définie.  —  Le  problème  delà  recherche  delà  limite 
d'une  somme  se  pose  ordinairement  de  la  façon  suivante  : 

Soit  X  une  variable  indépendante  qui  est  par  exemple  la  mesure 
d'une  longueur,  ou  d'un  intervalle  de  temps,  etc.,  et  qui  varie  d'une 
manière  continue  d'une  valeur  a  à  une  valeur  6  supérieure  à  a; 
partageons  l'intervalle  (a,  6)  en  n  parties  que  nous  appelons 
Axi ,     ÀX2 ,    •  .  .     ^n  y   ^t  déslgnous  par 

Xq  =  CL  y  Xi  =  Xq  — |—  ukX\^ ,  X<i  =  X\  -\-  CkX^  ,     .  .  ,  Xj^  =  0 

les  limites  des  intervalles  partiels  ainsi  formés. 

Soit  d'autre  part  /"(x)  une  fonction  donnée  que  nous  supposons 
continue  dans  l'intervalle  total  [a y  h)\  prenons  une  valeur  particulière 
de  cett€  fonction  dans  chacun  des  intervalles  partiels,  multiplions  cette 
valeur  par  la  grandeur  de  l'intervalle  correspondant,  et  formons  la 
somme  des  résultats.  Pour  fixer  les  idées,  désignons  par  \^  une  valeur 
particulière  de  x  comprise  dans  l'intervalle  (xo,Xi);  multiplions  la 
valeur  /"(Çi)  de  la  fonction  pour  x  =  ;i  par  la  grandeur  Xx  —  Xq  =^  Ax, 
de  cet  intervalle  ;  désignons  de  même  par  \i  une  valeur  particulière 
de  X  comprise  dans  l'intervalle  (xi ,  x^)  et  multiplions  f(\.i\  par  la 
grandeur    Axg    de  cet  intervalle  ;   opérons  de  même  pour  les  inter- 
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valles  suivants  et  formons  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus 

Nous  allons  démontrer  que  cette  somme  a  une  limite  lorsque  le  nombre 
des  intervalles  augmente  indéfiniment,  chacun  d'eux  tendant  vers  zéro, 
et  que  cette  limite  est  indépendante,  d'une  part  du  choix  des  valeurs 
$1 ,  Ej ,  .  .  .  ,  ç„  comprises  dans  les  intervalles,  d'autre  part  de  la  façon 
dont  ces  intervalles  tendent  simultanément  vers  zéro.  Nous  représen- 

b 

tons  la  somme  S  par  la  notation  2/*(.r)Aj:,  et  sa  limite  par  la  no- 
tation 

/    f{x)dx', 

tJ  a 

on  énonce  ce  dernier  symbole  «  somme  de  a  à  6  de  f{x)dx  »  et  on 
rappelle  a  intégrale  définie  de  la  fonction  f{x)  entre  les  limites  a 
et  6  »  ;  a  est  dit  la  limite  inférieure,  et  b  la  limite  supérieure  de 
rintégrale. 

La  somme  S  est  une  somme  de  quantités  infiniment  petites  en 
même  temps  que  les  intervalles  Axi,  Ax^  .  .  .  ,  Ax„;  pour  démontrer 
qu'elle  a  une  limite,  nous  ferons  les  raisonnements  successifs  suivants  : 

1°  Comme  la  fonction  [[x)  est  continue,  le  rapport  de  deux  quel- 
conques des  valeurs  qu'elle  prend  dans  un  intervalle  tend  vers  Tunité 
lorsque  la  grandeur  de  cet  intervalle  tend  vers  zéro.  Si  dans  la  somme  S 
nous  remplaçons  /"(;!),  fÇ^i)-,  «  •  •  ?  par  d'autres  valeurs  que  prend 
f[x)  dans  chacun  des  intervalles  successifs,  et  si  la  somme  ainsi  formée  a 
une  limite,  S  aura  la  même  limite,  d'après  le  théorème  fondamental 
du  n°  précédent,  car  le  rapport  des  éléments  correspondants  dans  ces 
sommes  a  pour  limite  l'unité.  Nous  voyons  déjà  que  la  limite  de  S,  si 
elle  existe,  est  indépendante  des  valeurs  ?i,ç2^  .  .  .  ,  comprises  dans 
les  intervalles. 

Nous  choisirons  en  particulier  dans  chaque  intervalle  la  plus  petite 
valeur  que  prend  f{x)  dans  cet  intervalle,  et  nous  démontrerons  que 
la  somme  S  correspondante  a  une  limite.  Pour  ne  pas  compliquer 
récriture,  nous  admettrons  que  dans  la  somme  (1)  /"(çi),  /(ç>)»  •  •  . 
désignent  précisément  les  valeurs  les  plus  petites  de  la  fonction  dans 
les  intervalles,  et  nous  raisonnerons  sur  la  somme  ainsi  formée. 

2°  Nous  allons  faire  croître  le  nombre  des  intervalles  en  opérant 
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d'abord  d'une  façon  particulière  ;  divisons  chacun  des  intervalles  pri- 
mitifsL  Axi,  Ax^,  .  .  .  ,  ^  d'autres  partiels,  ceux-ci  de  même  en 
d'autres,  et  ainsi  de  suite  ;  formons  alors  pour  chaque  décomposition 
la  somme  analogue  à  S  ;  nous  allons  montrer  que  les  sommes  ainsi 
formées  ont  une  limite. 

Divisons  le  premier  intervalle  Axi  en  ^i  parties  que  nous 
désignons  par  A'xi,  A'x2,  .  .  •  ,  A'^™,  ;  divisons  de  même  le 
deuxième  ^x^  en  712  parties  A'a:„,^.i,  A'x„,+2î  •  -  -  •,  et  ainsi  de 
suite  ;  puis  multiplions  la  plus  petite  valeur  de  f{x)  dans  chaque 
inter>'alle  ainsi  formé  par  la  grandeur  de  cet  intervalle  et  faisons  la 
somme  des  résultats  ;  nous  obtenons  une  somme  que  nous  appelons  S' 
et  que  nous  écrivons  de  la  façon  suivante  : 


en  mettant  dans  la  première  ligne  les  éléments  qui  proviennent  de  la 
décomposition  de  Axj,  dans  la  deuxième  ligne  ceux  qui  proviennent 
de  la  décomposition  de    Ax2,    et  ainsi  de  suite. 

Les  termes  /*(5'i),  f(l'2),  •  .  .  qui  entrent  dans  la  première  ligne 
sont  au  moins  égaux  à  /l[5i),  puisque  cette  dernière  valeur  est  la  plus 
petite  de  celles  que  possède  f{x)  dans  l'intervalle  Axi  ;  la  somme 
qui  constitue  la  première  ligne  de  S'  est  donc  égale  ou  supérieure 
à  f{li)[^'xi-\-^'x2-\-  ...  -f-A'x„J  ou  à  /'(5i)Axi,  c'est-à-dire  au 
premier  terme  de  S.  De  la  même  manière,  les  éléments  de  la  deuxième 
ligne  de  S'  ont  une  somme  égale  ou  supérieure  au  deuxième  terme 
de  S,  et  ainsi  de  suite;  nous  en  concluons  que  la  somme  S'  est 
égale  ou  supérieure  à  S. 

Décomposons  alors  de  nouveau  les  intervalles  A'xi ,  .  .  .  en 
d'autres  partiels,  et  formons  la  somme  correspondante,  que  nous  dési- 
gnons par  S",  puis  répétons  cette  opération  de  façon  à  augmenter 
indéfiniment  le  nombre  des  intervalles,  chacun  d'eux  tendant  vers  zéro  ; 
les  sommes  S,  S',  S",  ...  forment  une  suite  de  nombres  allant  en 
croissant  ;  mais  elles  restent  manifestement  inférieures  au  produit  du 
maximum  de  f{x)  dans  l'intervalle  [(i,b)  par  la  grandeur  h  —  a 
de  cet  intervalle  ;  ces  sommes  ont  donc  une  limite  (n°  25)  ;  nous  dési- 
gnerons cette  limite  par    L . 
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3°  Nous  allons  enfin  démontrer  que  si  Ton  effectue  d'une  manière 
quelconque  des  décompositions  successives  de  b  —  a  en  intervalles 
partiels,  de  façon  que  leur  nombre  augmente  indéfiniment  et  que  chacun 
d'eux  tende  vers  zéro,  les  sommes  correspondantes  analogues  à  S, 
sommes  que  nous  désignerons  par  Si,  S2  .  .  .  ,  ont  encore  une 
limite  égale  à  la  précédente,  c'est-à-dire  à   L. 

Soit  en  effet  S*  une  quelconque  de  ces  sommes  ;  nous  allons  la  com- 
parer à  Tune  de  celles  que  nous  avons  considérées  précédemment  et  qui 
ont  pour  limite  L ,  par  exemple  à  la  somme  S^K  Rangeons  par  ordre  de 
grandeur  les  valeurs  de  x  qui  limitent  les  intervalles  relatifs  à  S^^>  et 
à  Sfc ,  prenons  toutes  ces  valeurs  comme  limites  d'intervalles  succes- 
sifs, et  formons  la  somme  correspondante  analogue  à  S;  appelons-la  £. 

Les  nouveaux  intervalles  peuvent  être  considérés  comme  résultant 
d'une  division  en  intervalles  partiels  de  ceux  qui  sont  relatifs  à  S^^  ; 
2  est  alors  un  terme  d'une  suite  S,  S',  ...  S^''^,  2,  .  .  .  ana- 
logue à  celle  que  nous  avons  formée  dans  le  deuxième  paragraphe; 
une  pareille  suite  a,  comme  nous  l'avons  vu,  une  certaine  limite  ;  il  en 
résulte  que  la  différence  2)  —  S^''^  entre  deux  termes  consécutifs  est  très 
petite  si  le  nombre  des  intervalles  est  très  grand  et  qu'elle  tend  vers  zéro. 

Les  nouveaux  intervalles  résultent  aussi  d'une  division  des  inter- 
valles relatifs  à  S^  ;  pour  la  même  raison  que  précédemment,  la  difîé- 
rence  2  —  S*  est  aussi  très  petite;  par  conséquent,  la  différence 
(V  _  go.) j  _  (2  _  S;,)  =  S*  —  S^'*^  est  aussi  très  petite  et  tend  vers 
zéro;  comme  S^''^  a  pour  limite  L,  il  en  est  de  même  de  S^-,  ce 
que  nous  voulions  établir. 

Nous  avons  ainsi  démontré  l'existence  de  l'intégrale  définie. 

274.  Remarque  I.  —  Si  M  et  m  sont  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  f{x)  dans  l'intervalle  {a,  6),  la  somme  S  est  comprise  entre 
M(2  Ax)  et  m(2  Ax) ,  c'est-à-dire  entre  M(^  —  a)  et  ni{h  —  a);  il  en  est 

de  même  de  sa  limite,  c'est-à-dire  de  l'intégrale  définie     /   f{x)dx. 

Le  quotient  de  cette  intégrale  par  b  —  a  est  compris  entre  M 
et  m  ;  il  est  donc  égal  à  la  valeur  de  f[x)  pour  une  valeur  convena- 
blement choisie  de  la  variable  entre  a  et  6  ;  si  e  est  cette  valeur, 
on  peut  écrire  l'égalité 

(2)  jy{x)dx  =  [b  -  a)f{c). 
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Remarque  II.  —  Supposons  que  l'on  choisisse  entre  a  et  b  des 
nombres  tels  que  c  et  d\  nous  allons  démontrer  que  l'intégrale 
définie  de  la  fonction  f{x)  prise  entre  a  et  6  est  égale  à  la  somme 
des  intégrales  de  cette  fonction  prises  entre  a  et  c,  entre  c  et  d, 
et  entre    d    et    b,    c'est-à-dire  que  Ton  a 

(3)      r  f[x)dx=  rf{x)dx-h  rf[x)dx-{-  rf{x)dx. 

En  effet,  d'après  les  raisonnements  du  n°  précédent,  la  valeur  du 
premier  nombre  de  cette  relation  est  indépendante  de  la  manière  dont 
on  décompose  l'intervalle  («,  6)  en  intervalles  partiels.  Divisons 
d'abord  l'intenalle  [a,  b)  en  trois  autres  séparés  par  les  nombres 
c  et  dy  puis  décomposons  chacun  de  ces  trois  intervalles  en  d'autres 
partiels  et  faisons  tendre  ces  derniers  vers  zéro  ;  nous  aurons  toujours 

b  e  d  b 

:^f{x)  \x  =  I,f{x)  Ax  -f-  lf{x)  ^x  -4-  ^f{x]  Ax  ; 

a  a  c  d 

en  passant  à  la  limite,  nous  obtiendrons  la  formule  {'^)  que  nous  vou- 
lions établir. 

Remarque  III.  —  Nous  avons  admis  jusqu'à  présent  que  la 
limite  supérieure  b  d'une  intégj'ale  définie  est  plus  grande  que  la 
limite  inférieure  a  ;  cette  restriction  n'est  pas  nécessaire,  et  les  rai- 
sonnements que  nous  avons  faits  subsistent  entièrement  lorsque  b  est 
plus  petit  que  a  ;  dans  ce  cas,  les  valeurs  des  intervalles  successifs 
Ax  obtenus  en  décomposant  l'intervalle  total  b  —  a  en  d'autres  par- 
tiels sont  des  nombres  négatifs,  mais  la  démonstration  que  nous  avons 

faite  dans  le  n°  précédent  subsiste,  et  la  somme  2/^(j^)'^J:    a  encore 

a 

une  limite  ;  cette  limite  est  représentée  dans  tous  les  cas  par  la  nota- 
lion      /  f{x)dx. 

Considérons  deux  intégrales  définies  de  la  morne  fonction  fix) 
prises,  l'une  entre  les  limites  a  et  /;,  l'autre  entre  les  limites  b 
et  a  égales  aux  précédentes  mais  en  ordre  inverse  ;  nous  allons  voir 
que  ces  intégrales  sont  égales  et  de  signes  contraires. 

Formons  les  deux  sommes  ^f{x)\x   et   v/'(.r)Aj-  analogues  à  (1);  j 

coiTime  les  limites  de  ces  sommes  sont  indépendantes  du  mode  do  dé-  i 

coinposition  des  intervalles  {a,  b)    et  {b,  a)   en  d'autres  partiels,  nous  i 


*, 
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pouvons,  dans  les  deux  cas,  séparer  ces  intervalles  partiels  par  les  mêmes 
valeurs  intermédiaires  de  x,  et  choisir  dans  chacun  d*eux  la  même  va- 
leur de  la  fonction  f{x)  ;  de  cette  façon,  les  termes  correspondants  dans 
les  deux  sommes  ont  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  et  il  en 
est  de  même  de  ces  sommes;  celles-ci  ont  dès  lors  des  limites  égales  et 
de  signes  contraires,  ce  que  nous  voulions  établir.  On  exprime  ce  fait  en 
disant  qu'une  intégrale  change  de  signe  lorsqu'on  renverse  Tordre  des 
limites  d'intégration  ;  cette  propriété  est  traduite  par  la  formule 


f  f[x)dx  =  —   r f{x)dx . 


Il  résulte  de  là  que  Ton  peut  ramener  le  calcul  d'une  intégrale 
dont  les  limites  sont  quelconques,  à  celui  d'une  intégrale  dont  la  limite 
supérieure  est  plus  grande  que  la  limite  inférieure.  On  voit  facilement 
que  la  formule  (3)  est  vraie  dans  tous  les  cas,  quels  que  soient  les  nom- 
bres a  et  h  y  et  aussi  quels  que  soient  c  et  J  quand  bien  même 
ces  deux  nombres  ne  seraient  pas  compris  entre   a   çX  b. 

275.  Interprétation  géométrique.  —  Supposons poursimplifierque 
Ton  prenne  l'intégrale  de  f[x)  entre  des  limites  a  et  6  dont  la  seconde 
est  plus  grande  que  la  première  ;  le  cas  de  b<C.a  se  ramène  à  celui- 
là,  comme  nous  venons 
de  le  voir.  Prenons  deux 
axes  rectangulaires  Ojt,  0,y 
[fig.  80)  et  construisons 
la  courbe  représentative 
de  la  fonction  y  =  f{x)  ; 
supposons  d'abord  que 
celte  fonction  reste  positive 
dans  l'intervalle  {a,  h). 

Soient  P  et  Q  les 
points  de  l'axe  Oj*  ayant 
pour  abscisses  a  et  />,  et 
soient  A  et  B  les  points  correspondants  de  la  courbe  ;  pour  repré- 
senter géométriquement  la  somme  (1),  nous  décomposerons  le  segment 
PQ  en  segments  partiels  PPi,  P,  P2,  ...  respectivement  égaux  à 
Aa*i,  \x2,  ...  ;  nous  choisirons  ensuite  dans  chacun  de'ces  segments 
les  points  M,,  M^,   .  .  .  ,   d'abscisses  Ç|,  ç^,  .  .  .  ,  et  nous  tracerons 


y 

^^ 

T.             ^-^^^-^ 

1      .^ 

E,        ^ 

B 

»r^ 

r       1 

A 

f  1 

1 

0 

I 

>  Mj 

P.    M, 

P.                 • 

5 

x 

Fig.  80. 
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les  ordonnées  correspondantes  MiQ,  M2C2,  •  .  .;  ces  ordonnées 
seront  égales  à     /*(;i),     /"(Ço)!    .... 

Les  éléments  f(li)^Xi,  fili)^^-!',  •  •  •»  dont  se  compose  la 
somme  (i  ),  seront  égaux  aux  aires  des  rectangles  successifs  ayant,  le  pre- 
mier pour  base  PPi  et  pour  hauteur  MiCi ,  le  deuxième  pour  base 
PiP2  et  pour  hauteur  M2C2,  et  ainsi  de  suite  ;  la  somme  (1)  sera  donc 
égale  à  la  somme  des  rectangles  PDDiPi,  P1E1E2P2,  ....  D'après 
ce  que  nous  avons  vu  au  n**  273,  nous  savons  que  la  somme  (1)  a  une 

limite  dont  la  valeur  est  représentée  par  l'intégrale  définie  /  f[x)dx  ; 

nous  en  concluons  que  la  somme  des  aires  des  rectangles  précédents  a 
une  limite  égale  à  cette  intégrale;  comme  les  sommets  D,  Di,  .  .  . 
des  rectangles  se  rapprochent  indéfiniment  de  la  courbe,  nous  dirons 
par  définition  que  cette  limite  est  la  valeur  de  Taire  curviligne  com- 
prise entre  la  courbe  AB,  Taxe  des  x  et  les  ordonnées  PA  et 
QB   des  points  A    et    B.    Il  résulte  de  cette  définition  que  l'intégrale 

définie     /    f[x)dx  est  représentée  géométriquement  par  l'aire  comprise 

entre  la  courbe  y  =  f(x),  l'axe  des  x,  et  les  ordonnées  d'abscisses 
fl  et   6. 

Le  calcul  d'une  intégrale  définie  et  la  mesure  d'une  certaine  aire 

sont,  d'après  ce  qui  précède,  deux  problèmes  équivalents  ;  or,  lorsqu'on 

sait  évaluer  une  aire,  on  sait  calculer  le  coté  d'un  carré  équivalent,  ou, 

•comme  on  dit,  faire  la  quadrature  de  cette  aire  ;  par  extension,  on  donne 

le  nom  de  quadrature  au  calcul  d'une  intégrale  définie. 

Supposons  maintenant  que  f{x)  soit  constamment  négative  entre 
a  et  b;  la  courbe  représentative  est  située  tout  entière,  par  rapport 
à  Ox,  du  côté  des  y  négatifs  ;  les  éléments  f{li),  A^^)»  •  •  •  ^^"* 
tous  négatifs,  et  les  parties  dont  se  compose  la  somme  (1),  ainsi  que 
la  limite  de  cette  somme,  sont  négatives  ;  l'intégrale  représente  alors  la 
valeur,  changée  de  signe,  de  l'aire  comprise  entre  la  courbe  y  =  f{x), 
l'axe  des  x,  et  les  ordonnées  extrêmes   d'abscisses    a    qX   b. 

Supposons  enfin  que  f{x)  change  de  signe  entre  a  et  b  pour 
des  valeurs  telles  que  c  et  d ,  comme  l'indique  la  figure  81  ;  nous 
avons,  d'après  la  formule  (3), 

/    f(x)clx==    j   f{x)dx  \     I    fu']dx\     l'f{x)d.r: 

la  valeur  du  second  membre  et  par  suite  celle  du  premier  sont  égales  à  la 
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somme  des  aires  situées,  par  rapport  à  Oj,  du  côté  des  y  positifs, 
diminuée  de  la  somme  des  aires  situées  du  côté  des  y  négatifs,  c'est- 
à-dire  à  la  somme 

aire  PAMC  —  aire  CND  H-  aire  DBQ . 

276.  Dérivée  d'une  intégrale.  —  La  valeur  d'une  intégrale  défi- 
nie dépend  non  seulement  de  la  fonction  à  intégrer,  mais  encore  des 
limites  d'intégration.  Désignons  par   X  la  limite  supérieure  que  nous 

avons  appelée  pré- 
cédemment b,  et 
M  posons 

A/ ^\  B 


1/ 


c-  a 


La  fonction  F(X) 
varie  avec  la  limi- 
Fig.  81.  te  supérieure  X; 

nous  allons  mon- 
trer quelle  est  continue  et  quelle  a  pour  dérivée    /*(X). 

Donnons  à  la  limite    X     un  accroissement   AX,    et  considérons 
rintégrale 

F(X-+-AX)--/  f[x)dx\       ■ 

nous  avons 


<^X  +  AX 


F(X-f-AX)— F(X)=  f  "     f{x)dx—  f   f{x)dx=  f  "     f[x)dx, 

t'a  x) a  «/  X 

comme  l'indique  la  formule  (3).  D'autre  part,  l'intégrale  du  dernier 
membre  est  égale,  d'après  la  première  remarque  du  n°  274,  au  produit 
de  l'intervalle  d'intégration  X-l-AX  —  X  =  AX  par  la  valeur  que  prend 
la  fonction  pour  une  valeur  de  la  variable  intermédiaire  entre  X  et 
X  -f  AX  ;    si  nous  désignons  par   X  -h  0  AX  cette  valeur,  nous  avons 


F(X  +  AX)  —  F(X)  =  AX  f{\  -f-  6  AX) , 


d'où  nous  tirons 


FfX4-AX)_— F(X) 
AX 


=  /-(X-f-6AX). 
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Ces  égalités  nous  montrent  d'abord  que  raccroissement  de  F(X) 
tend  vers  zéro  avec  AX,  c'est-à-dire  que  cette  fonction  est  continue, 
d'autre  part  qu'elle  a  une  dérivée  égale  à  la  limite  de  /"^X-f-ôAX), 
lorsque  AX  tend  vers  zéro;  et  cette  dérivée  est  bien  égale  à  /"(X),  ce 
que  nous  voulions  démontrer. 

Remarquons  que  la  différentielle  de  F(X)  est  égale  au  produit  de 
sa  dérivée   f{\)    par   dX  ;   nous  pouvons  donc  écrire 

d  ¥{x)  =  f{X.)  dx  ; 

si  nous  remplaçons  X    par   x,   nous  avons 

d  F{x)  =  f{x)dx  ; 

nous  en  concluons  que  la  différentielle  d'une  intégrale  définie  dont  la 
limite  supérieure  est  la  variable  x  est  égale  à  la  quantité  placée  sous 
le  signe  d'intégration  ;  de  là  vient  le  nom  d'élément  différentiel  donné 
à  cette  quantité.  Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  considérer  une  différentielle 
non  seulement  comme  la  partie  principale  d'un  accroissement  infiniment 
petit  d'une  fonction  (n°  156),  mais  encore  comme  un  élément  d'une 
somme  dont  la  limite  est  cette  fonction  elle-même  ;  les  deux  points  de 
vue  sont  équivalents. 

277.  Intégrale  indéfinie.  —    On  appelle   fonction  primitive   ou 

intégrale  indéfinie  d'une  fonction    f{x)    une  autre  fonction  dont  la 

dérivée  est  f{x) . 

Toute  fonction  continue  a  au  moins  une  fonction  primitive,  c'est 
rintégrale  définie 


¥{x)==fy(x)dx, 


dont  la  limite  supérieure  est  la  variable  x  et  dont  la  limite  inférieure 
est  un  nombre  fixe  a  arbitrairement  choisi.  Il  existe  une  infinité  de  fonc- 
tions primitives  de  f(x),  car  on  peut  donner  à  la  quantité  a  une 
infinité  de  valeurs  ;  nous  allons  voir  que  ces  fonctions  ne  diffèrent  de 
Tune  d'elles  que  par  une  constante;  si  en  effet  F(x)  et  Fi(a:)  désignent 
deux  fonctions  ayant  f{x)  comme  dérivée,  la  différence  Fi(j;)  —  ¥{x) 
a  une  dérivée  nulle  et  elle  est  une  constante  (n°  130)  ;  nous  avons  donc, 
en  désignant  par   C  cette  constante, 
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ceci  nous  montre  bien  qu'on  obtient  toutes  les  intégrales  définies  de 
f{x)   en  ajoutant  à  Tune  d'elles  une  constante  arbitraire. 

On   représente   ordinairement  par   j  f{x)dx,    sans  indication  de 

limites,  une  intégrale  indéfinie  quelconque  de   f{x). 

278,  Nous  venons  de  voir  que  l'on  obtient  une  fonction  ¥{x) 
satisfaisant  à  la  condition  d'avoir  pour  dérivée  f{x)  en  calculant  une 
intégrale  définie  de  f{x)  entre  des  limites  a  et  x;  c'est  ainsi  que 
l'on  opère  lorsque  f{x)  est  définie  expérimentalement  ou  graphique- 
ment ou  bien  n'est  pas  une  fonction  simple.  Mais  dans  beaucoup  de 
cas  usuels,  on  suit  une  marche  inverse  ;  on  détermine  d'abord,  comrac 
nous  l'indiquerons  plus  loin,  une  intégrale  indéfinie  de  f{x)  ;  on  en 
déduit  ensuite  les  intégrales  définies  par  le  théorème  suivant  : 

Si  Von  connatt  une  intégrale  indéfinie  F{x)  d'une  fo  ne  lion  f{x), 
V intégrale  définie  de  cette  fonction  entre  les  limites  a  et  \  est 
égale  à  la  différence    F(X)  —  F(a). 

Nous  voulons  démontrer  que  l'on  a 

*^f{x)dx=F{\)  —  F{a). 


£ 


En  efl'et,  les  deux  membres  ont  même  dérivée  /"(X)  ;  ils  ne  peuvent  donc 
différer  que  par  une  constante;  or,  ils  s'annulent  tous  deux  lorsque 
la  différence   X  —  a   des  limites  d'intégration  devient  nulle  dans  la  rela- 
tion précédente  ;  ils  sont  donc  égaux,  ce  que  nous  voulions  établir. 
Si  nous  faisons    X  =  6^    nous  obtenons  la  formule 

^f[x)dx  =  ¥[h)  —  F{a), 


f. 


que  l'on  emploie  dans  le  calcul  des  intégrales  définies  ;  il  faut  bien 
remarquer  qu'elle  n'est  démontrée  que  dans  le  cas  où  f[x)  est  con- 
tinue entre  a  et  6.  Remarquons  que  la  formule  (2)  du  n**  274  peut 
s'écrire 

F(ft)  -  ¥{a)  =  {b-a)  f{c]  =  {b-a)  F'(c)  ; 

SOUS  celte  forme,  elle  n'est  autre  que  la  formule  des  accroissements 
finis,  démontrée  au  n°  129. 


I 
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PROCÉDÉS  D1NTÉ6RATI0N.  CAS  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES 


279.  Intégration  Immédiate.  —  Nous  avons  vu  que  l'on  obtient 
l'intégrale  indéfinie  d'une  fonction  f[x)  en  déterminant  une  fonction 
¥{x)  ayant  pour  dérivée  f{x)  et  en  lui  ajoutant  une  constante  arbi- 
traire C.  Nous  allons  indiquer  comment  on  effectue  celte  détermina- 
tion dans  les  cas  usuels. 

La  connaissance  [des  dérivées  des  fonctions  simples  nous  permet 
d'écrire  immédiatement  les  intégrales  suivantes,  où  C  désigne  une 
constante  arbitraire  : 


1  x^Jx  = -f-  C   {m  quelconque  différent  (le  —  i), 

/  —  dx  =  log x-h  c    (le  logarithme  est  népérien), 

fe-dx  =  e--hC.  r_^  =  tga:-f-C, 

J  J  cos^a: 

rcos  xdx=s\nx-hC,  1  -r^ —  =  —  cotg  a:  -f-  C , 

./   sin^x 

/i                       .   ^          r    dx  (       arc  sin  X  -f-  c , 

^inxdx  =  —  cosic-hC,         j =  | 
J  \/\  —X-      {—  arc  cos  x  -f  C , 


r  dx 

J  i-hx^ 


arc  tg  a?  -h  C 


Si  la  fonction  f{x)    est  la  somme  de  plusieurs  autres,  son  inté- 
grale est  égale  à  la  somme  des  intégrales  de  ces  antres  fonctions  ;  si  Ton 


^ 
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multiplie  la  fonction  f[x)  par  un  facteur  constant,  son  intégrale  est 
aussi  multipliée  par  ce  facteur.  Ces  remarques  permettent  de  trouver 
immédiatement  l'intégrale  d'un  polynôme 

f[x)  =  Aoa?'"  -h  Aix*"-'  -h    ...   H-  A^_,x  -f-  A,„  ; 
elle  est 

Ao ~i+A, h    ..•   -}-A„_,^-hA^x-hC. 

m  -f- 1  m  2 

280.  L'intégrale    F{x)    d'une  fonction    f{x)    a  pour  dilTérentielie 

dF{x)  =  f[x)dx  ; 

si  l'on  peut  mettre  le  second  membre  sous  la  forme  (^{u)du,  u  étant 
une  fonction  de  x,  et  si  l'on  sait  trouver  une  fonction  4>(h)  ayant 
pour  dérivée  cp(m),  cette  fonction  est  égale  à  l'intégrale  F(x)  ou  n'en 
diffère  que  par  une  constante  ;  en  effet,  sa  différentielle 

c/cl>(ii)  =  (^iu)du 

est  identique  à  celle  de  ¥{x)y  lés  deux  fonctions  sont  donc  égales  à 
une  constante  près. 

Cette  remarque  est  très  utile  dans  le  calcul  des  intégrales;  on 
aperçoit  souvent  dans  f{x)  une  quantité  n  renfermant  la  variable, 
et  dont  la  fonction  f  dépend  d'une  manière  simple  ;  on  remplace  alors 
f{x)  et  dx  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  u  et  de  du,  on  intègre 
l'expression  obtenue  et  l'on  substitue  enfin  à   u,   dans  le  résultat,  sa 

valeur  en  fonction  de    x. 

/dx 
—  ;  nous  pose- 
rons 2x  —  3  =  w  ;  nous  en  tirerons  2dx=  du^  et  en  remplaçant  2x  —  3 

.     ,  ,  ,  dx  i  du 

et   dx   par  leurs  valeurs,  nous  aurons   — =  —  —  ;    nous  serons 

2x  —  o       2   u 

ainsi   amenés    à    évaluer  l'intégrale      /   -  —    dont   la    valeur   est 

/    2    u 
i  i 

-logu-l-C,    ou  bien    --log(2x  —  Sj-f-C. 

On  se  dispense  souvent  d'écrire  la  lettre    u,   et  l'on  pose  immédia- 
tement, dans  l'exemple  précédent,  la  suite  d'égalités 

/*     dx  /M    d{2x  —  3)        1  ,      ,,^         o\   ,   n 


ft*vB 
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/xdx 
I  -  ;     nous 

mettrons  en  évidence  la  quantité   1  —  x',   que  nous  désignerons  par  u  ; 
sa  différentielle  —  2x  dx  sera  égale  à  duy   et  nous  pourrons  écrire 


2 


-I- 


-h  G  =  —  uT-4- C  =  — V^i  — a:" -h  C. 


•fl 


«4 


281 .  Intégration  par  substitution  •  —  C'est  sur  des  considéra- 
tions analogues  aux  précédentes  qu'est  fondé  le  procédé  d'intégration 
par  substitution;  supposons  que  Ton  remplace  x  par  une  fonction 
donnée  <p(<)  d'une  nouvelle  variable    i\    on  a  dx  =  (f'{l)dt,   et  par 

conséquent 

f{x)dx  =  f[f{l)]^'{t)dl. 

11  arrive  souvent,  par  un  choix  convenable  de  la  fonction  <f{t),  que 
l'expression  ainsi  obtenue  est  simple  et  que  l'on  sait  trouver  facilement 
la  fonction  O(0  dont  elle  est  la  différentielle  ;  cette  fonction  et  l'inté- 
grale F{x)  de  f{x)  ayant  même  différentielle  ne  diffèrent  aloi*s  que 
par  une  constante  ;  c'est  ce  qu'on  exprime  par  l'égalité 

ff{x)dx  =  ff[9{W{t)dl; 

il  suffit  de    remplacer  dans  0(^)    t   par  sa  valeur  en  fonction  de   x 
pour  avoir  l'intégrale  de    f{x) . 

Exemple,  —  Soit  à  déterminer  l'intégrale    yy/l  —  x*  dx  ;    posons 

x  =  s\nl,    nous  en  tirons  V^l  —  x*  =  cos  t,  et    dx  =  cos  t  d(  ;    nous 
avons  par  suite 

y^V^l— x»  dx  =  J  cos*  i  dl  ; 

pour  déterminer  l'intégrale  du  second   membre,   nous  remplacerons 
cos*  t    par  -^  (i  H-  cos  2f),  ce  qui  nous  donnera 


rcosUdt  =  -^  fdt-h-^  fcos2tdl  =  j  + 
VoGT.  —  Math.  sup. 


sin2^ 


2k 
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Gomme    t    est    égal    à     arc  sin  x     et  que    sin  2t    est  égal  à 
2  sin  i  cos  t    ow  k    2x^\  — x*,    nous  aurons  finalement 


/^v/r^^</x  =  -^^^f^H-^^^-^'+C. 


282.  iDtégration  par  parties.  —  Si  Té lément  différentiel  f[x)dx 
est  mis  sous  la  forme  udvy  u  et  v  étant  des  fonctions  de  Xy  ilya 
quelquefois  avantage  à  utiliser  Tidentité 

d[uv)  =  n  dv-hv  du, 

qui  fournit  la  différentielle  d'un  produit  ;   on  en  tire,  en  intégrant  le^ 
deux  membres, 

uv=  I  udv-\-  I  vdu, 

d'où  I  u  dv  =  uv  —  I  vdu; 

la  recherche  de  Tintégrale  donnée  se  ramène  ainsi  à  ceUe  de  Tintégrale 

fv  du  qui  peut  être  plus  simple  que  la  proposée  ;  on  dit  que  Ton  fait 

dans  ce  cas  une  intégration  par  parties. 

Exemple.  —  Soit  à  détenniner  l'intégrale  f  xsinxdx;  posons  u  =  x, 

dv=&mxdx;   nous  en  déduisons    v  =  —  cos  a;    et  du  =  dx]   nous 
avons  par  suite,  d'après  la  formule  précédente, 

I  x  sin  X  dx  =  —  X  cos  x  —  /  ( —  cos  x  dx)  =  —  x  cos  a;  -h  sin  a:  -4-  C. 

283.  Intégration  des  fonctions  rationnelles.  — Soit  à  déterminer 
l'intégrale 


I     (Dix) 


(p(x) 

/"  et  (p  étant  deux  polynômes  en  x  à  coefficients  réels.  Si  le  pre- 
mier est  de  degré  égal  ou  supérieur  au  second,  on  commence  par  effec- 
tuer la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur  ;  en  appelant  Q{x] 
et   R(x)    le  quotient  et  le  reste  de  l'opération,  on  a 


<f{x}  f(x)   ' 


^ 


I 
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on  est  alors  ramené  à  intégrer  le  polynôme  Q{x),  ce  que  Ton  sait 
faire  (n®  279),  et  à  intégrer  une  fraction  rationnelle  dont  le  numéra- 
teur R(j;)  est  de  degré  inférieure  celui  du  dénominateur. 

Exemples.  —  Soit  à  déterminer  Tintégrale 


2x«  —  a:  -4-  2 


"'""/^^ 


dx; 


en  effectuant  la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur,  le  quotient 
et  le  reste  sont  x  -4- 1   et   5  ;  on  a  par  suite 

F(x)  =J{x  + 1  )rfx  -f-  f2^  «/^  ; 

la  première  intégrale  est  celle  d'un  polynôme  du  premier  degré  et  est 

X* 

égale  à  —  -f-  x  ;  la  deuxième,  qui  est  analogue  à  celle  que  nous  avons 
considérée  au  n°  280,  a  pour  valeur 


n 


5   c/(2x  — 3) 
2      2x  — 3 


|-log(2x-3)-4-C; 


on  a  par  suite 


X' 


FW=-y-f-^ 


■Jlog(2x-3)4-C. 


Comme  autre  exemple,  soit  à  déterminer  l'intégrale 


^(^)=/3f^''-  = 


en  ordonnant  le  numérateur  suivant  les  puissances  de    x 
peut  le  mettre  sous  la  forme 


—  2,    on 


a:2H-i  =  (x  — 2-+-2)2H-i  =  ix  — 2)«-+-4(x  — 2)-h5, 
de  sorte  que  Ton  a,  en  divisant  par  3(x —  2)% 


1 


1 


3(x  —  2y       3(x  —  2)        3(.r  —  2f       3(x  —  2)«  ' 
on  est  ramené  à  la  somme  des  intégrales  simples  suivantes  : 


/ 


^^  =  |,og(x-2)-^C, 


1 


>■! 
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J  3  (x— 2)»      J  3  ^  ^  3       _i       ^    ' 

J  3  (x  — 2)5      J  3  ^  ^  3       —2  ' 

et  Ton  a  finalement 

F(x)=l,og(x-2)-|^-f^  +  C, 
C   désignant  comme  toujours,  une  constante  quelconque. 

284.  Cas  où  le  déucmlDateur  n'a  que  des  racines  réelles .  —  Nous 
supposerons  désormais  que  Ton  a  effectué,  comme  nous  Tavons  dit, 

la  division  de  f{x)  par  ^(a:),  ainsi  que  lintégration  du  polynôme  <^[x]; 

R(x) 
nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  fraction      ,       dont  le  numérateur 

est  de  degré  inférieur  au  dénominateur.  Le  procédé  général  d'intégration 
de  cette  fraction  consiste  à  la  décomposer  en  une  somme  de  fractions 
simples  correspondant  aux  différentes  racines  du  dénominateur,  et  à 
intégrer  séparément  ces  fractions  ;  nous  supposerons  d'abord  que  ^[x) 
n'a  que  des  racines  réelles. 

Nous  commencerons  par  déterminer  les  racines  du  dénominateur 
o  (x)  ;  soient  Xi,X2,  ...  ces  racines,  p,  q,  ...  leurs  ordres  de 
multiplicité  respectifs,  nous  pourrons  poser 

<p(x)=Ao(x  —  XiY{x  —  Xi)''    .  .  .  , 

Ao    étant  une  constante. 

Wx) 
Nous  mettrons  ensuite  —7-—-   sous  la  forme  d'une  somme  de  frac- 

tions  dont  les  numérateurs  sont  des  constantes  et  dont  les  dénomina- 
teurs sont  les  facteurs  linéaires  de  (^(x)  affectés  d'exposants  au  plus 
égaux  à  ceux  qu'ils  possèdent  dans  l'égalité  précédente  ;  nous  écrirons 
par  suite 

R{x)  A        .  B  ,  ,  G 


<^(x)  X Xi  (x Xi)'^  {x Xi)' 

H  K  .  L 


•     •     • 


X X2  (x  — X-if  fx X2)^ 
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Nous  déterminerons  les  numérateurs    Â,  6,    ...    de  ces  fractions  ^. 

en  multipliant  les  deux  membres  de  Fégalité  précédente  par   ^{x)   et  ] 

identifiant  les  polynômes  obtenus.  Nous  serons  finalement  ramenés  à  J 

A                    E  ^ 

intégrer  des  fractions  de  la  forme   ou —  ;    les  intégrales  ^ 

sont  respectivement  A  log  (x  —  Xi)  -f-  C    et  —^ ^^-r 1-  C . 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  à  un  exemple. 
Soit  à  intégrer  la  fraction 

4x'  — 6X-4-1  . 

le  dénominateur  a  une  racine  double  égale  à    0,    et  une  racine  simple 
égale  à  —  ;    nous  poserons  alors 

4x2  — 6x-t-i       ^        B 


2x'  —  X*  XX*  i 

A,  B,  C  étant  des  coefficients  constants  encore  inconnus.  Pour  les 
déterminer,  nous  chasserons  les  dénominateurs,  et  nous  identifierons 
les  polynômes  obtenus  dans  les  deux  membres  ;  nous  aurons  de  cette 
façon  régalité 

4x2  —  6x-f-  1  =  A(2x2  —  x)  -+-  B(2x—  i)  -+-  2Cx2  ; 

en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux 
membres,  nous  aurons  les  relations 

2A-f-2C  =  4,  2B  — A  =  — 6,  — B  =  i, 

qui  donnent 

A=:4,  B  =  — 1,  C  =  — 2. 

Llntégrale  cherchée  est  alors  égale  à  la  somme  des  trois  intégrales 

2dx  . 

X- 

elle  est  égale  à 

4  logx-f- —  —  2  log /^x  —  A.\  +  G 


r-^^f^^f=^. 
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285.  Cas  où  le  dénominateur  a  des  racines  imaginaires .  —  Nous 
savons  qu'à  chaque  racine  imaginaire  telle  que  a  +  bi  correspond  la 
racine  conjuguée  a  —  bi  avec  le  même  ordre  de  multiplicité,  et  que 
le  produit  des  facteurs  linéaires  [x  —  a  —  bi)  [x  —  a  -h  bi)  corres- 
pondant à  ces  deux  racines  est  un  trinôme  du  second  degré,  de  la  forme 
x^-\-px-\-q,  à  coefficients  réels.  Nous  avons  vu  de  plus  (n°  196)  que 
le  polynôme  f^{x)  est  toujours  décomposable  en  un  produit  de  facteurs 
réels,  sous  la  forme 

ç(x)  =  Ao(x  —  XxYix  —  X2Y  .  .  .  (j:*  -hpiX  -4-  qi)''{x^  -+-  PiX  -h  ÇaJ'  . . .  , 

Ao  étant  une  constante,  les  facteurs  suivants  correspondant  aux  racines 
réelles,  et  les  derniers  aux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  Ton  a  <p(x)  =  x^-\~i  ,  et  R{x)  =  1  ; 

la  fraction  à  intégrer  est  alors  — »    et  son  intégrale  est 


j 


dx 

=  arc  tg  j?  -4-  C  ; 


x^-hi 


nous  allons  montrer  que  tous  les  autres  cas  se  ramènent  à  celui-là,  ou 
donnent  lieu  à  des  logarithmes  ou  bien  à  des  fractions  rationnelles, 
comme  dans  les  cas  précédents. 

Supposons  d'abord  que  (p(x)  se  réduise  à  un  seul  trinôme  du  second 
degré  à  racines  imaginaires,  et  que  R{x)  soit  du  premier  degré  ;  soit 
par  exemple  à  déterminer  l'intégrale 


/ 


^+^      d^; 


x^-hx-hi 


nous  mettrons  le  dénominateur  sous  la  forme  de  la  somme  de  deux 
carrés, 


,«+x+i^(^+iy+|. 


et  nous  ferons  le  changement  de  variable  défini  par  l'égalité 


^+y=\/T'' 


en  remplaçant    x   et   dx    par  leurs  valeurs  en  fonction  de   t  et  de  d(j 


I 

J 
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nous  aurons 


f_2x±3_j^^  f2+^M  yij^^  r^ttw 


di 


Nous  décomposerons  la  dernière  intégrale  en  deux  autres  ;  la  pre- 
mière renfermera  au  numérateur  2tdty  qui  est  la  difFérentielle  de 
^*  -+- 1 ,  et  donnera  lieu  à  un  logarithme  ;  la  deuxième  renfermera  seu- 
lement dl  au  numérateur,  et  donnera  lieu  à  un  arc  tg  ;  nous  obtien- 
drons de  cette  façon  la  somme  des  intégrales 

il  suffira  alors  de  remplacer  t  par  sa  valeur  en  fonction  de  x  pour  ob- 
tenir le  résultat  cherché,  qui  est 

log  — (ic«+x-i-l)-h— ^arc  tg -z:~-^-C. 

^  ^  V3 

286.  Considérons  maintenant  le  cas  général  ;  nous  décomposerons 
encore  la  fraction       ;   ■     en  une  somme  de  fractions  simples  ;  celles 

qui  correspondent  aux  racines  réelles  du  dénominateur,  s'il  en  existe, 
auront  la  même  forme  qu'au  n°  284  ;  celles  qui  correspondent  aux 
trinômes  de  la  forme  x^~\-px-^q  auront  pour  numérateurs  des  con- 
stantes ou  des  expressions  du  premier  degré  et  pour  dénominateurs  des 
puissances  de  ces  trinômes,  avec  des  exposants  égaux  ou  inférieurs  à 
ceux  qu'ils  ont  dans    f^[x)  ;     nous  écrirons  ainsi 


R(x) 

A          1 

B 

1               _i 

G 

(p(j;) 

X  —  X|        (j:  - 

-X\ 

.Y                 (^ 

—  J^i 

Hx-hK 

--f- 

1 

Lx-f-M 

H-  •• 

x^^p^x-\-qi 

Sx 


[x^-^p^x-^-q^Y 


Nous  déterminerons  comme  précédemment  les  coefficients  inconnus 
entrant  dans  les  numérateurs  en  multipliant  les  deux  membres  de 
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l'égalité  précédente  par  <p(a:)  et  îdentifiant  les  deux  polynômes  obtenus; 
nous  allons  appliquer  cette  méthode  à  un  exemple. 

Soit  à  intégrer  la  fraction    — r— -;    le  dénominateur  a  trois 

[X^  —  1)* 

racines  doubles  qui  sont  les  trois  racines  cubiques  de  Tunité,  Tune 
d'elles  est  réelle  et  égale  à  1  et  les  deux  autres  sont  imaginaires  et 
sont  racines  du  trinôme  x^-\-x-\-i\  nous  décomposerons  donc  le  dé- 
nominateur en  un  produit  de  facteurs,  et  nous  écrirons 

i^x^^iy=={x—i)^{x^-hx-hi)K 

Nous  chercherons  alors  à  décomposer  la  fraction  en  une  somme  de 
termes  de  la  forme 

x^-+-i  A.         B         .O-hD.         Ex 


(x'— 1)2       x—i       (x— 1)2       x*-hx-+-l        (x^-hx-t-i)** 

A,  B,  C,  D,  E,  F  étant  des  coefficients  encore  indéterminés;  en  chas- 
sant les  dénominateurs  et  identifiant  les  polynômes  obtenus,  nous 
obtiendrons  des  relations  qui  permettent  de  calculer  ces  coefficients  in- 
connus ;  nous  aurons  de  cette  façon,  après  un  calcul  élémentaire, 

A  =  0,       B  =  |,        C-0,       D  =  |,        E  =  |,        F=0, 

et  rintégrale  sera  ramenée  à  la  somme  des  trois  suivantes  : 

/*2       dx  ri         dx  r\  xdx 

J  9  (x-i)*       J  9  x2-hx-+-l       J  3  (x«-hx-f-l)«' 

2      1 

La  première  est  égale  à     —  ^ r  î     ^^ous  avons  vu  dans  le 

9  X —  1 

n*  précédent  comment  on  intègre  la  deuxième  ;  nous  allons  appliquer  à 
la  troisième  le  même  procédé  de  calcul  qu'à  la  deuxième  ;  nous  décom- 
poserons le  trinôme     x*  -f-  x  -{-  1      en  une  somme  de  deux  carrés 

(\î       3 

—  j  -I-  — ,    et  nous  ferons  le  changement  de  variable  défini  par 

1  /~^ 

l'égalité  ^  +  "^  ~  1/  T  ^  »   ^^^^  aurons  de  cette  façon  pour  la  deuxième 

intégrale 

n         J^        -   Ç\/'i     dl     _14v/3  (, 

et  pour  la  dernière 


^-     2 
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ri      xdx      ^  fi    idi       riy/â     di 

La  première  intégrale  du  second  membre  renferme  au  numérateur 

tdt   qui  est  la  demi-différentielle  de    r^-f-1,    et  elle  a  pour  valeur 

2       1 

il  ne  nous  reste  plus  qu'à  calculer  la  dernière  qui  ne  se 


9  i^-^{' 

ramène  immédiatement  à  aucune  des  précédentes  ;  pour  la  déterminer, 

i  . 

nous  formerons  la  différentielle  de  tttt'    Q"*  ^^* 

,       /  dt  2t^dt 


nous  remplacerons  au  numérateur  du  dernier  terme  <*  par  (i*  -h  1)  —  \ 
et  nous  aurons 

,       t  dl  2dt      .        2di  dt       ,        2dl 


en  intégrant,  nous  obtiendrons  Tégalité 

dt 


— -^-  =  — arctg/-h2   f 


et  nous  en  déduirons  la  valeur  de  la  dernière  intégrale  ;  elle  s'exprime 
au  moyen  d'une  fraction  rationnelle  et  d'un  arc  tg. 

En  réunissant  les  résultats  trouvés,  et  en  remplaçant    t    par  sa 
valeur,  nous  aurons  finalement 


/: 


(x»— i)«  9x^1       9x*-f-x-f-l         9  V^3 


Remarque.  —  Si  l'ordre  de  multiplicité  de  deux  racines  imagi- 
naires conjugtiées  est  supérieur  à  2,  les  mêmes  procédés  de  calcul  que 
ceux  que  nous  venons  d'employer  conduisent  à  des  intégrales  de  la  forme 

/m TTT      OU       /  — — -;     la  première  de  celles-ci  est  égale  à 

^, ^ — —  :    on  ramène  la  seconde  à  une  autre  de    même  forme, 

2(— n-hi) 

mais  d'exposant  moindre  en  dénominateur,  en  utilisant  la  formule  qui 

donne  la  différentielle  de    — — -    de  la  même  manière  que  Ton  a 

(<*H-i)"-»  ^ 

employé  la  différentielle  de  — dans  l'exemple  précédent. 


CHAPITRE  III 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES 
ET  DES  FONCTIONS  TRANSCENDANTES 


287 .  Cas  d'un  radical  portant  sur  une  fonction  du  premier  degré. 

—  Nous  nous  proposons  d'intégrer  une  fonction  contenant  rationnelle- 
ment d  une  part  la  variable  x  et  d'autre  part  un  radical  portant  sur 
un  polynôme  ou  une  fraction  rationnelle  de  cette  variable  ;  une  telle 
fonction  rentre  dans  la  catégorie  des  fonctions  algébriques  de  x\ 
comme  exemples,  nous  citerons 


x^       .  Ci   .  I r  X* 


2x\Jx  —  K, 


yx  —  î  /l— X* 

Nous  ne  considérerons  ici  que  les  fonctions  renfermant  un  radical  por- 
tant soit  sur  un  polynôme  du  premier  degré,  soit  sur  un  polynôme  du 
second  degré,  soit  sur  une  fraction  rationnelle  du  premier  degré;  le  der- 
nier cas  se  ramène  du  reste  au  deuxième,  car  on  peut  toujours  remplacer  un 

radical  de  la  forme     \/  -^ — —    par    -; r-  \/(ax  -f-  b)  [a'x  -f-  6'  ) 

et  le  dernier  radical  porte  sur  un  polynôme  du  second  degré.  Nous  mon- 
trerons que  par  un  changement  convenable  de  variable  on  ramène 
l'intégration  de  ces  fonctions  à  celle  de  poljnomes  ou  de  fractions  ra- 
tionnelles ;  nous  avons  vu  au  chapitre  précédent  comment  on  intègre 
ces  dernières  fonctions  ;  nous  saurons  donc  trouver  dans  tous  les  cas 
l'intégrale  d'une  fonction  algébrique  de  la  forme  que  nous  venons  dln- 
diquer. 

Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  où  la  quantité  sous  le  radical  est 
du  premier  degré  ;  nous  l'égalerons  au  carré  d'une  nouvelle  variable  et 
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nous  remplacerons  x  par  sa  valeur  en  fonction  de  cette  variable.  Consi- 
dérons par  exemple  la  première  des  deux  fonctions  citées  précédemment  ; 
nous  poserons  x  —  1  =  ^^^  i  étant  la  nouvelle  variable  ;  nous  en  tire- 
rons x=\-{-t^^   ^x  —  \  =t    et  dx  =  2l  (It;    nous  aurons  alors 

li^i^'^^^'y = /[^^^ + 2(1 + ty^cdc. 

L'intégrale  du  second  membre  porte  sur  un  polynôme  entier  et  a 
pour  valeur  2t-\-—  i^ -h—  l^  ]  en  y  remplaçant  t  par  ^x  —  1 ,  nous 

aurons  le  résultat  cherché,  qui  est   '■ — — ^x  —  1 . 

15 

288.  Cas  d'un  radical  portant  sur  une  fonction  du  second  degré. 

—  Supposons  que  la  fonction  sous  le  radical  soit  un  trinôme  du  second 
degré  ax^-4~bx-\-c  ;  nous  considérerons  deux  cas  suivant  que  le  coeffi- 
cient de  x^  est  positif  ou  négatif.  En  faisant  sortir  du  radical  la  valeur 
absolue  de  ce  coefficient,  nous  pouvons  toujours  admettre  que  le  trinôme 
est  ramené  à  l'une  des  deux  formes  x^-{-px-\-q  ou  — x^~{-px-hq  - 

V  cas.  —  Supposons  que  la  fonction  à  intégrer  renferme  la 
variable  x  et  le  radical  ^x-  -\-px-\-q  ;  nous  introduirons  une  nou- 
velle variable  l  définie  par  la  relation 


tz=x-h\/x^-hpx-\-q; 

en  faisant  disparaître'  le  radical,  nous  obtiendrons  une  équation  du 
premier  degré  par  rapport  à  x;  nous  pourrons  exprimer  rationnelle- 
ment au  moyen  de  /,  d'une  part  la  variable  x,  et  d'autre  part  le 
radical,  qui  a  pour  valeur  i  —  x  ;  nous  serons  alors  ramenés  à  intégrer 
une  fonction  rationnelle  de    (. 

Exemple,  —  Soit  à  évaluer  l'intégrale     /  ^==i  ;    posons 

J  \/x^-h\ 


l  =  x-\- ^x^  -h  1  ; 

en  rendant  cette  relation  rationnelle,  nous  avons 

t^  —  i 


i^  —  2(x-hx^  =  x^-i-i,  x  = 


21      ' 
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nous  en  déduisons 


y/x^H-i  =i  —  x=  ^  /    ^  ,  dx  = 


2t     '  2(«     ' 

et  rintégrale  devient 

=  loff  /  -f-  C. 


r_ j^  =  fii = log 


En  remplaçant  l  par  sa  valeur,  nous  avons  finalement 


/ 


dx 


t/x*-hl 


=  log(x+  v^x*  4-  1  )  -f-  C. 


2**  cas .  —  Supposons  que  le  coefficient  de  x'  sous  le  radical  soit 
négatif;  pour  que  le  trinôme  —  x*  -h/?x  -f-  q  soit  positif,  il  est  néces- 
saire qu'il  ait  ses  racines  réelles,  et  que  x  soit  compris  entre  les 
racines  ;  si  nous  les  désignons  par  a  et  h{b>a)y    nous  aurons 

—  X*  -\-px  -hq  =  [x  —  a){b  —  x) . 

Nous  ferons  alors  le  changement  de  variable  défini  par  Tégalité 

X  —  a  =  (6  —  if)^*; 

X  s'exprimera  rationnellement  au  moyen  de  ^^  et  il  en  sera  de  même  du 
radical,  car  on  a  v/(x — a){b  —  x)  =  [/{b  —  x)*^*  =  (6 — x)t;  nousseroDS 
donc  ramenés  à  intégrer  une  fonction  rationnelle  de   t. 

Exemple,  —  Soit  à  déterminer  l'intégrale 


JV  (»-^ 


dx: 

\3  ' 


cette  intégrale  rentre  dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer,  car 
le  coefficient  de    dx   peut  s'écrire    -~ ~  /x(1  — x)    et  le  nouveau 

radical  porte  sur  un  trinôme  dont  le  coefficient  de  x*  est  négatif;  nous 
poserons  x  =  (i — x)l*\    nous  en  tirerons 

f«  ,  2i  dt 

X  = ï  ax  = 


nous  aurons  alors,  en  remplaçant  x   et  dx  par  les  expressions  précé- 
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dentés, 


comme  t  est  égal  à  *  / >    nous  aurons  pour  valeur  de  Fintégrale 

y    i  — X 

289.  Remarque.  —  Parmi  les  intégrales  rentrant  dans  la  catégorie 

— ==  ;    on  sait,   sans  qu'il   soit 

nécessaire  d'employer  un  changement  de  variable,  qu'elle  est  égale  à 
arc  sin  a: -4- C .    On  détermine  quelquefois  les  intégrales  de  la  forme 

/^  en  les  ramenant  à  la  précédente  ;  il  suffit  pour  cela 

^ — x^-\-px-k-q 
de  mettre  la  quantité  sous  le  radical  sous  la  forme  d'une  différence  de  deux 

carrés    yH-4 (^""4)'     et  de  poser     x~  £^  =  ^4  /y-h^; 

on  a  alors 

/dx  r      dt  '    ^      n 

=  1  =  arc  sm  <  -h  C 

=  arc  sin -f-  C . 


s/ 


p* 


Un  changement  de  variable  analogue  permettrait  de  ramener  l'inté- 

,       f*  dx  .  1    *  f*     dt 

grale     |  —====    a  la  forme      j  —^==  que  nous  avons  eva- 

J  Vx^-hpx-hq  Jvi^-\-i       

luée  précédemment,  et  qui  a  pour  valeur  log  (( -f- ^i^  -f-i)  -f-  C . 

290.  Intégration  des  fonctions  trigonométriques .  —  1*'  Cas.  — 

Considérons  d'abord  un  polynôme  entier  par  rapport  à  sin  x  et  cos  x, 
c'est-à-dire  une  somme  de  termes  de  la  forme  A  sin*"  x  cos"  x,  m  et  n 
étant  des  nombres  entiers  positifs  et    A    un  coefficient  constant. 

La  méthode  que  l'on  emploie  pour  intégrer  une  pareille  fonction 


1 
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consiste  à  remplacer  les  puissances  et  les  produits  des  sinus  et  des 
cosinus  par  une  somme  ou  une  différence  de  sinus  ou  de  cosinus  des 
multiples  de  x;   on  se  sert  pour  cela  des  identités 

2  sin*  a  =  i  —  cos  2a , 
2  cos'  a  =  1  -h  cos  2a , 

w 

2  sin  a  sin  6  =  cos  {a  —  6)  —  cos  (a  -f-  6) , 
2  cos  a  cos  b  =  cos  (a  —  6)  -f-  cos  (a  -+-  6) , 
2  sin  a  cos  6  =  sin  (a  -4-  6)  -h  sin  (a  ^  6)  ; 

en  les  appliquant  plusieurs  fois  successivement,  s*il  est  nécessaire,  on 
ramène  la  fonction  à  intégrer  à  une  somme  de  sinus  ou  de  cosinus 
dont  on  détermine  immédiatement  les  intégrales. 

Exemple.  —  Soit  à  évaluer  Tintégrale    f  sïn^xcos^xdx;   on  a 

1  il 

sin*  X  cos*  x  =  —  {\  —  cos  2x)  (1  -f-  cos  2x)  =  - cos*  2a? 

4  4        4 

1        1  /.    .         .   >        1        cos4x 

L'intégrale  a  pour  valeur 

cos  4x  dx       X        sin  4j: 


/t-/ 


8  8  32 


G. 


On  peut  dans  certains  cas  utiliser  les  formules  que  nous  avons 
données  au  n°  192  pour  remplacer  cos"*  x  et  sin*"  x  par  une  somme  de 
sinus  ou  de  cosinus. 

2"  Cas.  —  Il  arrive  fréquemment  qu'une  fonction  dépendant  seu- 
lement de  sin  x  et  cos  x  peut  se  mettre  sous  la  forme  du  produit 
d'une  de  ces  deux  quantités  par  une  fonction  de  Fautre,  c'est-à-dire 
sous  la  forme  /"(sin  x)  cos  a;   ou   f{eosx)s'mx. 

Dans  le  premier  cas,  pour  évaluer  l'intégrale  /^/"(sin  a;)  cos  x  dx 
on  fera  le  changement  de  variable  sin x=u,  d'où  cos  xdx  =  da,  et 
l'on  sera  ramené  à  calculer  l'intégrale  j  f[u)du\  on  fera  de  même 
dans  le  second  cas,  en  posant  cette  fois   cos  x  =  u . 

Exemple.   —  Soit     /tgxdx;   si  nous  y  remplaçons    tgx    par 


coso; 
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»    nous  voyons  qu'elle  rentre  dans  le  cas  que  nous  venons  d'exa- 


miner; en  appliquant  la  méthode  indiquée,  nous  poserons  cosa?  =  u, 
d'où    —  sin  xdx  =  du;    nous  aurons  alors 

rÉI}JLda:  =  ^  r^=:=_logi2-f-C  =  — logcosx  +  C. 
J   cosx  J     a 

3*  Cas.  —  Lorsque  Ton  a  à  intégrer  une  fonction  rationnelle  de  sinx, 
cosx  et  tgx,  un  procédé  général  consiste  à  prendre  comme  variable 

auxiliaire  tg  — =  i;  les  lignes  trigonométriques  précédentes  s'expriment 

rationnellement  au  moyen  de    t,    comme  l'indiquent  les  formules 

2t                            1  — <*  .  2t. 

sin  X  = 1         cos  X  = »         tg  X  = 


dx  est  aussi  une  fonction  rationnelle  de   t  et  de  dt,    car  on  a 

x  =  2arctff<,        d'où        dx  =  - -. 

On  est  alors  ramené  à  intégrer  une  fonction  rationnelle  de    l . 

/dx 
— ;    en  faisant 
sm  X 

la  transformation  précédente,  on  a 

291.  Intégration  des  séries.  —  Nous  avons  vu  (n°  144)  que  si  les 
termes  d'une  série  entière 

y  =  ao-h  flix  H-  a^x^  -1-    .  .  .    -+.  an-iX^~^  -f-  anX^  -t-    .  .  . 

restent  finis  pour  x  =  Xo,  cette  série  est  convergente  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  dont  le  module  est  inférieur  à  celui  de  Xq*,  nous  dé- 
montrerons dans  une  note  placée  à  la  fin  du  volume  qu'elle  est  une 
fonction  continue  pour  toutes  ces  valeurs  de  x. 

Parmi  toutes  les  fonctions  primitives  de  y,  considérons  celle  qui 
s'annule  pour  x  =  0;  nous  allons  démontrer  que  cette  fonction  est 
représentée  par  la  série 

/|r»  nrt*  J*  T*"  1*^  "^ 

Y  =  flo  -r  -^  ^1  -^r  "^  ^*  "5"  ^-     •    •    •      +  ^n-l ^^n T  -+-•••» 

12  3  n  /n-  1 
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dont  les  termes  sont  les  intégrales  des  termes  de  y\  nous  voyons 
d'abord  que  cette  série  est  convergente  en  même  temps  que  la  série 
y,  car  ses  termes  sont' en  valeur  absolue  inférieurs  aux  produits  par 
X  des  termes  con'espondants  de  cette  dernière  série. 

Décomposons  la  fonction  donnée  en  deux  parties  et  posons 

y  =  S„(x)  -h  R„(a;) , 

S„(x)  désignant  la  somme  des  termes  jusqu'à  x^  et  R„(x)  le  reste 
correspondant,  puis  prenons  l'intégrale  définie  des  deux  membres  de 
Tégalité  précédente  entre  les  limites  0  et  x^  x  étant  inférieur  à  Xo 
en  valeur  absolue  ;  nous  aurons 

/   ydx=  I    Sn{x)dx'+-  jh>n[x)dx. 

Comme  y  est  une  fonction  continue,  le  premier  membre  a  une 
valeur  bien  déterminée,  d'après  le  théorème  d'existence  de  l'inté- 
grale définie;  la  première  partie  du  second  membre  est  l'intégrale 
d'Un  polynôme  de  degré    n,    et  elle  a  pour  valeur  (n®  279)  la  somme 

M/  «L>  M/  Mi>ll  «A/ 


i  •  2  '  3  -      n    '        n-Hi' 


cette  somme  est  constituée  par  les   n-f- 1    premiers  termes  de  la  série 
Y .    D'autre  part,  d'après  la  formule  (2)  du  n®  274,  nous  avons 


^'R„(x)(fx  =  xR„(ex), 


0  étant  compris  entre  0  et  1  ;  mais  Rn(Ox)  peut  être  rendu  aussi 
petit  qu'on  le  veut  et  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment; 
nous  en  concluons  que  la  somme  des  /i  +  1  premiers  termes  de  Y  a 
une  limite,  par  suite,  que  la  série  Y  est  convergente  et  que  sa  somme 
est  égale  à  l'intégrale  de   y,   ce  que  nous  voulions  établir. 

ifne  intégrale  indéfinie  quelconque  de  y  ne  diffère  de  la  série  Y 
que  par  une  constante  arbitraire. 

Nous  avons  appliqué  les  considérations  précédentes  au  développe- 
ment en  série  de  log  (1  -4-  x)  et  de  arc  tg  x  (n°  149).  Elles  se  généra- 
lisent au  cas  où  les  termes  de  la  série  à  intégrer  sont  des  fonctions 
quelconques  de  x,  pourvu  que  R„(x)  tende  vers  zéro  lorsque  n 
augmente  indéfiniment,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  dans  l'intervalle 
d'intégration. 


i 
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292.  Cas  où  l'on  connaît  Tintégrale  indéfinie.  —  Lorsque  Ton  sait 
déterminer  Tintégrale  indéfinie  F{x)  d'une  fonction  f{x),  Tintégrale 
définie  de  cette  fonction  entre  deux  limites  a,  b  est  égale,  comme 
nous  l'avons  vu  (n**  278),  à  la  différence  des  valeurs  de  ¥{x)  pour  ces 
limites;  c'est  ce  qu'exprime  l'égalité 


rf{x)clx  =  F{b)^F{a), 


Cette  formule  n'est  démontrée  toutefois  que  dans  le  cas  où  f{x) 
reste  continue  dans  l'intervalle  {a,  b);  de  plus,  si  la  fonction  F{x)  est 
susceptible  de  plusieurs  déterminations,  comme  arc  sinx^  ou  arc  tg  x, 
il  faut  choisir  la  même  détermination  pour  les  deux  limites. 

Supposons  que  l'on  ait  par  exemple  à  calculer  / ;    l'inté- 

grale  indéfinie  est  la  fonction  arctgx-l-C,  et  l'intégrale  définie  est 
égale  à  la  différence  des  valeurs  de  cette  fonction  pour  x^=  i  et 
pour  x=0.  On  doit  choisir  pour  ces  limites  la  même  détermina- 
tion de   arc  tg  x,  et  l'on  prend  ordinairement  celle  qui  reste  comprise 

entre  — —  et  -f-^rî  on  a  alors  arctgi=— »  arctgO  =  0,  etpar 
suite 


X't 


dx 


TT 


-hx^        4 


293.   Cas  d'un  changement  de  variable.  —  Il  arrive  souvent, 
comme  on  l'a  vu  au  n**  281,  que  l'on  détermine  l'intégrale  indéfinie  d'une 
VoGT.  —  Math.  sup.  25 


n 
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fonction  f[x)  en  changeant  de  variable;  si  Ton  pose  x  =  ^(<),  et  si 
(p  [t)    est  une  fonction  continue,  on  a 

ff[x)dx=ff[:i[l)]<^'{l)dt; 

cette  égalité,  dont  nous  représenterons  les  deux  membres  respective- 
ment par  F(x)  et  4>(0  ^^"s  montre,  d'une,  part  que  Ton  obtient  l'in- 
tégrale F(x)  de  f[x)  en  remplaçant  dans  ^[t)  l  par  sa  valeur  en 
fonction  de  x  et,  d'autre  part,  que  <^{t)  se  déduit  inversement  de  F(x) 
en  y  remplaçant   x  par  îp((). 

Supposons  que  Ton  veuille  déterminer  l'intégrale  définie  de  f[x) 
entre  les  limites  a  et  6,  et  que  t  varie  d'une  manière  continue 
entre  deux  nombres  1^  et  ti ,  lorsque  x  varie  de  a  à  b\  on  a 
«  =  ?(^o)i  ft  =  q>(^).  L'intégrale  cherchée  est  égale  à  la  différence 
F(fe)  —  ¥{a)  ;  mais  il  n'est  pas  nécessaire  pour  la  calculer  de  former 
effectivement  la  fonction  F(x),  c'est-à-dire  de  remplacer  t  par  sa 
valeur  en  fonction  de  x  dans  <t>(^)  ;  on  peut  en  effet  remplacer  la 
différence  F(6)  —  F(a)  par  celle  des  valeui*s  que  prend  ^[t)  lorsque 
l'on  donne  à    t   les  valeurs  limites    /o   et   U    car  on  a  manifestement 

F(6)  -  F(a)  =  F[?(<.)]  -  F[9(/.)]  =  *(<.)  -  *(/.)  ; 

il  suffîtdoncde  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale  définie  /    /TtIOJ'P'IO^^ 

entre  les  limites  /q  et  ^i  de  la  nouvelle  variable  correspondant  aux 
valeurs  a   et  6  de  x. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer      /     /l  —  x^dx;    nous  avons  vu 
(n°  281)  qu'en  posant  x  =  sin  f,    on  a 

On  peut  supposer  que    t  désigne  le  plus  petit  arc  en  valeur  absolue 
dont  le  sinus  est  égal  k  x;    cet  arc  croît  d'une  manière  continue  de 

—  —  à  -+-—  lorsque  x  croît  de  — 1  à  -f- 1 ,  il  suffit  alors  de  cal- 
culer  la  différence  des   valeurs  du  dernier  membre  pour  <  =  —  et 

Si 

t  =  —  —  7     différence  que  l'on  représente  par  la  notation 

mi 


[|-^-l1 
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Comme   sin2^  s'annule  pour  les  deux  limites,  cette  différence  est 
égale  à    f  ^-C  — (— f -+-c)=f  ^    et  Ton  a 


294.  Intégrales  trigonom étriqués .  —  Soit  f{x)  une  fonction 
trigonométrique  qui  est  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  sinus 
et  aux  cosinus  de  Tare  x  et  de  ses  multiples  2x,  3a?,  ...  ;  nous 
nous  proposons  de  calculer  l'intégrale  (définie  de  f[x)  entre  les  limites 
0  et  2tz,  En  appliquant  la  méthode  que  nous  avons  indiquée  dans  le 
premier  cas  du  n°  290,  nous  pouvons  remplacer  une  puissance  ou  un 
produit  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  quelconques  par  une  expression 
contenant  linéairement  le  sinus  ou  le  cosinus  des  sommes  ou  des  mul- 
tiples de  ces  arcs  ;  nous  ramenons  ainsi  l'intégration  de  ({x)  à  celle 
de  termes  de  la  forme   sinwix   ou    cos  mx  ou  de  termes  constants. 

Nous  mentionnons  en  particulier  les  intégrales  suivantes,  qui  sont 
souvent  usitées,  et  où  m  et  p  désignent  des  nombres  entiers  quel- 
conques :  • 


(1) 


(2; 


(3; 


(*: 


(3; 


(6' 


(7; 


—  cos  mx 


=  0, 


/      sin  mx  dx=^  ( 

/ 

r'  •   2        j          n^"  \—co^2mx   ;         /x       sin2mxV" 
/      sm*  mx  dx=   I      z dx  =  l 

Jo 


^^  j        /  sin  mxY^      ^ 

cos  mx  dx  =  ( )     ^  U , 

m     /o 


2 


im      /o       ,'^' 


r^^  \-hcos2mx 


cos'  mx  dx=   I       ^-T-^^o^»^}^  j^ 


(x    .    sin2mx\^" 


sin  mx  s\x\.px  dx  =   j 
COS  mx  cospx  dx=   j 


0 


sin  mx  cospx  dx= 


Jo 


cos  (m  — p)x  —  cos  (m  -f-/>)x  , 

cos  (m — p)x-hcos{m-\-p)x  . 

sin  (m -f-/))x-|-sin  (m  —  p)x  . 

2  ^ 


=  0, 


-0, 


=  0. 
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Dans  la  5*  et  la  6%  m  et  p  sont  supposés  différents  ;  dans  la  7% 
m   et  p   sont  quelconques,  égaux  ou  inégaux. 

295.  Séries  trlgonométriques.  —  On  appelle  série  trigonométrique 
une  série  dont  chaque  terme  est,  à  un  facteur  constant  près,  égal  au 
sinus  ou  au  cosinus  de  la  variable  x  ou  de  Fun  de  ses  multiples  entiers  ; 
on  peut  toujours  écrire  une  telle  série  sous  la  forme 

(8)         Ao-l-A|Cosx-|-A2COs2x-|-    •••   -h Ai„ cos ma? -+-   ••• 
-h  Bj  sin  X  -i-'Ba  sin  2x H-   •  •  •   -h  B„  sin  mx -+--.. 

Une  série  trigonométrique,  lorsqu'elle  est  convergente,  représente 
une  fonction  périodique  de  x,  la  période  étant  égale  à  2:r,  car  elle 
reprend  la  même  valeur  lorsqu'on  augmente  ou  diminue  la  variable 
d'un  multiple  de    2ir. 

Ëtant  donnée  une  fonction  quelconque   f{x) ,    on  peut  se  proposer 

de  la  représenter,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et   27c,  par 

une  série  trigonométrique  de  la  forme  précédente  ;  si  le  problème  est 

possible,  et  si    f{x)    est  une  fonction  périodique  de  période  2ir,    elle 

est  égale  à  la  série  pour  toute  valeur  de    x,    mais  si    f{x)    n'a  pas  la 

période    2tz,     elle  ne  peut  coïncider  avec  la  série  que  dans  Tinter- 

* 

valle    (0,  2tt)  ;    la  série  et  la  fonction  ont  des  valeurs  différentes  pour 
les  autres  valeurs  de   x. 

Pour  calculer  les  coefficients  d'une  série  (8)  égale  à  /"(x)  pour  x 
compris  entre  0  et  2:r,  on  détermine  les  intégrales  définies  de  la 
forme  suivante 

/      f{x)dx,  I      f{x)cosmxdx,  1      /"(x)  sinmxrfx, 

m  prenant  toutes  les  valeurs  entières  successives. 
La  première  est  égale  à 

/>2T  /»2:t  /»2W 

/      Aocrx-f-  /      Al  cosxax-H    •  •  •   -h  /      Bi  sinxax+    •  •  •  ; 

le  premier  terme  de  cette  somme  est  égal  à    2TrAo ,    et  tous  les  autres 
sont  nuls,  d'après  les  égalités  (i)  et  (2). 

La  deuxième  intégrale,  pour  une  valeur  donnée  de  m,  est  égale  à 

I      Ao  cos  mx  t/x  -h  /      Al  cos  x  cos  mx  dx 

Jo  Jo 

/»2rt 

4-  /      Bi  sin  X  cos  mxdx 

Jo 


•      a      • 


i 
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d'après  les  égalités  (2),  (4),  (6)  et  (7)  tous  les  termes  de  cette  somme 

/»27r 

sont  nuls,  sauf  le  terme     /      A^  cos^  mx  dx ,    qui  est  égala   TrAm. 
La  troisième  intégrale  est  de  même  égale  à 


/      Ao  sin  mx  dx-\-  1      Ai  cos  x  sin  mx  dx 


Bi  sin  X  sin  mx  ao:  -f-  •  •  •  ; 

d'après  les  égalités  (1),  (3),  (5)  et  (7),  tous  les  termes  de  cette  somme 

Bm  sin^  inxdx,  qui  est  égal  à  tuB^  . 
On  conclut  de  là  que  Ton  a 

Ao  =  — —  /      f[x)dxy  Am  =  —  I      f{x)cosmx  dx, 

Bm  =  —  I      f{x)  sin  mx  dx  ; 

on  obtient  ainsi,  en  donnant  à  m  les  valeurs  entières  successives,  tous 
les  coefficients  de  la  série  (8) . 

Il  resterait  à  voir  si  la  série  ainsi  formée  est  convergente,  et  si 
elle  a  la  même  valeur  que  f(x)  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
entre  0  et  2?!;  cela  a  lieu  pour  les  fonctions  usuelles,  mais  non  pour 
une  fonction  f{x)  quelconque,  et  il  est  nécessaire  que  f{x)  satisfasse 
à  certaines  conditions  ;  nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  de  la  dé- 
monstration, car  cela  nous  entraînerait  trop  loin. 

296.  Valeur  d'une  intégrale  définie  lorsque  Féléuient  différentiel 
devient  infini .  —  Nous  n'avons  défini  Tintégrale     /   f[x)dx  que  dans 

le  cas  où  la  fonction  f{x)  reste  continue  entre   a   et  6;   si  elle  devient 
infinie  dans  l'intervalle  ou  pour  les  limites,  ce  que  nous  avons  dit  ne 

s'applique  plus  et  le  symbole    /    /(-c)  dx  n'a  plus  un  sens  déterminé. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  f{x)  soit  continue  entre  a  et 
by  sauf  pour  x  =  by  où  elle  devient  infinie  ;  considérons  l'intégrale  dé- 
finie de  f{x)  entre  les  limites  a  et  6  —  e,  e  étant  une  quantité  quel- 
conque aussi  petite  que  l'on  veut  ;  cette  intégrale  a  une  valeur  déter- 
minée ;  si  elle  a  une  limite  lorsque    e    tend  vers  zéro,  on  dit  que  le 


1 
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symbole  /    f[x]dx   a    un   sens,    et  sa   valeur    est  par   définition  la 

limite  précédente  ;  si  la  limite  n'existe  pas,  on  dit  que  le  dernier 
symbole  n'a  pas  de  sens  ou  que  l'intégrale  de  f[x)  entre  a  et  6  n'a 
pas  de  valeur  déterminée.  Les  mêmes  définitions  s'appliquent  au  cas 
où  la  fonction  est  infinie  pour  x  =  a  ;  plus  généralement,  si  Ton  sup- 
pose par  exemple  que  fix)  devient  discontinue  pour  a  et  6  et  pour 
une  valeur  intermédiaire   c^    on  considère  la  somme  des  intégrales 

(9)  r~'*f{x)dx^-  f'~''f{x)dx; 

si  cette  somme  a  une  limite  lorsque  61,62»  63, 6^  tendent  vers  zéro 
d'une   manière   quelconque,   cette    limite    est  la   valeur  du  symbole 

f[x)  dx  ;  si  la  somme  (9)  n'a  pas  de  limite,  ce  dernier  symbole  n'a 

pas  de  sens  déterminé. 

Lorsque  l'on  connaît  l'intégrale  indéfinie  ¥{x)  de  f{x),  et  qu'elle 
reste  continue  pour  toute  valeur  de  a:  comprise  entre  a  et  6  inclu- 
sivement, quand  même  f(x)  serait  discontinue,  on  est  certain  que 
la  somme. des  intégrales  (9),  qui  a  pour  valeur 

F(c  —  £,)  —  ¥(a  -h  6,;  -H  F(b  —  6;)  -  F(c  -^  63), 

a  une  limite  lorsque  les  6  tendent  vers  zéro,  et  cette  limite  est  égale 
à   ¥{b)  —  F(fl)  ;   l'intégrale  de   f{x)     entre    a   et   6   a  donc  un  sens 

bien  défini,  et  a  pour  valeur  la  différence  précédente. 

/'•■•■*      dx 
Considérons    par   exemple    l'intégrale      /       — rrr^_-zz.-  ;    l'élément 

différentiel  devient  infini  pour  les  deux  limites  —  1  et  -h  1 ,  mais  l'in- 
tégrale indéfinie  F{x)  =  arc  sin  x  reste  continue  pour  ces  valeurs  ; 
1  intégrale  définie  a  donc  un   sens,   et   a  pour  valeur 


/ 


arc  sm 


in  (-h  1  )—  arc  sin  (—  1)  =  ^  —  (-2^)=  "^  • 

iiOrsqu'on  ne  connaît  pas  l'intégrale  indéfinie  F{x),  on  compare  la 
fonction   fix)   à  une  autre  plus  simple  dont  on  connaît  l'intégrale.  Soit 

par  exemple  l'intégrale     |    4  / — dx,   dont  l'élément  différentiel 

devient  infini  pour  la  limite  supérieure    a  ;    la  fonction   f{x)   reste, 

entre   0    et   a,   constamment  inférieure   à    y/o^— =',     par  suite, 

y  a  —  x 
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la  somme  2/'(x)Aa:    reste  inférieure  à  ya'^^-j='>    et  Ton  a,    en 
passant  à  la  limite,  ^ 

Mais  l'intégrale  indéfinie   /    ,  =  —  2 ya  —  x  -h  C   reste  finie  et 

J  y  a  —  X 

continue  pour  x  =  a^  et  le  second  membre  a  la  valeur  2^  pour 
e  =  0;     par  suite,   Tintégrale  /      f{x)  dx,     qui   va  en    augmentant 

quand  e  tend  vers  zéro  et  reste  inférieure  à  un  nombre  fixe,  a  une 
limite  déterminée. 

Nous  avons  construit  au  n°  221  la  courbe  de  variation  de  f{x) 
entre  0  et  a;  c'est  une  cissoïde,  et  elle  a  une  asymptote  d'abs- 
cisse   a  ;    Taire  comprise  entre  la  courbe,  Taxe  des   x  et  les  droites 

d'abscisses   x  =  0  et  x=^a  —  <   est  égale  à  l'intégrale    /      f{x)  dx 

et  elle  a  une  limite  lorsque  la  dernière  ordonnée  s'approche  de 
l'asymptote,  bien  que  cette  ordonnée  augmente  indéfiniment. 

Plus  généralement,  si  f{x)  devient  infinie  pour  une  valeur  c 
comprise  entre   a   et  6  ou  égale  à  l'une  de  ces  valeurs,  et  si  l'on  peut 

poser  f{x)  ^  /  \m"'  ?(^)  restant  continue  pour  x=:c,  on  dé- 
montre, par  des  raisonnements  analogues  au  précédent,  que  l'intégrale 
de  (fx)  entre  a  et  6  a  un  sens  si  m  est  inférieur  à  1,  et  n'en  a 
pas  si    m  est  égal  ou  supérieur  à    1 . 

207.  Cas  où  les  limites  d*intégration  deviennent  infinies.  —  Nous 
avons  supposé  jusqu'à  présent  que  l'intervalle  d'intégration  {a,  b)  reste 
fini  ;  nous  allons  étendre  la  notion  d'intégrale  définie  au  cas  où  l'une  des 
limites,  ou  les  deux  deviennent  infinies  ;  nous  nous  placerons  d'abord, 
pour  fixer  les  idées,  dans  le  cas  où  la  limite  supérieure  est  infinie. 

Considérons  l'intégrale  /  f{x)  dx^  et  supposons  qu'elle  soit  dé- 
terminée pour  toute  valeur  de  b  supérieure  à  a  ;  si  elle  a  une  limite 
lorsque    b  devient  infini,  on  dit  par  définition  que  cette  limite  est  la 

valeur  de  l'expression  /    f{x)dx\    si   l'intégrale  n'a   pas  de  limite, 

cette  dernière  expression  n'a  pas  de  sens. 

Lorsque  l'on  connaît  l'intégrale  indéfinie  ¥{x)  de  f[x)  et  qu'elle  a 
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une  limite  déterminée  pour  x  croissant  indéfiniment,  on  est  certain  que 
F(6)  —  F(a)  a  une  limite  pour  b  infini  ;  on  en  conclut  que  l'expres- 
sion   /    f[x)dx  a  un  sens  et  que  sa  valeur  est  égale  à   F(oo  )  —  F(a). 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  au  cas  où  a  décroît  indéfiniment. 
Par  exemple,  l'intégrale  définie 


rT^=(«'-'^*«^x 


a  une  limite  pour  b  croissant  indéfiniment  ;  si  l'on  prend  en  effet, 
comme  au  n**  292,  l'arc  compris  entre  — ^  c*  "^"ô"»  arctgoo  a  pour 
valeur  —  ;    on  a  par  suite 


f. 


dx  TZ  . 

=  —  —  arc  tg  a  ; 


i-ha;«        2 


pour  une  raison  analogue,  la  même  intégrale  a  une  limite  lorsque  a 
décroît  indéfiniment,  et  l'on  a 


r^'*        dx       '  TZ   _(_TZ\_ 

J_.     i^x^~2       \      2)-^''' 


Comme  dans  le  numéro  précédent,  on  peut  souvent,  sans  calculer 
l'intégrale  indéfinie,  reconnaître  si  elle  reste  finie  pour  x  infini,  et  si 
l'intégrale  a  un  sens  lorsque  l'une  ou  l'autre  des  limites  deviennent 
infinies  ;  on  compare  pour  cela  l'intégrale  donnée  à  celle  d'une  fonction 

plus  simple.    En  particulier,   si   l'on  peut  écrire  f[x)  =  ^ ^  ^  ^    ^{x) 

restant  fini  pour  x  infini,  on  démontre  que  l'intégrale  de  f[x)  prise 
entre  des  limites  infinies  a  un  sens  pour  m  supérieur  à  1  et  n'en 
a  pas  pour  m    égal  ou  inférieur  à    1 . 

298.  Calcul  approché  des  intégrales  définies.  —  Il  n'est  pas  tou- 
jours possible  d'exprimer  l'intégrale  indéfinie  d'une  fonction  quel- 
conque f[x)  au  moyen  de  fonctions  connues  en  nombre  limité  ;  il 
existe  aussi  des  fonctions,  telles  que  celles  qui  sont  définies  graphi- 
quement ou  par  des  expériences  physiques,  dont  on  ne  peut  repré- 
senter l'intégrale  par  une  formule  analytique.  Lorsque  le  calcul  de 
l'intégrale  indéfinie  d'une  fonction  f[x)   est  impossible  ou  trop  com- 


^ 
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pliqué,  on  évalue  Tintégrale  définie  de  cette  fonction  entre  des  limites 
données  par  des  méthodes  différentes  de  celle  que  nous  avons  indi- 
quée précédemment  ;  ces  méthodes  fournissent  non  une  valeur 
exacte  de  Tintégrale  cherchée,  mais  une  valeur  approchée  suffisante 
dans  la  pratique  ;  on  peut  du  reste  faire  en  sorte  que  Terreur  commise 
soit  aussi  petite  qu'on  le  veut. 

Un  premier  procédé  consiste  à  effectuer  le  développement  en  série 
de  f{x),  d'après  la  formule  de  Taylor  ou  celle  de  Maclaurin  (n°  146)  ; 
si  les  limites  d'intégration  sont  comprises  parmi  les  valeurs  de  x.pour 
lesquelles  la  série  est  convergente,  il  suffît,  d'après  ce  que  nous  avons 
dit  (n**  291),  de  prendre  les  intégrales  définies  des  termes  successifs  et 
de  calculer  la  somme  de  la  série  obtenue.  En  conservant  seulement  les 
premiers  termes  de  cette  série,  on  obtient  une  valeur  suffisamment 
approchée  de  l'intégrale  définie. 

Exemple.  —  Soit  à  déterminer  l'intégrale  /  sin  -— -  dx  ;  d'après 
la  formule  donnant  le  développement  en  série  de   sinx  (n°  147),  on  a 


sm 


TtX* 


^-KX^        {  /tcx^Y         1     /  7ix^  Y  _ 
"~2         6V2/"^120V2/ 


la  série  est  convergente  quel  que  soit  x  ;   en  intégrant  entre  0  et  x, 
on  a 

j^s.n-^rfx  =  ----^-j-  +  — (^^j— -    ... 

En  faisant    x  =  1 ,   on  a  pour  valeur  de  l'intégrale  cherchée 
0,5  236  —  0,0  875  -h  0,0  069  —  0,0  003  H-    ...   =  0,446, 
à  un  miUième  près. 

299.  Méthode  des  trapèzes.  —  Pour  calculer  l'intégrale  définie 
de  la  fonction  /(x)  entre  a  et  ^,  h  étant  plus  grand  que  a,  il 
suffit,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  275,  de  déterminer  l'aire 
comprise  entre  la  courbe  représentative  de  cette  fonction,  l'axe  des 
oc  et  les  ordonnées  d'abscisses  a  et  b\  chaque  portion  de  cette 
aire  est  prise  positivement  ou  négativement  suivant  qu'elle  est  située, 
par  rapport  à   Ox^    du  côté  des  y  primitifs. ou  du  côté  opposé. 
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Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  f{x)   garde  un  signe 

constant,  et  est  positif  entre 
a  et  b.  Soient  AB  (fig.  82)  la 
courbe  représentative  de  f{x] 
entre  ces  limites,  PA  et  QB 
les  ordonnées  des  points  A  et 
B  dont  les  abscisses  sont  égales 
à  a  et  b;  nous  obtiendrons 
une  valeur  approchée  de  Taire 
PABQ  en  inscrivant  dans  Tare 
ÂB  un  polygone  AA1A2  .  . . , 
traçant  les  ordonnées  PA,  PiAi, 
P2A2 ,    .  .  .   des  sommets  de  ce 


polygone  et  évaluant  la  somme  des  aires  des  trapèzes  inscrit* 
PAAiP, ,  P,A,A2P2,  ....  Ordinairement,  on  partage  le  segment  PQ 
de  Taxe  des    x   en  parties  égales  ;  si  n  est  le  nombre  de  ces  parties, 


chacune  d'elles  a  pour  valeur 


b  —  a 


n 


;    en  désignant  par  ^o^yn 


y„_,,y„    les  valeurs  des  ordonnées  des  points   A,  A,,   .  .  .  ,    B,  cal- 
culées ou  mesurées  sur  la  figure,  la  somme  des  trapèzes  a  pour  valeur 


a 


2n 
ou  bien 


iyo-hyi) 


b  —  a 


b  —  a 
2/1 


Cvi  -^  y*) 


2/1     ^ 


n— 1 


y«)i 


/i      [       2 


2/1-+- y2 


^-1 


Une  modification  a  été  apportée  à  cette  méthode  par  Tchebitcheff; 
on  obtient  une  valeur  très  approchée  de  Taire  en  déterminant  seule- 
ment six  ordonnées  de  la  courbe.  A  partir  du  milieu  du  segment  PQ, 
on  porte  sur  Taxe  des  x,  et  de  part  et  d'autre  de  ce  milieu,  des 
longueurs  égales  à 


0,267 


b  —  a 


0,422 


b  —  a 


0,866 


b  —  a 


2  ---      2  ^' —      2 

et  Ton  calcule  les  six  ordonnées  correspondantes  ;  la  formule 


S  = 


a 


6 


(yi  -^-y2-hyi  +  .y4-hy5-+-y6) 


donne  une  valeur  approchée  de  Taire. 
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300.  Méthode  par  intei-polation .  —  Si  Ton  connaît  seulement  les 
valeurs  de  la  fonction  f[x)  pour  les  valeurs  Xq  ,  aii ,  0:2  ?  .  .  .  a:„  de  la 
variable  comprises  entre  a  et  6  ou  égales  à  ces  limites,  on  sait  dé- 
terminer, parla  formule  de  Lagrange  (n°  152)  ou  par  celle  de  Newton 
(n'' 154),  un  polynôme  u  de  degré  n,  qui  prend  les  mêmes  valeurs  que 
f[x)  pour  ces  n  -{- 1    valeurs  de  la  variable. 

En  substituant  à  f[x)  ce  polynôme,  et  en  en  prenant  l'intégrale 
définie  entre  a  et  h,  on  obtient  une  valeur  approchée  de  l'intégrale 
de  fix)   entre  les  mêmes  limites. 

301;  Dérivée  d'une  intégrale  définie  par  rapport  à  un  paramétre. 

—  Supposons  que  Ton  intègre  entre  deux  limites  a  et  6  une 
fonction  f[x,  a)  dépendant  de  la  variable  x  d'intégration  et  d'un 
paramètre  a  ;  Tintégrale  sera  une  fonction  de  ce  paramètre  en  même 
temps  que  des  limites;  nous  la  représenterons  par  ¥[a,  b,  a),  et  nous 
écrirons 

¥{a,b,oi)=   Tfix,  tx)dx; 

nous  nous  proposons  de  déterminer  la  dérivée  de  F  par  rapport  à  a. 

Nous  nous  limiterons  au  cas  où  a  et  6  sont  indépendants  du 
paramètre;  en  donnant  à   a  un  accroissement   Aa,    nous  aurons 

F(a,  b,  a-}-Aa)=  ff{x,  a-f-Aa)t/x. 

Supposons  que  f{x,  ot)  possède  des  dérivées  du  premrer  et  du 
second  ordre  par  rapport  à  a,  et  écrivons,  en  appliquant  la  formule  de 
Taylor 

r-           .    K^        ri         ^    .    .     ^/"(^;  «)         Aa*  ô^^x,  a -h  6Aa)  . 
f\Xy  a-f-Aa)  =/-r»  aj  -h  Aa    ^  \  ^     ^  -4-  -^ *      \  .> -\ 

supposons,  de  plus,  que  le  dernier  terme  soit  une  fonction  de  x  finie 
et  continue  dans  l'intervalle  d'intégration. 

L'intégrale  de  f{x,  «-4-  Aa)  est  égale  à  la  somme  des  intégrales 
des  trois  termes  du  second  membre  de  la  relation  précédente  ;  comme 
Aa     est  une  constante  quand  x  varie,  nous  avons 

F(a,  6,  a-4-Aa)=    TVl^,  «W^  +  Aa   TM^l^dx 

Ja  Ja  Ôa 


Aa« 


Ja  ^^^ 
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nous  en  concluons 


Lorsque   Aa   tend  vers  zéro,  le  dernier  terme  est  le  produit  de  — 

par  une  intégrale  qui  reste  finie  d'après  les  hypothèses  faites,  et  ce 
terme  tend  vers  zéro;  nous  en  concluons  que  le  premier  membre  a  une 
limite,  et  que  cette  limite  est  égale  au  premier  terme  du  second  membre, 
ce  que  nous  exprimons  par  la  formule 


ôa  Jn         ôa 


Nous  pouvons  donc,  dans  le  cas  où  les  limites  a^h  et  la  fonction 
f[Xy  a)  remplissent  les  conditions  données,  énoncer  le  résultat  sui- 
vant : 

Théorème.  —  La  dérivée  de  V intégrale  définie  d'une  fonction 
f(x,  a)  par  rapport  au  paramètre  a  est  égale  à  l'intégrale  définie 
de  la  dérivée  de  cette  fonction  par  rapport  à  ce  paramètre. 


1 


r 


CHAPITRE  V 


APPLICATIONS  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES 


302.  Aire  des  surfaces  planes  •  —  En  coordonnées  rectangulaires, 
Faire  comprise  entre  un  arc  de  courbe  y  =  f{x),  Taxe  des  x,  et  les 
ordonnées  d'abscisses  a  et  6  (6  >>  a)  est  fournie,  comme  nous  Tavons 
\u  au  n°  275,  par  Tintégrale  définie 


J^ydx  ; 


si  y    est  positif,  cette  intégrale  est  positive  et  donne  la  valeur  absolue 

de  Taire  ;  si  y  est  négatif,  Tintégrale  est  néga- 
tive et  donne  la  valeur  de  Taire  prise  en  signe  con- 
traire. Nous  allons  considérer  quelques  exemples. 

Parabole.  —  Soit  la  parabole  représentée 
par  Téquation  y^  =  2px  {fig,  83)  ;  soit  OM  un 
arc  de  cette  courbe  situé  dans  Tangle  positif  des 
axes  de  coordonnées  entre  Torigine  et  un  point  M 
d'abscisse  donnée  b;  Taire  comprise  entre  cet 
arc.  Taxe  des  x  et  Tordonnée  PM  du  point  M 
est  égale  à 

rydx=   r[2pyx^dx. 


Fig.  83. 


L'intégrale  indéfinie  est  égale  à  ^  [2p)  ^x^  ;  en  la  prenant  entre  les 
limites  0  et  6,  on  a 


1       3 


aire  OMP 


\[2pyb^=^bs/lpb', 


2  A  2    —A 
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comme  le  produit  b^2pb  est  égal  à  OPxPM  et  représente  Taire 
du  rectangle  OQMP,  on  voit  que  Taire  OMP  est  égale  aux  deux  tiers 
de  celle  de  ce  rectangle. 

Hyperbole.  —  Soit  Thyperbole  équilatère  rapportée  à  ses  asymp- 
totes et  représentée  par  Téqua- 
tion  xy  =  ky  k  étant  un 
nombre  positif  (fîff.  84)  ;  soient 
A  et  B  deux  points  de  la  courbe 
d'abscisses  positives  a  et  6  ; 
Taire  PABQ,  comprise  entre 
Tare  AB,  Taxe  des  x  et  les 
ordonnées  PA  et  QB  de  A  et  B , 
est  égale  à 


^ 


/    ydx== 

'a 


kdx 


Fig.  84. 


Ja         X 

A(log  b  — 
6 


log  a) 


=  A  log 


a 


Si    a    et   A:    sont  égaux  à  Tunité,  Taire  est  égale  à   log  6. 

Aire  intérieure  à  l'ellipse.  —  Soit  Tellipse  représentée  par  Téquation 

— j-  -+-4j  —  i  =  0  î    Taire  du  quadrant  compris  dans  Tangle  positif  des 

axes  de  coordonnées,  entre  la  courbe  et  ces  axes,  est  égale  à  Tintégrale 

/   ydx.   Pour  Tévaluer,  il  est  plus  simple  de  changer  de  variable  et 

d'exprimer  x  et  y  au  moyen  du  paramètre  angulaire  (p  (n°  92)  ;  on  a 

x=  a  cos ç,        y  =  6 sin  <p ,         d'où         dx  =  —  a  sin ç df  ; 

Tintégrale  indéfinie   I  ydx  est  alors  égale  à    /( — a6  sin^  9)  ^o  ;    on  ob- 
tient sa  valeur  en  remplaçant  sin*cp  par  ^ — Tîî.,   ce  qui  donne 


/  ( —  ab  sin*  çp)^/^  =   /  j  —  ab~ 


—  cos  2gp 
2 


]d9 


—  a6(p       ab  sin  2^       _ 
=  —2 ' 4 ^^- 
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7C 


Lorsque  x  varie  de  0  à  a,  cp  varie  de  —  à  0;  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  au  n°  293,  l'intégrale  cherchée  est  égale  à  la  différence  des 

valeurs  de  Tintégrale  indéfinie  précédente  pour  <p  =  0   et  ^  =  ^  '   et 

ah 
cette  différence  est  égale  à    — r—  ;     comme  elle  représente  Taire  d'un 

4 

quadrant,  on  en  conclut  que  Vaire  intérieure  à  V ellipse  est  égale  à   nab . 


Fig.  85. 


303.  Cas  d'une  courbe  fermée.  —  Considérons  {fig.  85)  ime  courbe 

fermée  C;  supposons,  pour  simpli- 
fier, qu'elle  ne  se  coupe  pas,  et  qu'elle 
n'est  rencontrée  par  une  parallèle 
à  Oy  qu'en  deux  points  tels  jue 
Mo  et  Ml .  Pour  évaluer  l'aire  inté- 
rieure à  cette  courbe,  nous  tracerons 
d'abord  les  tangentes  parallèles  à 
Oy  ;  soient  A  et  B  leurs  points  de 
contact,  PA  et  QB  les  ordonnées 
de  ces  points  ;  l'aire  comprise  à  l'in- 
térieur de  C  est  égale  à  la  différence 

entre  les  aires   PAMiBQ,   PAMoBQ,   limitées  par  l'axe  des   x,    par  les 

ordonnées  extrêmes  et  par  les  arcs  AMiB   et   AMqB  . 

Si    a  et  6    sont  les  abscisses  des  points    A   et  B ,   si   ^o   ^t    i/i 

désignent  les  ordonnées  NM©,   NMi    des  points  de    C  correspondant 

à  une  même  abscisse   x,    yi  étant  !>yoî   nous  aurons  pour  valeur 

de  l'aire  cherchée 

ry^dx—  lyodx=  l{yi  —  yo)dx, 

U  t/  a  %J  a 

On  vérifie  sans  peine  que  cette  formule,  démontrée  dans  le  cas  où 
yo  et  i/i  sont  positifs,  s'applique  encore  au  cas  où  la  courbe  C  est 
coupée  par  l'axe  Ox  ou  lorsqu'elle  est  placée  par  rapport  à  cet  axe  du 
côté  des  y  négatifs. 


304.  Cas  des  coordonnées  polaires .  —  On  se  propose  ordinaire- 
ment en  coordonnées  polaires,  d'évaluer  l'aire  d'un  secteur  compris  entre 
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un  arc  AB  de  courbe,  et  les  rayons  vecteurs  OA  et  OB  aboutissant 

aux  extrémités  de  cet  arc  [fig.  86). 

Soit  p  =  /"(ô)  Téquation  de  la  courbe 
donnée,  60  et  ôi  >  60  les  angles  polaires 
des  points  A  et  B  ;  partageons  Tangle 
61  —  Go  en  un  certain  nombre  de  parties 
telles  que  MON  dont  nous  ferons  croître  le 
nombre  indéfiniment,  tandis  que  chacune 
d'elles  tendra  vers  zéro  ;  soient  p  et  6  les 
coordonnées  du  point  M ,  p  -h  Ap  et  6  -f-  Aô 
celles  du  point    N . 

L'aire    MON    est  comprise  entre  les  aires 

des  secteurs  de  cercle   MON'  et  M'ON  d'angle  AÔ  et  de  rayons  p  et 

p*Ae 
p-hAp;    les  mesures  de  ces  secteurs  sont  respectivement       ^       et 

(p_f_Ap)«A6 

^ -^ >    et  ces  quantités  infiniment  petites  ont  même  partie  prin- 

p»Ae. 


Fig.  86. 


cipale  égale  à 


2 


la  partie  principale  de  Taire  du  secteur  infini- 


ment petit  MON  est  donc  aussi  égale  à  la  valeur  précédente. 

La  limite  de  la  somme  des  secteurs   MON  est  égale,  d'après  le 
théorème  fondamental  du  n°  272,  à  la  limite  de  la  somme  de  leurs  par- 

lies  principales,  c'est-à-dire  de  la  somme   2-^-ô — '    si  p  est  une  fone- 

tion  continue  de  0,  on  sait  que  cette  somme  a  une  limite,  et  cette 
limite  est  égale  à  l'intégrale  définie 


r 


2    ' 


cette  intégrale  est  la  valeur  de  l'aire  du  secteur  AOB. 

Exemple,  —  La  lemniscate  (n°  221  )  a  pour  équation  p*  =  2a*  cos  26  ; 
l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  les  directions  positives  des  axes  de 
coordonnées,  c'est-à-dire  la  moitié  de  la  boucle,  est  comprise  entre  les 

rayons  dont  les  angles  polaires  sont  6  =  0    et    6  =  y  ;    elle  a  pour 
^  ic  4  • 

valeur     H ^^  =.   p"  a2cos26  c/Ô. 

L'intégrale  indéfinie  est  égale  à  — — ,    et  l'intégrale  définie 
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a* 


à    —  ;    Taire  de  la  boucle  entière,  qui  en  est  le  double,  est  donc 
égale  à    a^. 

305.  Rectification  des  courbes.  —  Considérons  d'abord  une  courbe 
plane.  Nous  avons  dit  (n*  161)  que  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  est 
la  limite  du  périmètre  d'une  ligne  polygonale  inscrite  dans  cet  arc, 
lorsque  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment,  chacun  d'eux  ten- 
dant vers  zéro.  Nous  supposerons,  pour  nous  placer  dans  le  cas  général, 
que  les  coordonnées  a;  et  y  d'un  point  de  la  courbe  sont  des  fonctions 
d'un  même  paramètre  t . 

Un  côté  infiniment  petit  de  la  ligne  polygonale  a  pour  valeur 
v/Ax*  -4-  Ay* ,  et  sa  partie  principale  est  la  quantité  que  l'on  obtient  en 
remplaçant  Ax  et  Ly  par  leurs  parties  principales,  c'est-à-dire  par 
les  différentielles  dx  et  dy  qui  ont  pour  valeur  x\^i  et  y/A^  La 
limite  de  la  somme  des  côtés  de  la  ligne  polygonale  est,  d'après  le  théo- 
rème fondamental  du  n°  272,  égale  à  la  limite  de  la  somme  des 
paiiies  principales,  c'est-à-dire  à  2/^x*-f-c/y*  ou  à  ^>Jx'{^^y\^^i\ 
si  X  et  1/  sont  des  fonctions  continues  de  iy  ainsi  que  leurs  déri- 
vées, V^xi*-}-y!*  est  aussi  une  fonction  continue,  et  la  somme  précé- 
dente a  une  limite  égale  à  l'intégrale  définie      ( ^ x'^ -\- y'^dt   prise 

entre  les  limites  attribuées  à  t\  on  en  déduit  que  l'arc  s  de  la  courbe 
est  représenté  par  l'intégrale  précédente  ;  en  remplaçant  x[di  et  y[di 
par   dx  et   dy^    on  écrit  cette  intégrale  sous  la  forme 


s=  Çs/dx^-^dy^. 


On  déduit  de  là  que  la  différentielle    ds   de  Tare  a  pour  valeur 


ds  =  )/dx^-^dy^\ 

nous  avons  déjà  employé  cette  formule  dans  les  applications  géomé- 
triques du  calcul  différentiel  ;  on  en  déduit  aussi  que  le  rapport  d'un 
arc  à  sa  corde  a  pour  limite  l'unité  ;  en  effet,  d'après  le  théorème  du 

n**  155,  cette  limite  est  égale  au  rapport  des  différentielles  de  ces  deux 

ds 
Cl  nantîtes,  et  ce  rapport    — ====    est  égal  à  l'unité. 
^  \/dx'-^-dy^  ^ 

Si   X   est  la  variable  indépendante,  et   y    une   fonction  donnée 
VoGT.  —  Math.  sup.  26 
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de   X,    on  a   dy  =  y'dx,    de  sorte  que  Tare  est  donné  par  la  formule 

s—  r*V*  -+-y"  dx, 

tJ  Xa 


Exemple.    —    Considérons  Tellipse   représentée  par    Téquation 
—  H-  yy  —  1=0;    eh  considérant  x  comme  variable  indépendante, 


a:*        y 
on  a 


y=  —  f/a^—x^,  y'=  — 


bx 


«  ^  a^a^  —  x^' 

la  longueur  de  Tare  d'ellipse  compris  entre  les  points  d'abscisses  Xq 
et    Xi   est,  en  appliquant  la  formule  précédente,  égale  à 


s 


^    P  /fl.4  _  (^2  _  6^)j.2 


Pour  simplifier  cette  intégrale,  on  pose   x  =  at;    en  introduisant 

l'excentricité  e   définie  par  e  =  —  =  ~ 1    et  en  désignant  par 

/o   et   ti  les  valeurs  de    /  correspondante  Xo  et  Xi,    on  obtient 

=  dt. 


eH^) 


On  est  ramené  à  évaluer  l'intégrale  d'une  fonction  algébrique; 
elle  renferme  un  radical  portant  sur  un  polynôme  du  quatrième  degré. 
On  ne  peut  évaluer  cette  intégrale  au  moyen  des  fonctions  élémentaires, 
et  elle  constitue  une  fonction  transcendante  nouvelle  que  Ton  appelle 
intégrale  elliptique  parce  qu'elle  se  présente,  comme  on  le  voit,  dans 
le  calcul  des  arcs  d'ellipse. 

Lorsque  e  est  petit,  on  obtient  une  valeur  approchée  d'un  arc 
d'ellipse  en  développant  l'élément  différentiel  en  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  de  e^  et  calculant  les  intégrales  des  termes  de  la  série 
ainsi  formée. 

306.  Pour  déterminer  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  en  coordon- 
nées polaires,  on  remplace,  comme  nous  l'avons  vu  (n°  170),  dx^-{-dy- 
par  Jp2  -+-  p*  J6'^  ;  on  a  alors  à  évaluer  une  intégrale  dont  l'éléraent 
différentiel  est 

ds^^^dc^-hp^db^- 
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La  longueur  d'un  arc  de  courbe  gauche  est  la  limite  du  périmètre 
d  une  ligne  polygonale  inscrite  dans  la  courbe,  lorsque  le  nombre 
des  côtés  augmente  indéfiniment,  chacun  d'eux  tendant  vers  zéro. 

Un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n^  précédent  montre  qu'elle 
est  égale  à  une  intégrale  dont  l'élément  différentiel  est 


ds  =  sjdx^  +  c/i/«  -f-  dz^ . 


X 


307.  Évaluation  des  volumes.  —    Pour    déterminer    le  volume 
compris  à  l'intérieur  d'une  surface  donnée,  et  limité  par  deux  plans 

parallèles  [fig.  87),  on  le 
décompose  en  tranches 
infiniment  petites  par 
des  plans  parallèles  à  ces 
deux-là,  et  l'on  détermine 
la  limite  de  la  somme  de 
ces  tranches.  Supposons 
que  l'on  prenne  des  axes 
de  coordonnées  tels  que 
les  plans  sécants  succes- 
sifs soient  parallèles  au 
plan  des  xy  ;  soient  Ao 
et  Al  les  cotes  des  plans 
extrêmes  limitant  le  vo- 
lume, z  celle  d'un  plan 
intermédiaire  quelconque  P  et  z-\-  \z  celle  du  plan  voisin  P'.  L'aire 
dune  section  quelconque  varie  en  général  avec  z  ;  désignons  par  A(z) 
sa  valeur;  le  volume  infiniment  petit  compris  entre  les  plans  P  et  P' 
diffère  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  lui  du  volume  d'un 
cylindre  dont  la  hauteur  est  Az  et  dont  la  base  est  la  section  par  le 
plan  P;  ce  dernier  volume  a  pour  valeur  A(z)Az  et  constitue  la  partie 
principale  de  la  tranche  comprise  entre  les  plans  P  et  P'  à  l'intérieur 
de  la  surface  donnée.  Le  volume  total  compris  entre  les  plans  extrêmes 
est,  d'après  le  théorème  fondamental  du  n°  272,  égal  à  la  limite  de  la 

somme  de  ces  parties  principales,  c'est-à-dire  la  limite  de   2A(z)Az; 
si   A(z)    est  une  fonction  continue  de    z,     cette  limite  existe  et  est 


Fig.  87. 
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égale  à  l'intégrale 

(1)  v=  r'k[z)dz. 

Considérons  par  exemple  Tellipsoïde  représenté  par  Téquation 

et  cherchons  le  volume  intérieur  à  cet  ellipsoïde.  Si  nous  le  coupons 
par  un  plan  de  cote    z,    la  section  est  une  ellipse  dont  Téquation  est 


£1  ,  r ^i _i: 

flî  "*"  62  c« 


ou  bien 


+        y'     ..-1-0 


Sous  cette  forme,  nous  voyons  que  les  demi-axes  de  cette  ellipse  ont 
pour  valeurs 

la  surface  de  la  section  est  égale  à   i:a'b'   (n°  302)  ;  nous  aurons  donc 

A(z)  =  u«6  (l  — ^) . 

Le  volume  s'étend  entre  les  plans  extrêmes  de  cotes  —  c   et   -h  c; 
il  a  pour  valeur  l'intégrale 

V  =  £'  r.ab  (i  -  ^ )  dz  =  .«6  {z  -  £-)^'  =  I  .abc. 

4 
Lorsque    a  ^=b  =  c,    on  retrouve  le  volume  de  la  sphère  —Tza^. 

o 


308.  Volumes  de  révolu! Ion.  —  La  méthode  précédente  s'applique 
en  particulier  à  la  recherche  d'un  volume  de  révolution,  ou  d'une  por- 
tion d'un  tel  volume  comprise  entre  deux  plans  perpendiculaires  à 
l'axe.  Prenons  l'axe  de  révolution  comme  axe  des  z,  et  désignons  par 
r  le  rayon  d'un  parallèle  de  cote  z  ;  l'aire  de  ce  parallèle  a  pour  valeur 
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Tcr^;  nous  avons  donc,  en  appliquant  la  formule  (1), 
(2)  V=  pi:r*dz. 

Comme  exemple,  considérons  le  volume  du  segment  sphérique  compris 
entre  la  surface  d'une  sphère  de  rayon  R  et  deux  plans  parallèles 
dont  les  distances  au  centre  sont  ho  et  Ai.  En  prenant  Forigine  au 
centre  de  la  sphère,  et  Taxe  des  z  perpendiculaire  aux  bases  du  segment, 
nous  avons   r*  =  R^  —  z*,    d'où,  en  appliquant  la  formule  précédente, 


V=   r'-K{R^—z^)dz  =  n(R^z  —  ^\ 


3  \A, 
An 


=  x(A,  -  Ao)  (R'  -  Mdlhh^hM\  ; 


on  peut  vérifier  que  celte  formule  est  identique  à  celle  que  Ton  donne 

en  géométrie  : 


\  = 


tzh 

"ë" 


(^2_^3^2_^3;,'2^^^ 


compris 


c'est  la 
limitant 
celle  de 


où    h   est  la  hauteur  du  segment,  r 
et  r'  les  rayons  de  ses  deux  bases. 

Comme  autre  exemple,  considé- 
rons le  paraboloïde  de  révolution 
engendré  parla  rotation  de  la  parabole 
0-2  =r  2pz  autour  de  Oz  [fig.  88)  ;  le 
rayon  du  parallèle  de  cote  z  est 
égal  à  la  valeur  de  x  fournie  par 
l'équation  de  la  méridienne,  de  sorte 
que  l'on  a  Tzr'^  =  2T:pz,  Le  volume 
entre  le  sommet  et  un  parallèle  de  cote   /ii  a  pour  valeur 

V  =    r^  2T:pz  dz  =  UpzA  '  =  Tzph\  ; 

moitié  du  volume  du  cylindre  dont  la  base  serait  le  parallèle 
le  segment  de  paraboloïde  considéré  et  dont  la  hauteur  serait 
ce  segment. 


Fig.    88. 


309.  Aire  d'une  surface  de  révolulion.  —  L'aire  d'une  surface  de 
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révolution  comprise  entre  les  plans  de  deux  parallèles  est  la  limite  de 
la  somme  des  aires  latérales  des  troncs  de  cône  engendrés  par  les  côtés 
d'une  ligne  polygonale  inscrite  dans  la  méridienne  de  cette  surface, 
lorsque  les  côtés  de  cette  ligne  tendent  vers  zéro,  leur  nombre  augmen- 
tant indéfiniment. 

Soit  [fîg.  88)  AB  un  côté  de  la  ligne  polygonale,  r  et  r-k-\r 
les  rayons  ka  et  Bfc  des  parallèles  des  points  A  et  B;  Taire 
latérale  du  tronc  de  cône  engendré  par  AB  est 

7c(Aa  -h  B6)AB  =  7r(2r  -h  Ar)  x  AB . 

La  partie  principale  de  la  parenthèse  est  2r;  celle  de  AB  est  la 
même  que  la  différentielle  ds  de  Tare  AB  de  la  méridienne  ;  la  partie 
principale  de  Taire  infiniment  petite  est  par  suite  égale  à  2'i:rds,  et 
Taire  elle-même  est  égale  à  la  limite  de  la  somme  de  ces  parties  princi- 
pales, c'est-à-dire  à  Tintégrale 

A=    r2T:rds 


=/ 


étendue  à  Tare  de  méridienne  engendrant  Taire  considérée. 

Exemple,  —  Considérons  le  segment  de  paraboloïde  de  révolution 
dont  nous  avons  évalué  le  volume  au  n°  précédent  ;  la  différentielle  de 
Tare  de  la  méridienne  est  ds  =  ^dx^  -\-  dz^ ,  et  comme  on  a  x  =  ^2pz , 


on  trouve  dx  = 


=  P^,        d,  =  jE^^dz. 


/ 


v/2/)z'  ^'^       V        2z 

Comme   r   est  égal  à   ^2pz ,    on  a 

A=   /  271 //?(/) -h  2z)rfz 


2 


L'intégrale  indéfinie  est    -^  izip  -f-  2z)  //>(/>  -4-  2z)  ;     en  prenant 
cette  intégrale  entre  les  limites    0  et   Ai ,    on  a 

2 


A  =  y  ^[(/>  +  2/iOV^j^^T2)^-/>^]. 


310.  Moment  d'inertie  d'un  volume  de  révolution.  —  Etant  donné 
un  solide  homogène,  dont  la  masse  de  Tunitéde  volume  est  représentée 
par   fjL,    on  appelle  moment  d'inertie  par  rapport  à  une  droite  d'un 
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élément  de  volume  infiniment  petit  At;  de  ce  solide  entourant  un 
point  M,  le  produit  de  la  masse  de  cet  élément  par  la  distance  du 
point  M  à  la  droite  ;  il  est  égal  à  [jl  r*  Ai?,  si  r  est  la  distance  précé- 
dente. Le  moment  d'inertie  du  corps  est  la  limite  de  la  somme  de  ceux 
des  éléments  infiniment  petits  de  volume  dans  lesquels  on  peut  le  dé- 
composer, lorsque  ces  éléments  tendent  vers  zéro,  leur  nombre  croissant 
indéfiniment. 

Considérons  un  corps  de  révolution  homogène  ;  nous  allons  déter- 
miner son  moment  d'inertie  par  rapport  à  son  axe  ;  pour  cela,  nous 
décomposerons  le  volume  en  couronnes  par  des  cylindres  ayant  pour 
axe  Taxe  de  révolution,  et  dont  les  rayons  croissent  de  quantités  infini- 
ment petites.  Soient  r  et  r-h-Ar  les  rayons  de  deux  cylindres  consé- 
cutifs, h  et  A  -f-  AA  les  hauteurs  de  ces  deux  cylindres  dans  le  corps 
de  révolution.  La  surface  comprise  entre  les  cercles  de  base  de  ces  deux 
cylindres  est  égale  à  7r(r  -h  Ar)^  —  izr^  =  tt  Ar(2r  -f-  Ar)  et  a  pour 
partie  principale  27rr  Ar;  le  volume  annulaire  compris  entre  les  deux 
cylindres  est  égal  au  produit  de  l'aire  précédente  par  une  hauteur 
intermédiaire  entre  h  et  /i-f-AA,  et  la  partie  principale  de  ce  volume 
infiniment  petit  est  égale  à   2Tzrh  Ar;   sa  masse  est  fx27rr/i  Ar. 

La  distance  des  différents  points  de  ce  volume  à  l'axe  est  comprise 
entre  r  et  r-f-Ar,  et  a  r  comme  partie  principale  ;  on  en  conclut 
que  le  moment  d'inertie  du  volume  annulaire  a  pour  partie  principale 
[A2irr'A  Ar.  Celui  du  volume  total  sera  la  limite  de  la  somme  de  ces 
parties  principales,  et  sera  égal  à  l'intégrale 


/ 


tj.2'Kr^h  dr 


étendue  aux  valeurs  extrêmes  entre  lesquelles  est  compris     r. 

Comme  exemple,  considérons  le  volume  compris  entre  deux  cy- 
lindres de  rayons  To  et  r, ,  et  de  même  hauteur  A.  Dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  h  est  constant  lorsque  r  varie,  et  le  moment  d'inertie 
est  égal  à 

{X  2Tzh   P  r^dr  =  a  2T:h  (  r  "  4)  ' 

Remarquons  que  le  volume  du  corps  considéré  est  égal  à  7c(r7  —  rl)hy 
et  que  sa  masse  est  égale  à   [X7r(rJ  —  r-;)h  ;    si  on  la  représente  par    M , 

le  moment  d'inertie  a  pour  valeur   M  ~^-— — ^  • 
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311.  Travail  d*une  force  variable.  —  Lorsqu'un  mobile  se  déplace 
sur  une  droite  sous  Faction  d'une  force  constante  F  dirigée  suivant 
cette  droite,  le  travail  de  cette  force  pour  un  déplacement  /  du  mobile 
est  égal  au  produit   T  =  F/   de  la  force  par  le  déplacement. 

Supposons  que  la  force  ne  soit  plus  constante,  mais  varie  d'une 
manière  connue  avec  Tabscisse  x  du  mobile  comptée  à  partir  d'une 
certaine  origine,  et  qu'elle  soit  représentée  par  F{x)  ;  supposons  que 
le  mobile  se  déplace  depuis  un  point  A  d'abscisse  a  jusqu'à  un 
point  B  d'abscisse  6.  Partageons  le  déplacement  total  AB  en  dépla- 
cements infiniment  petits  Axi,  Aa:^,  •  .  .  ,  puis  choisissons  dans 
chacun  des  intervalles  des  valeurs  ^i,  ^21  •  •  •  de  l'abscisse  et 
les  valeurs  correspondantes  F(Si),  F(Ç2),  ...  de  la  force.  Nous 
appellerons  travaux  élémentaires  relatifs  aux  déplacements  infiniment 
petits  successifs  les  produits  F(Çi)Airi,  F(Ç2)Ax2,  .  .  .  ,  et  travail 
total  la  limite  de  la  somme  de  ces  travaux  élémentaires  lorsque  les 
déplacements  tendent  vers  zéro,  leur  nombre  croissant  indéfiniment. 

Nous  savons  que  la  somme  a  une  limite  lorsque  F(x)  est  une 
fonction  continue  de  x,  et  que  cette  limite  est  égale  à  l'intégrale 
définie 


T=  rF(x)c/x; 


c'est  cette  intégrale  qui  est  la  valeur  du  travail  de  la-  force  pour  le 
déplacement  AB.  Elle  est  représentée  géométriquement  par  l'aire 
comprise  entre  la  courbe  représentative  de  la  force  F{x) ,  l'axe  des  x 
et  les  ordonnées  extrêmes  des  points   A   et    B. 

Exemple.  —  Si  la  force  est  inversement  proportionnelle  à  l'abscisse 

k 
j;   et  a  pour  valeur   F(a:)  =  —  ^    on  a 

X 


-  dx  =  k{\oQb  —  loga). 


i 
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312.  Définitions.  —  Nous  avons  défini  au  n"  273  l'intégrale 
définie  d'une  fonction  f{x)  d'une  variable  entre  des  limites  a  et  6; 
nous  allons  étendre  cette  notion  au  cas  de  deux  variables,  que  nous 
désignerons  par  x   et  i/. 

Considérons  toutes  les  valeurs  de  ces  variables  comprises  entre 
certaines  limites  ou  satisfaisant  à  des  inégalités  données  ;  la  manière 
la  plus  simple  de  les  envisager  consiste  à  employer  une  représentation 
géométrique,  et  à  rapporter  les  valeurs  de  x  et  de  y  à  deux  axes 
de  coordonnées  rectangulaires;  de  cette  façon,  les  couples  de  valeurs 
des  variables  sont  représentés  par  les  points  du  plan  de  ces  deux  axes. 
L'ensemble  des  valeurs  que  nous  considérons,  et  que  nous  appellerons 

champ  d'intégration,  sera  représenté  par 
les  points  d'une  aire  limitée  par  une  ou  plu- 
sieurs lignes  qui  en  forment  le  contour  ;  ces 
lignes  sont  définies  par  les  inégalités  impo- 
sées à  X  et  à  y. 

Par  exemple  le   champ  d'intégration 
défini  par  les  conditions 

x^  0,      î/^0,      x-\-y — i  <0 

Fjg.  89.  est  représenté  par  tous  les  points  de  l'aire 

d'un  triangle    OAB    (fig,  89),  limité  par  les 
axes  et  par  la  droite  dont  l'équation  est   x-hy  —  1=0. 

Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  que  le  champ  d'intégration  est 
représenté  par  une  aire  limitée  ;  ce  n'est  que  dans  des  cas  particuliers 
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que  Ton  peut  étendre  les  considérations  actuelles  au  cas  d'une  aire 
s'étendant  à  Tinfini. 

Soit  f(x,  y)  une  fonction  des  variables  x  et  y  continue  dans 
le  champ  d'intégration.  Partageons  Taire  A  représentative  de  ce 
champ  en  aires  partielles  infiniment  petites  AÂi,  ÙA2,  .  .  .  AA„. 
Soient  /"(ÎmTjij  la  valeur  de  la  fonction  pour  un  point  de  Taire 
AA|,  /■(ç2,  f^.l)  sa  valeur  pour  un  point  de  Taire  AA*,  etc.;  effec- 
tuons le  produit  de  chacune  de  ces  valeurs  par  la  grandeur  de  Taire 
correspondante,  et  formons  la  somme  des  résultats  ;  cette  somme  est 

S  =  ^.î,,  rii)AA, -!-/•( Si,  ri;»  AA.-+-    •  •  •    -h/"(5„,  viJAA„. 

Par  un  raisonnement  identique  à  celui  que  nous  avons  fait  au 
n"  273,  nous  verrions  que  cette  somme,  que  Ton  peut  représenter  par 
2/'(x^  .y)^A,  a  une  limite  lorsque  le  nombre  des  aires  partielles  aug- 
mente indéfiniment,  chacune  d'elles  tendant  vers  zéro;  cette  limite 
s'appelle  Tintégrale  double  de  la  fonction  f{x,y)  étendue  à  Taire  A, 
et  se  représente  par  la  notation 


f    m  /       A 


Nous  allons  montrer  comment  on  peut  calculer  sa  valeur  au  moyen 
de  deux  intégrales  simples  successives. 

313.  Cas  d'un  rectangle.  —  Considérons  d'abord  le  cas  simple  où 

les  valeurs  de  a;  et  3/ 
satisfont  à  des  inégalités 
telles  que 

a  <,x  <ib,      c  <î/  <d, 

a,  b,  c,  d  étant  des 
nombres  constants  ;  le 
champ  d'intégration  est 
représenté  par  un  rectan- 
gle ABCD  dont  les  côtés 
sont  parallèles  aux  axes 
{fiff,  90).  La  manière  la 
plus  simple  de  le  décom- 
poser en  aires  partielles  consiste  à  le  découper  en  petits  rectangles  par 
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des  parallèles  aux  axes  ;  considérons  les  parallèles  à  Ot/  qui  ont  pour 
abscisses  x  et  x-+-  àx  et  les  parallèles  à  Ox  qui  ont  pour  ordonnées 
y  et  j/  -f-  Ay  ;  elles  découpent  un  rectangle  a^yS  dont  la  surface 
est  AA  =  Aa;Ai/  et  dont  le  sommet  a  a  pour  coordonnées  [xyy). 
Sans  changer  la  limite  de  la  somme  S,  nous  pouvons  choisir  comme 
valeurs  des  variables  \,  tj,  relatives  à  Faire  précédente,  les  coordon- 
nées X,  y ,  du  sommet  a  du  rectangle,  de  sorte  que  nous  pouvons 
écrire    S:=22/'(ir,  y)^x^y  ;    sa  limite  sera  représentée  par 


ffl^^'  .v)^'-^^.y  • 


Pour  la  calculer,  donnons  d'abord  à  x  et  x-\-  i^x  des  valeurs 
fixes  et  faisons  varier  y,  autrement  dit,  considérons  tous  les  rectangles 
a^yE  compris  dans  la  bande  parallèle  à  Oy  limitée  par  MN  et  M'N'  ; 
la  somme  des  éléments  correspondants  entrant  dans  la  somme   S   sera 

égale  à    lxl,f{x,  y)^y   et  sa  limite  sera   Aa;  /    f{x,y)dy,   l'intégrale 

étant  prise  par  rapport  h  y,  x  étant  considéré  comme  constant.  Nous 
appellerons  ^(x)  cette  intégrale,  de  sorte  que  la  somme  précédente 
aura  pour  valeur   Ax  c^ix) . 

Nous  considérerons  ensuite  toutes  les  bandes  analogues  obtenues 
en  faisant  varier  Xy   et  nous  formerons  la  somme  2  àx<f{x)  ;   sa  limite 

sera  l'intégrale  définie     /   dx  (^{x)    prise  entre  les  limites   a    et  6. 

De  cette  façon,  nous  obtiendrons  la  valeur  de  l'intégrale  double  au 
moyen  de  deux  intégrales  simples  successives  :  1°  l'intégrale  de  f{x,  y) 
par  rapport  à  y  entre  c  et  d;  le  résultat  est  une  fonction  cp(x)  ; 
2*»  l'intégrale  de  ^(x)  entre  les  limites  a  et  6  ;  cette  manière  d'opérer 
s'exprime  par  l'égalité 

ffji^y  y)dxdy=--J^  dx £  f[x,  y)dy. 

Nous  aurions  pu  faire  d'abord  la  somme  des  éléments  de  S  relatifs 
aux  rectangles  contenus  dans  chaque  bande  parallèle  à  Ox  telle 
que  PQP'Q',  et  faire  ensuite  la  somme  des  résultats  relatifs  aux 
bandes  successives  ;  nous  aurions  été  amenés  de  cette  façon  à  effectuer 
l'intégration  de  /"(x,  y)  par  rapport  à  x  entre  les  limites  a  et  b, 
puis  l'intégration  du  résultat  par  rapport  à    y,   entre  les  limites   c   et 
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d,    ce  qui  s'exprime  par  Tégalité 

ffj{^>  y)dx  dy  =J^dy  J^  f{x,  y)dx  ; 

les  deux  procédés  donnent  naturellement  le  même  résultat  ;  lorsqu'on 
passe  de  Tun  à  l'autre,  on  dit  qu'on  intervertit  l'ordre  des  intégrations. 

314.  Cas  général.  —  Considérons  maintenant  le  cas  général  où 
l'aire  d'intégration  est  limitée  par  un  contour  formé  d'une  ou  de  plusieurs 
lignes  droites  ou  courbes,  dont  nous  désignerons  l'ensemble  par  C. 
Ce  contour  est  défini  par  une  ou  plusieurs  relations  entre  x  et  y\ 
nous  supposerons  qu'une  parallèle  à  l'un  des  axes  ne  le  coupe  qu'en 
deux  points  ;  s'il  en  était  autrement,  nous  décomposerions  Taire  A 
par  des  lignes  transversales  en  aires  partielles  dont  les  contours  joui- 
raient de  la  propriété  précédente,  et  nous  ferions  la  somme  des  inté- 
grales étendues  à  ces  aires  partielles. 

Soient  a  et  6  les  limites  entre  lesquelles  varie  l'abscisse  d'un 
point  décrivant  le  contour,  soient  c  et  e/  celles  de  son  ordonnée  ; 
décomposons  comme  précédemment  l'intervalle  (a,  6)  en  intervalles 
partiels  ùlx,   et  [c,d)    en  intervalles   Ay,    puis  menons  par  les  points 

de  division  des  parallèles  aux 
axes;  nous  formons  de  cette 
façon  des  rectangles  tels  que 
apyS  dont  la  surface  est  égale 
à   AxAy    [fig,  91). 

L'aire  totale  A  se  trouve 
ainsi  décomposée  en  aires  infi- 
niment petites  ;  la  plupart  de 
ces  aires  sont  des  rectangles 
entièrement  intérieurs  au  con- 
tour C;  mais  quelques-unes, 
placées  près  de  ce  contour  et 
limitées  par  lui  en  partie,  ne 
sont  formées  que  par  des  por- 
tions de  rectangle;  nous  al- 
lons montrer  qu'on  peut  cependant,  sans  changer  la  limite  de  la 
somme  S,  remplacer  cette  somme  par  une  autre,  étendue  à  une  aire 
composée  exclusivement  d'aires  partielles  rectangulaires. 
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En  efTet,  l'ensemble  des  rectangles  qui  sont  coupés  par  le 
contour,  et  dont  une  portion  seulement  fait  partie  de  Taire  A ,  cons- 
titue une  couronne  dont  la  largeur  tend  vers  zéro  en  même  temps  que 
Ax  et  Ai/  ;  si  nous  supposons,  ce  qui  a  lieu  ordinairement,  que  la 
longueur  du  contour  C  soit  limitée,  Taire  de  cette  couronne  tend  vers 
zéro.  Comme  la  fonction  ([x,  y)  reste  finie,  la  somme  des  produits 
obtenus  en  multipliant  les  valeurs  de  cette  fonction  soit  par  les  aires 
des  rectangles  coupés  par  le  contour,  soit  par  une  portion  de  ces  aires, 
tend  vers  zéro  ;  nous  en  concluons  que  Ton  peut,  sans  altérer  la  limite 
de  la  somme  totale  S/^x,  î/)AA,  supprimer  les  aires  non  rectangulaires 
avoisinant  le  contour,  ou  remplacer  certaines  d'entre  elles  par  les  rec 
tangles  entiers  dont  elles  font  partie. 

Nous  substituerons  alors  à  la  somme  S  une  autre  somme  ayant  la 
même  limite  et  dont  tous  les  éléments  correspondent,  comme  nous  venons 
de  le  dire,  à  des  aires  rectangulaires.  Ces  éléments  ont  une  valeur  de  la 
forme  ((x,  y)\x^y\  leur  somme  sera  représentée  par  2S/"(x,î/)AxAy 

et  la  limite  de  cette  somme  par      /  /  f[x,  y)dxdy,     comme   dans  le 

cas  simple  du  numéro  précédent. 

Pour  calculer  la  limite  de  la  somme  22/*(a:,  y)lxày,  nous  opére- 
rons comme  dans  le  cas  d'un  rectangle.  Considérons  les  parallèles  à 
Oy  d'abcisses  x  et  x-\-\x  (fig.  91),  et  désignons  par  yo  et  yt  les 
ordonnées  des  points  M  et  N  où  la  première  de  ces  droites  rencontre 
le  contour  C,  yi  étant  >  y^  ;  ces  ordonnées  sont  des  fonctions  de 
X  définies  par  Téquation  du  contour. 

Considérons  alors  tous  les  rectangles  tels  que  a^yS  compris  entre 
les  deux  droites  dont  nous  venons  de  parler  et  dont  les  sommets  a  et  S 
sont  compris  entre  M  et  N;  formons  la  somme  ^f{x,y)\x\y  rela- 
tive à  ces  rectangles  et  calculons  la  limite  de  cette  somme.  Les  rec- 
tangles que  nous  considérons  ont  pour  limite  la  bande  rectangulaire 
MNM'N'  de  hauteur  MN  et  de  largeur  Ax,  et  la  somme  correspon- 
dante a  pour  limite  le  produit  par  Ax  de  l'intégrale  /  '/*(x,  y)dy 
étendue  à  Tintervalle   MN. 

L'intégrale  précédente  est  une  fonction  de  x,  à  la  fois  parce  que 
la  fonction  renferme  cette  lettre  x  et  parce  que  les  limites  yo  et  i/i 
en  dépendent  également;  nous  appellerons  (p(x)  cette  intégrale.  11 
nous  reste  alors  à  prendre  la  somme  des  éléments  relatifs  aux  bandes 
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b 

successives,  c'est-à-dire  la  somme   J,(^{x)ù.x,  la  limite  de  cette  somme 
est  égale  à  l'intégrale    /    ^[x)dx. 

Ainsi  donc,  le  calcul  d'une  intégrale  double  se  ramène  à  celui  de 
deux  intégrales  simples  successives,  dans  le  cas  général  comme  dans  le 
cas  particulier  primitivement  étudié  ;  c'est  ce  qu'exprime  l'égalité 

fff{^^y)<^^dy==  f  dx  r*f{x,  y)dy. 

Nous  aurions  pu  commencer  par  faire  la  somme  relative  aux  rec- 
tangles compris  dans  une  bande  parallèle  à  Ox,  entre  les  ordonnées 
y  et  y-h^y,  si  xq  et  Xi  sont  les  abscisses  des  points  P  et  Q 
du  contour  ayant  pour  ordonnée  y,  cette  somme  a  pour  limite  l'inté- 
grale par  rapport  à  x  prise  entre  Xq  et  Xi  ;  il  reste  ensuite  à  former 
l'intégrale  du  résultat  par  rapport  à  y  entre  c  et  d,  ce  qu'indique 
l'égalité 

ffji^y  y)à^dy  ^  f^ dy  J^\f[x ,  y)dx. 

Lorsqu'on  passe  d'une  méthode  de  calcul  à  l'autre,  on  dit  qu'on 
intervertit  Tordre  des  intégrations. 

315.  Exemples.  —  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  la  fonction 
f(x,  y)  est  égale  à  l'unité;  la  somme  S  se  réduit  alors  à  2AA  ou  à 
l'aire   A  intérieure  au  contour  C. 

11  résulte  de  la  théorie  précédente  que  cette  aire  est  égale  à  l'inté- 
grale double     //  dxdy\    une  première  intégration  par  rapport  à    y 

t/./A  ^y^ 

entre  les  limites    ;j/o     et    y^    nous  donnera     /'  dy^y^  —  y,;     nous 

intégrerons  ensuite  le  résultat  par  rapport  à  x  entre   a    et   6;    nous 
obtiendrons  de  cette  façon  pour  valeur  de  l'aire   A 

A==  //  dxdy=   f    {yi—yo}dx. 

C'est  le  résultat  que  nous  avons  obtenu  au  n°  303  ;  en  changeant 

l'ordre  des  intégrations,  nous  obtiendrions  l'intégrale     /    (xi  —  Xo)dy. 

Nous  allons,  comme  autre  exemple,  évaluer  l'intégrale  double  de  la 
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fonction  f{xy  y)  =xy  étendue  au  champ  d'intégration  défini  par  les 
inégalités 

x^  0,  y^O,  xH-y  — i  ^0; 

ce  champ  est  représenté,  comme  nous  l'avons  dit  au  n?  312,  par  le 
triangle  OAB  de  la  figure  89  ;  les  lignes  du  contour  ont  pour  équations 
x  =  0,      y=0,      x-^y  — 1=0. 

A  une  valeur  de  x  correspondent  des  valeurs  de  y  dont  les 
limites,  représentées  par  M  et  N,  sont  yo  =  0  et  ,yi  =  i — x;  en 
intégrant  d'abord  par  rapport  à   y   entre  ces  limites,  nous  avons 


l—x  /  /y.|i2  \y  -1— j; 


/^'  fî^y  y)^y  =  ['  ^^y  ^y  =  {^) 


x{\  —x)' 


il  nous  reste  à  intégrer  le  résultat  par  rapport  à    x    entre  les  limites 
0  et  i  ;  nous  obtenons  ainsi  la  valeur 

/">x(l— x)2    ,           /-i  ar  —  2x* -h  x^    ,         /x^        x»    ,    x^V        i 
./.  — 2         ''"  =  ./o   2 '''=(t-T+-8-)o=24- 

316.  Cas  des  coordonnées  polaires.  —  Lorsqu'une  aire  A.  du  plan 
des  xy  est  limitée  par  des  courbes  définies  en  coordonnées  polaires, 
on  la  décompose  en  aires  partielles    AA    au  moyen  de  demi-droites 

issues  de  l'origine,  faisant  entre  elles  des 
angles  infiniment  petits  AO ,  et  au  moyen  de 
cercles  concentriques  à  Forigine,  dont  les  rayons 
croissent  de  quantités  infiniment  petites  Ap; 
ces  demi-droites  et  ces  cercles  déterminent  dans 
le  plan  des  quadrilatères  curvilignes  tels  que 
apyS  {/i(j.  92j;  ce  seront  les  éléments  d'aire  AA. 
Soient  0  et  6  -h  AO ,  p  et  p  -f-  Ap  les 
'^'  angles    polaires  et  les    rayons    vecteurs   des 

quatre  côtés  du  quadrilatère   apyS  ;    Taire  de  ce  quadrilatère  est  la  diffé- 
rence des  aires  des  secteurs  OyS  ft  Oap,  elle  est  égale  à 

elle  ne  diffère  du  produit  pApAô  que  par  une  quantité  infiniment  petite 
par  rapport  à  ce  produit . 
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Si  /"(p,  ô)  est  une  fonction  donnée  des  coordonnées  polaires  d'un 
point  intérieur  au  quadrilatère  apyS,  la  somme  2/'(p,  6)AA  a,  d'après 
le  théorème  fondamental  du  n""  272,  la  même  limité  que  la  somme 
22/'(p,  6)pApAô,  car  le  rapport  de  deux  termes  correspondants  de  ces 
sommes  a  pour  limite  l'unité.  La  limite  de  ces  sommes  est  l'intégrale 
double 

J^/-(p,6)p</prfÔ; 

on  la  calcule  au  moyen  de  deux  intégrales  simples  successives  prises 
par  rapport  à  p  et  à  0,  comme  dans  le  cas  des  variables  x  et  ^. 
En  particulier,  l'aire    A    est   représentée  par  l'intégrale   précédente 

où  /"(p,  6)    a  pour  valeur  l'unité,  c'est-à-dire  par      //  pdp{/6. 

317.  Applications.  —  Parmi  les  applications  usuelles  des  inté- 
grales doubles,  en  dehors  de  la  détermination  des  aires  planes,  nous 
mentionnerons  les  suivantes  : 

i°  Supposons  répartie  sur  une  surface  plane  une  couche  dont  la 
densité  varie  d'une  manière  continue  d'après  une  loi  donnée  et  est 
représentée  en  chaque  point  par  une  fonction  p(x,  y)  des  coordonnées 
de  ce  point.  La  masse  totale  de  la  couche  est  égale  à  la  limite  de  la 

somme  2p(a:,  î/)AA,    ou  à  l'intégrale  double     j  j  p{x,  y)dxdy . 

2°  On  appelle  moment  d'inertie  d'une  surface  plane  homogène  et 
de  densité  égale  à  l'unité,  par  rapport  à  une  droite  D,  la  limite  de 
la  somme  2^^AA,  AA  étant  un  élément  de  surface,  et  d  la  distance 
à  la  droite  D  d'un  point  intérieur  à  cet  élément.  En  prenant  la  droite 
D   comme  axe  des  x,   le  moment  d'inertie  est  égal  à  l'intégrale  double 

Jj^y^dxdy, 

De  la  même  manière,  le  moment  d'inertie  polaire  de  la  même  sur- 
face par  rapport  à  un  point  0  est  la  limite  de  la  somme  Sp^AA, 
p  étant  la  distance  à  0  d'un  point  de  l'élément  AA  ;  en  prenant  le 
point   0  comme  pôle,  le  moment  d'inertie  est  égal  à  l'intégrale  double 

//  fd^db    en  coordonnées  polaires. 

3°  Considérons  un  orifice  ou  un  canal  de  section  donnée  A  par 
lequel  s'écoule  un  liquide  de  façon  que  les  vitesses  des  différentes 
molécules  au  moment  de  leur  passage  dans  la  section    A    soient  nor- 
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maies  à  cette  section.  Si  la  vitesse  en  un  point  est  une  fonction  donnée 
v{x,  y)  des  coordonnées  de  ce  point,  le  débit  de  Tohiice  ou  du  canal 
est  la  limite  de  la  somme    2v(a;^i/)AA,     et  c'est  l'intégrale  double 

jy^v{x,y)dxdy. 

Remarquons  à  ce  propos  qu'il  est  quelquefois  plus  facile  de  déter- 
miner le  résultat  d'une  intégration  que  les  éléments  dont  se  compose 
la  somme  ;  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  l'exemple  précédent,  car  il  est  sou- 
vent plus  facile  de  déterminer  le  débit  total  d'un  orifice  que  la  vitesse 
du  liquide  aux  différents  points.  » 


318.  4®  Dôtennination  des  volumes.  —  L'application  la  plus  im- 
portante est  la  détermination  des  volumes  cylindriques  et  des  volumes 
quelconques. 

Considérons  une  surface  représentée  par  l'équation  z=f{x,y)  et 
dans  le  plan  des  xy  une  aire  A  limitée  par  un  contour  G  {fig.  93)  ; 

nous  allons  définir  et  calcu- 
ler le  volume  compris  entre 
le  plan  des  xy  et  la  surface 
donnée,  à  l'intérieur  du  cy- 
lindre dont  la  base  est  l'aire 
A,  et  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  Oz. 

Décomposons  l'aire  A  en 
éléments  infiniment  petits  ; 
soit  AA  l'un  d'eux;  pre- 
nons dans  AA  un  point  quel- 
conque P  et  déterminons 
la  cote  PM  du  point  M  de 
la  surface  projeté  en  P  sur 
le  plan  xOy.  Considérons 
le  volume  prismatique  dont  la  base  est  AA  et  la  hauteur  PM ,  et 
calculons  la  somme  des  éléments  de  volume  infiniment  petits  ana- 
logues ayant  pour  bases  les  éléments  de  l'aire  A  ;  si  cette  somme  a  une 
limite,  cette  limite  sera  par  définition  la  valeur  du  volume  cylindrique 
compris  entre  le  plan  des  xy   et  la  surface. 

En  représentant  par  x  et  y  les  coordonnées  du  point  P  de  Faire 
VoGT.  —  Math.  sup.  27 


Fig.  93. 
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AA ,  et  par  z  la  cote  PM ,  la  somme  des  volumes  partiels  est  égale  à 
2  z  AA  ou  2  f[Xy  y)  AA,  la  somme  étant  étendue  à  tous  les  éléments 
AA;  si  f{xy  y)  est  une  fonction  continue,  nous  savons  que  cette 
somme  a  une  limite,  et  cette  limite  est  l'intégrale  double 


ffj{^,  y)dxdy. 


Ainsi  donc  la  valeur  d'un  volume  cylindrique  est  égale  à  une  inté- 
grale double.  Inversement,  on  peut  représenter  une  intégrale  double 
quelconque,  telle  que  la  précédente,  par  un  volume  cylindrique  ;  il 
suffît  de  construire  la  surface  représentée  par  Téquation  z=f(x,  y) 
et  de  considérer  le  volume  compris  à  Tintérieur  du  cylindre  de  base  A, 
et  parallèle  à  Oz,  entre  le  plan  des  xy  et  la  surface;  l'intégrale 
double  est  représentée  par  la  valeur  de  ce  volume  ;  c'est  la  généralisa- 
tion de  la  représentation  géométrique  d'une  intégrale  définie  (n""  275). 
Remarquons  que  si  f{x,  y)  est  négatif,  l'intégrale  double  a  une 
valeur  négative,  et  est  égale  au  volume  précédemment  considéré,  pris  en 
signe  contraire. 

Lorsque  l'on  veut  évaluer  un  volume  quelconque,  limité  par  une 

surface  S  [fig.  94),  on  considère 
le  cylindre  circonscrit  à  la  surface 
et  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  Oz  ;  soit  A  la  base  de  ce 
cylindre  sur  le  plan  des   xy . 

Supposons     pour     simplifier 
qu'une  parallèle  à    Oz    issue  d'un 
point    P    intérieur  à    A    rencontre 
la  surface  en  deux  points  Mo  et  Mi  ; 
désignons  par    Zq   et   Zi    les  cotes 
de  ces  deux  points,  z,   étant  ^z©. 
Le  volume  intérieur  à    S  est  la  dif- 
férence entre  les  volumes  des  cy- 
lindres de  base   A   et  limités  Tun  à. 
la  calotte  supérieure,  l'autre  à  la  calotte  inférieure  de  la  surface  S  ;    il 
est  donc  égal  à 

y  /   Zidxdy  —  11   zodxdy  =  CC  (s,  —  Zojdxdy  . 
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Cette  méthode  s'applique  à  la  détermination  du  volume  compris  à 
la  fois  à  rintérieur  de  plusieurs  surfaces  données  ;  la  surface  S  limitant 
le  volume  se  compose  alors  de  plusieurs  calottes  appartenant  à  des 
surfaces  différentes. 


319.  Aire  des  surfaces  courbes.  —  Considérons  une  surface  fermée 

ou  une  calotte  de  surface  S 
projetée  sur  le  plan  des  xy 
suivant  une  aire  A  [fig,  95). 
Nous  supposerons  que  toute  pa- 
rallèle à  Oz  rencontre  S  en 
un  seul  point  ;  dans  le  cas  con- 
traire, nous  décomposerions  la 
surface  en  calottes  partielles 
jouissant  de  cette  propriété  ; 
nous  allons  définir  et  calculer 
Taire  de  la  surface  S. 

Décomposons  Taire  A  en 
éléments  infiniment  petits  ; 
soient  AA  Tun  d'eux,  P  un 
point  quelconque  intérieur  à 
cet  élément,  et  M  le  point  de  la  surface  projeté  en  P.  Traçons  le 
plan  tangent  au  point  M  à  la  surface  S ,  et  prenons  dans  ce  plan  tan- 
gent Taire  dont  la  projection  est  AA,  aire  que  nous  représenterons 
par  A(t;  elle  est  découpée  dans  le  plan  tangent  par  la  surface  prisma- 
tique parallèle  à  Oz    dont  la  base  est  le  contour  de    AA . 

Formons  la  somme  des  aires  infiniment  petites  A<t  ainsi  déter- 
minées ;  si  cette  somme  a  une  limite,  cette  limite  sera  par  définition 
la  valeur  de  Taire  de  la  surface  S  ;  nous  la  désignerons  par  d.  Con- 
sidérons la  normale  MN  à  la  surface  S  au  point  M,  et  Tangle 
aigu  Y  qu'elle  fait  avec  une  parallèle  à  Taxe  des  z;  nous  savons 
(n^  75]  que  la  projection   A  A  de  Taire  A<t   est  égale  à  A(t  cos  y  ;  par 


Fig.  95. 


conséquent,  nous  avons   A<t  == 


AA 


et  nous    en  concluons  que  la 
cos  Y  ^ 

somme  des  aires    Ad    a  pour  valeur   2 AA. 

cos  Y 

Si  cos  Y   est  une  fonction  continue  des  coordonnées   x,  y   du  point 
M   et  du  point   P,.  ainsi  que  son  inverse,  la  somme  précédente  a  une 
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limite,  et  cette  limite  est  égale  à  Tintégrale  double  de  la  fonction 


étendue  à  Taire  A  ;   nous  avons  dans  ce  cas  ^ 


(X  =   /  /  dxdy. 

JJa  cos  y         ^ 


Si  Féquation  de  la  surface  S   est  f{x,  y,  z)  =  0,   les  équations  de  la 
normale  sont  (n^  258) 

* 

•  X  — a!_  Y  — y  _  Z  — z 

f'^     ~     f,     ~     n 

et  le  cosinus  de  l'angle  aigu    y    qu'elle  fait  avec   Oz    est  égal  à  la 
valeur  absolue  de  la  quantité 


n 


CHAPITRE  VII 


INTÉGRALES  TRIPLES 


320.  Définition  et  calcul  des  Intégrales  triples.  —  Considérons 
trois  variables  x,  y,  z  et  toutes  les  valeurs  de  ces  variables  satisfaisant 
à  des  inégalités  données  ;  elles  constituent  un  champ  d'intégration.  En 
employant  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  Ox,  Oy,  Oz,  ce 
champ  est  représenté  par  tous  les  points  d'un  volume  V  limité  par  une 
ou  plusieurs  portions  de  surface  ;  nous  supposerons  ce  volume  limité. 

Soit  f{x,  y,  z)  une  fonction  des  variables  continue  dans  le  champ 
d'intégration  ;  partageons  le  volume  V  en  volumes  partiels  infiniment 
petits  AVi,  AV2,  .  .  .  AV„  ;  prenons  la  valeur  de  f  pour  un  point 
de  chacun  d'eux,  multiplions-la  par  la  grandeur  du  volume  correspon- 
dant; et  faisons  la  somme  des  produits  ainsi  formés,  somme  que  nous 
représenterons  par  J^f{x,  y,  z)  AV.  Un  raisonnement  identique  à  celui 
que  nous  avons  fait  au  n^  273  montre  que  cette  somme  a  une  limite 
lorsque  le  nombre  des  volumes  partiels  augmente  indéfiniment,  chacun 
d'eux  tendant  vers  zéro  ;  nous  l'appellerons  intégrale  triple  de  la  fonction 
f{x,  y,  z)  étendue  au  volume  V. 

Pour  l'évaluer,  nous  décomposerons  le  volume  en  éléments  par- 
tiels par  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées  ;  ces  plans 
déterminent  des  parallélipipëdes  dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux 
axes  ;  si  nous  représentons  par  Ax^  ày  et  Az  les  dimensions  de 
Tun  quelconque  d'entre  eux,  son  volume  est  AV  =  Ax  At/  As  ;  en  rai- 
sonnant comme  aux  numéros  313  et  314,  nous  verrions  que  la  somme 
2/'(jc,  y,  z) AV  peut  être  remplacée  par  222 /"(x,  y,  z)  AxAy Az  ;  sa 
limite  sera  représentée  par  la  notation 


///. 


f{x,  y,  z)  dxdydz. 
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Pour  la  calculer,  nous  la  ramènerons  à  trois  intégrales  simples 
successives.  Supposons  qu'une  parallèle  à    Oz    rencontre  la  surface 

limitant  le  volume  en 
deux  points,  et  dési-  * 
gnons  par  zo  et  Zi 
les  côtes  des  points 
M  et  N  situés  sur 
une  telle  parallèle  à 
Oz  ayant  pour  abs- 
cisse X  et  pour  or- 
donnée y  (fig,  96)  ; 
considérons  la  somme 
^f[x,  y,  z)  àx  ^y  Az 
étendue  aux  parallé- 
lipipèdes  intérieurs  au 
volume,  compris  entre 
les  plans  d'abscisses 
X  et  x  +  Ax  et  les 
plans  d'ordonnées  y 
et  y  -\-  ÙLy;  nous  verrions,  comme  dans  le  cas  des  intégrales  doubles, 
que  la  limite  de  cette  somme,  lorsque,  Ùlx  et  At/  restant  fixes,  les 
éléments  Az  tendent  vers  zéro,  est  égale  au  produit  de  Ax  Ay  par  l'inté- 
grale 


a 


co 


T 


œ 


c> 


/ 


Fig.  96. 


r*f{^,y,^)dz. 

1/  «0 


Cette  intégrale  est  une  fonction  de  x  et  de  y,  à  la  fois  parce  que 
f  en  dépend  et  parce  que  zq  et  zi  varient  avec  x  et  y\  nous  la 
désignerons  par  (^{x,  y)\  nous  aurons  alors  à  chercher  la  limite  de  la 
somme  J,I,^{x,  y)  Ax  Ay  ;  cette  limite  n'est  autre  que  l'intégrale  double 

/  /  ?(.Vï^)^^^y  étendue  à  l'aire  A    suivant  laquelle  se  projette  le 

volume  sur  le  plan  des  ty.  Nous  savons  que  la  valeur  de  cette  inté- 
grale double  est  le  résultat  de  deux  intégrations  successives,  la  première 
de  tf{x,  y)  par  rapport  à  y  entre  les  ordonnées  yo  et  yi  des  points 
P  et  Q  correspondant  à  une  valeur  de  x:  le  résultat  est  une  fonc- 
tion '\f{x),  et  la  seconde  de  ^{x)  par  rapport  à  x  entre  les  abscisses 
extrêmes  a  et   6. 
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Le  calcul  de  l'intégrale  triple  se  ramène  ainsi  à  celui  de  trois 
intégrales  simples  ;  ce  qu'on  indique  par  Tégalité 

Nous  aurions  pu  commencer  les  intégrations  par  rapport  à  une 
autre  variable  ;  nous  obtiendrions  le  même  résultat,  quel  que  soit  Tordre 
des  intégrations. 

321.  Détermination  des  volumes.  —  Le  cas  le  plus  simple  est 
celui  où  f{x,y,z)  se  réduit  à  Tunité;  la  somme  2/*(x,  y,  z)AV 
se  réduit  à  2AV,  et  est  égale  au  volume  du  champ  d'intégration  ;  nous 
voyons  que  la  mesure  de  ce  volume  est  égale  à  Tintégrale  triple 

Si  nous  effectuons  une  première  intégration  par  rapport  à  z,  nous 
sommes  ramenés  à  l'intégrale  double 

V  =ff^{^i  —  ^o)  dxdy  ; 

nous  retrouvons  ainsi  le  résultat  du  n**  318. 

Si  nous  effectuons  au  contraire  une  première  intégration  par  rapport 
à  X  puis  une  seconde  par  rapport  à   y,    le  résultat  est  l'intégrale 

double    /  /  dxdy,   et  il  a  pour  valeur  l'aire  A{z)  de  la  section  de  cote 
z  ;   nous  avons  alors,  en  effectuant  la  troisième  intégration  par  rapport 

\=  r'X{z)dz; 


nous  retrouvons  ainsi  le  résultat  que  nous  avons  obtenu  au  n°  307. 

322.  Applications.  —  Les  applications  usuelles  des  intégrales 
triples,  outre  le  calcul  des  volumes,  sont  la  détermination  des  masses, 
des  centres  de  gravité,  de  l'attraction  et  des  moments  dinertie  ;  nous 
mentionnerons  en  particulier  les  suivantes  : 

1®  Etant  donné  un  corps  dont  la  densité  en  chaque  point  varie 
d'une  manière  continue  avec  les  coordonnées  de  ce  point  et  est  repré- 
sentée par  une  fonction  donnée    p(x,  ;y,  z)  de  ces  coordonnées,  la  masse 
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d'un  élément  de  volume  AV  entourant  le  point  {x,  t/yz)  ne  diffère  du 
produit  p(a:,  y,  z)AV  que  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport 
à  ce  produit  ;  en  prenant  pour  partie  principale  de  cette  masse  la  quan- 
tité dm  =  p(x,  y,  z)AV,  nous  voyons  que  la  masse  totale  est  la  limite 
de  la  somme  2p(x,  y,  z)AV  ;   elle  est  égale  à  l'intégrale  triple 


M  =JJJ^^[x,  y,  z)  dxdy  dz. 


2®  Si  r  est  la  distance  à  un  axe  d'un  point  (jc,  y,  z)  intérieur  à 
un  élément  de  volume  AV,  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  cet  axe 
de  la  masse  de  ce  volume  AV  a  pour  partie  principale  r'^dm  ;  le 
moment  d'inertie  de  la  masse  totale  par  rapport  à  l'axe  est  la  limite  de 
la  somme  I,r^dm,    et  est  égal  à  l'intégrale  triple 

jlfr^dm  =   /  /  /  '''p(^>  y  ^)  dxdy  dz , 

p(x,  y,  z)  étant,  comme  précédemment,  la  densité  au  point  (x,  y,  z). 
Considérons  par  exemple  un  tétraèdre  trirectangle  OABC  (/îgr.  97), 
dont  les  arêtes  OA,  OB,  OC  rectangulaires  deux  à  deux,  sont  égales 
à  a  ;  supposons  que  le  volume  de  ce  tétraèdre  soit  homogène  et  que 
sa   densité  soit  égale  à  l'unité;  nous  allons  chercher  son  moment 

d'inertie  par  rapport  à  l'a- 
rête OC.  Si  nous  prenons 
OC  comme  axe  des  z,  OA 
et  OB  comme  axes  des  x 
et  des  y,  le  moment  d'iner- 
tie cherché  est  égal  à  l'inté- 
grale triple 

fff{x^-\-y^)dxdydz. 

Nous  effectuerons  les 
intégrations  successives,  d'a- 
bord par  rapport  à  2,  en- 
suite par  rapport  à  y  y  enfin 
par  rapport  à  x  ;  les  points 
du  volume  se  projettent  sur 
le  plan  des  xy  à  l'intérieur  du  triangle  OAB,  et  le  plan  ABC,  limitant 
supérieurement  le  tétraèdre,  a  pour  équation  x-f-  y  -h  z  =  a. 


Fig.  97. 
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A  un  système  de  valeurs  de  {x,  y)  représentées  par  un  point  Mo 
de  Faire  OAB  correspondent  dans  le  volume  des  valeurs  de  z  com- 
prises entre  les  cotes  des  points  Mo  et  Mj  ;  la  première  de  ces  cotes 
est  zo  =  0  et  la  seconde,  fournie  par  Téquation  du  plan  ABC,  est 
Zi  =  a  —  X  — y. 

Dans  le  plan  xOy,  la  droite  AB  limitant  Taire  OAB  a  pour 
équation  x-hy  =  a.  A  une  valeur  de  x  comprise  entre  0  et  a  et 
représentée  par  Po  correspondent  dans  Taire  OAB  des  valeurs  de  y 
comprises  entre  les  ordonnées  des  points  Pc  et  Pi  ;  la  première  de  ces 
ordonnées  est  jyo  =  0  et  la  seconde,  fournie  par  Téquation  de  AB 
est  yi  =  a  —  x. 

Enfin,   X  varie  de  0  à   a  ;    nous  avons  par  suite 

fff  (x^  -h  y^)  dx  dy  dz  =    Hdx  P'''  dy   C""^'  (x«  +  y^)  dz, 
La  première  intégration  par  rapport  à   z    donne  pour  résultat 

— X — y  r  ~\  a — X — ^y 

(x«-f-yV^=[(x«-f-i/2)zJ^        =(x^^y^)(a-x-y); 
la  deuxième,  par  rapport  à  y,   donne 
/       (x^^y^){a—x—y)dy=l       [x«(a-x)— î/x*H-î/'(a~x)— y»]rfi/ 


la  troisième,  par  rapport  à    x,    donne  pour  résultat 


30 


323.  Cas  des  coordonnées  polaires. —  Lorsque  les  différents  points 
de  Tespace  sont  déterminés  par  leurs  coordonnées  polaires  p,  6,  <]; 
(n°  109),  nous  décomposons  le  volume  V  d'intégration  en  volumes 
infiniment  petits  de  la  façon  suivante: 

Prenons  des  sphères  concentriques  ayant  pour  centre  Torigine  et 
dont  le  rayon  croît  de  quantités  infiniment  petites  Ap,  puis  des  cônes 
de  révolution  autour  de  Taxe  des  z,  ayant  pour  sommet  Torigine,  et 
dont  le  demi-angle  au  sommet  croit  de  quantités  infiniment  petites 
A6,  enfin  des  demi-plans  passant  par  Oz  et  dont  Tangle  avec  le  plan 
xOz   croit  de  quantités  infiniment  petites   A<]/. 
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Ces  surfaces  découpent  dans  l'espace  de  petits  volumes  que  nous 

prenons  pour  éléments  AV  ; 
nous  allons  évaluer  celui  qui 
est  compris  entre  les  sphères 
de  rayons  p  et  p-hAp,  les 
cônes  de  demi-angles  au  som- 
met 6  et  e-4-A6,  et  les  plans 
faisant  avec  Oz  les  angles  ^ 
et  i|/  -4-  Al}/  ;  il  est  représenté 
par  apYSa'P'r'S'  dans  la  fi- 
gure 98. 

Il  diffère  infiniment  peu 
d'un  parallélipipède  rectangle 
dont  les  dimensions  sont 
1**  aa',  qui  a  pour  valeur 
Ap,  2*  Tare  «y,  qui  a  pour 
valeur  p  AO,  et  3^  1  arc  a^,  qui  est  égal  au  produit  de  At]/  par  le 
rayon  aoo  du  parallèle  du  point  a,  c'est-à-dire  à  psinOAtj;.  Nous 
sommes  conduits  de  cette  façon  à  substituer  à  AV  le  produit 
p^  sin  ô  Ap  A6  Al];  dont  le  rapport  à  AV  a  pour  limite  Tunité  ;  si 
/"(p,  ô ,  t|/)  est  la  fonction  à  intégrer,  nous  voyons,  par  un  raisonnement 
analogue  à  celui  du  n°  316,  que  l'intégrale  cherchée  est  égale  à 


Fig.  98. 


^yyy^/'(p,6,i{/)p*sinec^pc/ôc/i|/; 


on  l'évalue  au  moyen  de  trois  intégrales  simples  successives,  comme 
dans  le  cas  des  variables  x,  y,  z. 

En  particulier,  lorsque  la  fonction  /"(p ,  0 ,  i]/)  est  égale  à  l'unité, 
nous  voyons  que  la  mesure  d'un  volume  en  coordonnées  polaires  est 
fournie  par  l'intégrale  triple 


/YY' p2  sin  ô  c/p  rf6  rff 


CHAPITRE  VIII 

INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 
INTÉGRALES  CURVILIGNES 


324.  Différentielle  totale  d'une  fonction  de  deux  variables.  —  La 

difTérentielle  totale  d'une  fonction    F(x^  y)    des  deux  variables    x    et 

y    est 

,„      ôF   ,     ,   ôF   , 
a?  =  —-  dx-ir  -—  dy  \ 

ôx  ôy 

les  coefficients  de    dx    et  de    dy    dans  l'expression  de  cette  différen- 
tielle sont  les  dérivées  partielles  de    F  ;    elles  ne  sont  pas  deux  fonctions 

indépendantes  Tune  de  l'autre,  car  la  dérivée  delà  première  par  rapport 

ô*F 
à  y   est  égale  à  et  celle  de  la  seconde  par  rapport  à    x  est 

ô*F 
égale  à  - — r-,  et  ces  deux  dérivées  sont  identiques, 
ôyax 

Le  problème  inverse  de  la  recherche  des  différentielles  totales  est 
le  suivant  : 

Trouver  une  fonction     V{x,  y)     dont  la  différentielle  totale  est 
une  expression  donnée 

(1)  P{x,y)dx^Q{x,y)dy. 

Pour  que  ce  problème  ait  une  solution,  il  est  nécessaire,  d'après 
ce  que  nous  venons  de  dire,  que  la  relation 

(2)  .  f  =  ^ 
^  ^  ôy        ôx 

soit  identiquement  satisfaite;  nous  allons  montrer  que  cette  condition 
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que  Ton  appelle  condition  (Tinlégrabilitéy  est  suffisante,  et  nous  déter- 
minerons, lorsqu'elle  est  remplie,  toutes  les  fonctions  répondant  à  la 
question. 

Dire  qu'une  fonction  ¥[xy  y)  a  pour  différentielle  totale  l'expres- 
sion (1),  c'est  dire  que  sa  dérivée  par  rapport  à  x  est  égale  à  P(a;,  y) 
et  que  sa  dérivée  par  rapport  à  y  est  égale  à  Q[x,y)\  nous  allons 
déterminer  d'abord  les  fonctions  satisfaisant  à  la  première  de  ces  deux 
condition^  ;  nous  exprimerons  ensuite  qu'elles  satisfont  à  la  seconde. 

Toutes  les  fonctions  dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  est  égale  à 
l'expression  V{Xy  y)  sont  les  fonctions  primitives  de  cette  expression, 
où  X  est  considéré  comme  seule  variable  et  y  comme  constant  ; 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  277,  nous  obtiendrons  une  de  ces 
fonctions  primitives  en  prenant  l'intégrale  définie  de  la  fonction  P(a: ,  y) 
par  rapport  à  x  entre  les  limites  a  et  x,  a  étant  une  valeur  fixe 
arbitraire  ;  toutes  les  autres  ne  différeront  de  cette  intégrale  que  d'une 
quantité  indépendante  de  x,  mais  pouvant  contenir  y  ;  nous  aurons 
alors  comme  expression  générale  des  fonctions  F(a:,  y)  satisfaisant 
à  la  première  condition 


F(a:,  .y)=  /    P(a;,  y)dx  +  <f{y). 


(f{y)   désignant  une  fonction  arbitraire  de   y. 

Nous  déterminerons  cette  dernière  fonction  par  la  seconde  condi- 
tion en  écrivant  que  la  dérivée  de  F{x,  y)  par  rapport  à  y  est  égale 
à  Q{x,  y)  ;  nous  obtiendrons  la  dérivée  de  l'intégrale  qui  entre  au 
second  membre  de  la  dernière  relation  en  prenant  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion P{x,  y)  sous  le  signe  d'intégration  (n°  301);  nous  devrons  donc  avoir 


(3)  Q[x,y)=£ 


ôy  dy 

ÔP 

D'après  la  relation  (2)  supposée  remplie,  nous  pouvons  remplacer  — — 

par   — ^  dans  l'intégrale  qui  entre  au   second  membre  ;  nous  avons 

ôQ 
alors  à  déterminer  l'intégrale  définie  par  rapport  à  X  de    -p^;    comme 

ox 

la  fonction  primitive  de  cette  expression  est  la  fonction   Q    elle-même, 
nous  obtiendrons  la  valeur 
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en  remplaçant  par  cette  expression  le  premier  terme  du  second  membre 
de  Féquation  (3),  nous  aurons,  pour  déterminer   9(1/),   la  condition 


ou  bien 


Qi=^.  y)  =  Q(^,  y)  -  Q(«,  y) + ^ . 

c/çp    


dy 


=  Q(«,2/). 


Nous  concluons  de  là  que  cp(^)  est  une  fonction  primitive  de 
Q{a,  y)  ;  pour  plus  de  symétrie,  nous  la  représenterons  par  une  inté- 
grale définie  prise  entre  les  limites  b  et  y,  b  étant  une  quantité 
fixe  arbitraire  qui  joue  le  rôle  de  la  constante  d'intégration  ;  nous 
aurons  de  cette  façon 

Nous  voyons  ainsi  qu'il  existe  une  solution  du  problème,  dont 
Texpression  générale  est 

(4)  F(x,  y)  =£^{x,  y)dx  +  £(i{a,  y)dy; 

toute  autre  solution  ne  diffère  de  celle-là  que  par  une  constante, 
car  la  différence  de  ces  deux  solutions  a  une  différentielle  totale  nulle  ; 
elle  est  par  suite  une  constante  indépendante  de  x   et  de   y, 

La  fonction  F{x,  y)  ainsi  obtenue  semble  dépendre  de  deux  cons- 
tantes a  et  6  ;  en  réalité  elle  ne  dépend  que  d'une  seule  constante, 
qui  renferme  à  la  fois  a  et  &;  on  peut  en  effet  démontrer  que  le 
second  membre  de  la  relation  (4)  se  met  sous  la  forme  ^{x,  y)  —  ^(a,  6) . 

325.  Exemple.  —  Soit  l'expression 

[x^  -hy^)dx-h  2xy  dy  ; 

on  vérifie  que  la  relation  (2)  est  satisfaite  ;  on  trouve  alors  pour  l'inté- 
grale de  cette  différentielle  totale,  en  appliquant  la  formule  (4), 

r\x^-^y^}dx-hj^2aydy  =  (^^-^xy^y^^{ay^)l 

•3  \  /  Af  3 


=(y-'»')-(f-«»- 
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La  méthode  que  nous  avons  employée  montre  que  toute  différen- 
tielle totale  a  une  intégrale  indéfinie,  et  elle  donne  le  moyen  de  la 
calculer  au  moyen  de  deux  intégrales  définies  ;  dans  beaucoup  de  cas, 
on  aperçoit  immédiatement  la  fonction  cherchée  sans  effectuer  ces  deux 
intégrations  ;  c'est  ainsi  que  les  expressions 

,     ,        ,                ,     ,       ,              xdy  —  ydx            xdy  —  ydx 
xdx-^ydy,        xdy-hydx,  — ^ — ^ — ,  — ^ ^ — 

X  X      I     u 

sont  les  différentielles  totales  des  fonctions 


X' 


y' 


2 


C, 


xy-+-C, 


K 

X 


c, 


arctg 


X 


•/; 


326.  Différentielle  totale  d'une  fonction  de  trois  variables.  —  La 

différentielle  totale  d'une  fonction   F{x,  y,  z)  de  trois  variables   x,  y,  z 
est 


dF  = dx  H dy 

ôx  by 


dz; 


les  dérivées  partielles  qui  foraient  les  coefficients  de  dx,  dy  et  dz  ne 
sont  pas  indépendantes  Tune  de  l'autre  ;  si  Ton  forme  en  effet  les  déri- 
vées secondes  de   F ,   on  doit  avoir 


ô  /ôF\_ 


_ô_/ôF\ 
Oy\bx) 


ô  /  ÔF  ^ 


5^/ ÔF 


V  -Y 

ôar  \  ôz  / 


ô  /  ÔF 


dx  \  ôy  / 
Ôi/Vôz/ 


Ô^F 

Ô^F 
ôyôz 

Ô^F 
dzôx 


Lorsque  Ton  veut,  inversement,  déterminer  une  fonction   F(x,  y,  z) 
dont  la  différentielle  totale  est  une  expression  donnée  de  la  forme 


(5) 


P(x,  y,  z)dx-hQ{x,  y,  z)dy  -h  R{x,  y,  z)dz, 


il  est  nécessaire,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  fonctions    P,  Q,  R 
satisfassent  aux  trois  relations 


(6) 


ôP  ^  5Q 

Ôy        ôx 


Ô2        ôy 


ÔR 

Ôx 


ÔP 

ôz  ' 
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nous  allons  montrer  que  ces  conditions,  que  Ton  appelle  conditions 
d'intégrahilité,  sont  suffisantes,  et  nous  déterminerons,  lorsqu'elles  sont 
remplies,  toutes  les  fonctions  dont  l'expression  donnée  est  difTérentielle 
totale. 

Toute  fonction  ¥[x,  y,  z)  répondant  à  la  question  a  une  dérivée 
par  rapport  à  x  égale  à  P(x^  y  y  z)  ;  par  un  raisonnement  analogue  à 
celui  que  nous  avons  fait  précédemment,  nous  voyons  que  cette  fonc- 
tion a  pour  valeur 

a    étant  une  constante  et    9(3/^  z)    une  fonction  indépendante  de    x . 
Pour  déterminer  9,  nous  écrirons  que  les  dérivées  de  F  par  rapport 
h    y    ti    z    sont    Q    et    R,    c'est-à-dire  que  Ton  a,  en  appliquant  la 
règle  de  dérivation  des  intégrales  définies, 


R(x,  y,  z)  =f 


ÔP 
ôy 

dx-{- 

5^ 

ÔP 

ôz 

(/xH- 

ÔP  ÔP 

mais,  d'après  les  relations  (6),  nous  pouvons  remplacer    -  -  et   -- 

ôQ   ,  ôR  .,  ^y      ^^ 

par  — ^-   et    — —  ;    nous  avons  par  suite 
ox  ox 

nous  en  tirons 

La  fonction    (p(y,  z)    doit  ainsi  satisfaire  à  la  condition  d'avoir 
pour  différentielle  totale  l'expression 

Q(a,  y  y  z)dy  -f-  R(a,  y,  z)dz  ; 

d'après  la  deuxième  des  relations  (6),  cette  expression  est  intégrable 
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et  son  intégrale  est  égale,  comme  nous  Tavons  vu,  à 

6    et    c    désignant  des  constantes.  Nous  voyons  ainsi  qu'il  existe  une 
solution  du  problème  dont  l'expression  générale  est 

F(«;  y,  ^)=J^^i^^  y  y  z)dx^J^Q{a,  y,  z)dy-^J^R(a,  b,  z)dz\ 

toute  autre  solution  ne  diffère  de  celle-là  que  par  une  constante  arbi- 
traire. 

Exemple,  —  L'expression 

{y  H-  z)dx  -+-  (z  H-  x)dy  -h  (a:  -+-  y)dz 
satisfait  aux  conditions  d'intégrabilité  (6)  ;  elle  a  pour  intégrale  indéfinie 

r  [y-^  ^)d^  -H  /^  (z  -+-  a)dy  -^  r  {a-h  b)dz 

=  {xy  -hxz-i-  yz)  —  (ab  -hac-\-  bc)  ; 

on  vérifie  qu'elle  ne  dépend  que  d'une  seule  constante  arbitraire,  et 
qu'elle  a  la  forme    F(x,  y,  z)  —  F(a,  b,  c). 

327,  Intégrale  curviligne  dans  le  cas  de  deux  variables.  —  Nous 
allons  généraliser  la  notion  d'intégrale  définie  d'une  fonction  d'une 
variable  (n*  273) . 

Considérons  deux  fonctions  u[Xf  y)  et  v{x,  y)  de  deux  variables 
X  et  y\  supposons  que  ces  variables  soient  reliées  l'une  à  l'autre 
d'une  manière  connue  ;  pour  plus  de  généralité,  admettons  que  x  et  y 
soient  des  fonctions  données  d'un  même  paramètre    t, 

Faisons  varier  /  d'une  manière  continue  entre  deux  limites  a 
et  P;  supposons  que  x  et  y  soient  continues,  ainsi  que  n{x,  y) 
et   v(x,  y),  pour  toutes  ces  valeurs  de  t. 

Partageons  l'intervalle  (a,  ^)  en  n  intervalles  partiels  infiniment 
petits;  désignons  par  A^,  A^^,  ...  A^„  les  accroissements  succes- 
sifs de    t,    et  par   Aui,    Au2,    .  .  .    Aii„    les  accroissements  correspon- 
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dantsdela  fonction  u{x,  y);  prenons  d'autre  pai*t  une  valeur  parti- 
culière de  la  fonction  v{x,  y)  dans  chacun  des  intervalles,  multiplions- 
la  par  Taccroissement  de  u{x,  y)  correspondant  et  faisons  la  somme 
des  produits  obtenus. 

Pour  fixer  les  idées,  désignons  par  Oi  une  valeur  de  /  choisie 
dans  le  premier  intervalle,  et  par  Ç|  et  rii  les  valeurs  correspondantes 
de  X  et  y  ;  multiplions  v{li ,  y)i)  par  Aui ,  opérons  de  même  dans 
chacun  des  intervalles  suivants,  et  additionnons  les  résultats  ;  nous 
formerons  la  somme 

(7)  w(Çi,  Yii)Aai  +  i;(52,  7i2)Aii4-H-    •  •  -    -h^Ç»,  ti„)Aw„, 

que  nous  représenterons  par  ^v{x,  i/)Au  ;  nous  allons  montrer  qu'elle  a 
une  limite  lorsque  le  nombre  des  intervalles  augmente  indéfiniment, 
chacun  d'eux  tendant  vers  zéro. 

Remarquons  que  u  et  v  sont  des  fonctions  de  la  seule  va- 
riable indépendante  <;  représentons-les  pour  ui/  instant  par  u{l) 
et  v{i);  v{li^'t\i)  est  égal  à  u(Oi)  ;  d'autre  part,  l'accroissement  Aii| 
est  égal,  d'après  la  formule  des  accroissements  finis,  au  produit  de 
l'accroissement  A/i  par  la  valeur  de  la  dérivée  u'{t)  pour  une  valeur 
particulière  ôj  de  t  comprise  dans  le  premier  intervalle.  Le  premier 
terme  de  la  somme  (7)  est  donc  égal  à  t'(6i)  u'(ôJ)A<i ,  et  les  autres 
termes  peuvent  être  mis  sous  une  forme  analogue. 

En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  au  n°  273  (1°),  nous  pouvons 
remplacer  dans  la  somme  précédente,  sans  en  changer  la  limite, 
6{,02,    ...    par   Oi,02)    •  •  •  1    nous  obtenons  ainsi  la  somme 

(8)  v(60ii'(ei)A^-f-r(e2)u'(ô,)A/,-f-    ...   -+- K6„)  ii'(6„)A^ . 

Mais  cette  somme  a  une  limite,  qui  n  est  autre  que  l'intégrale 
définie, 

(9)  f\{i)u'{l)dt; 

par  suite,  la  somme  ^v[x,  y)^u  a  une  limite  égale  à  cette  intégrale  ; 
on  représente  cette  limite  par  la  notation 


Jab 


v{x,  y)du{x,  y), 

ab 


OÙ  a   et  6  désignent  les  valeurs  de    a;   et  y    pour   <  =  a,   a'    et  b' 
VocT.  —  Math.  sup.  28 
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\ps  valeurs  des  mêmes  variables  pour  /  ^  S  :    on  l'appeUe  intégrale 
curviligne  et  on  la  calcule  en  la  remplaçant  par  rinlégrale  définie   9  . 


328.  Interprétallon  géométrique.  —  Le  nom  d'intégrale  caniligne 

donné  à  cette  intégrale  provient  de  la  signifi- 
cation géométrique  suivante  qu'on  lui  donne 
ordinairement.  Considérons  les  valeurs  de 
X  et  de  y  qui  dépendent  du  paramètre 
t  comme  les  coordonnées  des  points  d*une 
court>e  plane,  et  construisons  cette  courbe; 
au\  différentes  valeurs  de  /  comprises  entre 
— ^  »  et  ^  correspondent  les  points  successifs 
d'un  arc    AB     fig.  99  ,  et  à  une  décom- 


y 


*'»g-  ^-  position  de  rinter\alle  (ot,  ^)   en  intervalles 

partiels  correspond  une  décomposition 
de  l'arc  AB  en  arcs  partiels  infiniment  petits  AAi,  AiAj,  .  .  .  , 
et  enfin  aux  valeurs  61,62*  •  •  •  de  t  correspondent  les  points 
Cl,  C2,    ...    situés  respectivement  sur  chacun  de  ces  arcs. 

Imaginons  un  point  mobile  de  coordonnées  égales  à  x  et  ^,  se 
déplaçant  sur  1  arc  AB,  de  A  à  B,  lorsque  t  varie  de  a  à  p  ; 
pour  obtenir  la  somme  (7^,  nous  déterminerons  les  accroissements 
successifs  de  la  fonction  n  lorsque  ce  mobile  parcourt  chacun  des  arcs 
infiniment  petits  AAi,AiA2,  .  .  .  ,  nous  multiplierons  ces  accroisse- 
ments parles  valeurs  de  v  en  chacun  des  points  Ci,C2,  ...  situés 
respectivement  sur  ces  arcs,  et  nous  formerons  la  somme  des  produits 
ainsi  obtenus.  D'après  ce  que  nous  avons  vu,  cette  somme  a  une  limite 
indépendante  du  mode  de  décomposition  de  Tare  AB  en  arcs  partiels 
et  du  choix  des  points  Ci,  C2,  ...  sur  ces  arcs  ;  pour  la  déterminer, 
il  suffit  de  remplacer  r  et  du  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  t  et 
de  dty  et  de  calculer  Tintégraie  définie  obtenue  par  rapport  à  t  entre 
les  limites  a  et  p.  Nous  donnerons  à  cette  limite  le  nom  d'intégrale 
curviligne  étendue  à  Tare  AB,  et  nous  la  représenterons,  lorsqu'il n\ a 

pas  d'ambiguïté,  par  la  notation     /     v  du. 

Si  le  mobile  que  nous  avons  considéré  parcourt  Tare  AB  en  sens 
inverse  du  sens  primitif,  c'est-à-dire  de  B  vers  A,  Tordre  des  limites 
d'intégration  dans  l'intégrale  définie  (9j  est  interverti  ;  nous  en  con- 
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cluons  que  la  nouvelle  intégrale  curviligne  a  une  valeur  égale  et  de 
signe  contraire  à  la  première  ;  c'est  ce  qu'exprime  l'égalité 

B 


/    vdu  =  —  /     vdu. 

/B  J  A 


Il  arrive  souvent  que  Ton  considère  une  intégrale  curviligne  étendue 
à  un  contour  fermé  ;  on  suppose  que  ce  contour  est  parcouru  par  un 
mobile  dans  un  certain  sens,  en  partant  d'un  point  déterminé  et  y 
revenant  ;  on  forme  comme  dans  le  cas  précédent  la  somme  (7),  et  l'on 
détermine  sa  limite  en  la  ramenant  aune  intégrale  définie  telle  que  (9). 

Remarquons  que  l'on  obtient  la  même  limite  pour  la  somme  (7) 
en  prenant  sur  le  contour  un  autre  point  de  départ  du  mobile,  pourvu 
que  le  parcours  ait  toujours  lieu  dans  le  même  sens  ;  on  peut  donc  re- 
présenter sans  ambiguïté  par  la  notation     j  vdu   l'intégrale  curviligne 

étendue  à  un  contour  C,  sans  spécifier  le  point  de  départ,  mais  en  indi- 
quant toutefois  le  sens  du  parcours.  Si  ce  sens  est  remplacé  par  le  sens 
contraire,  l'intégrale  change  de  signe  sans  changer  de  valeur  absolue. 

329.  Exemples.  —  Comme  exemple  d'intégrale  curviligne,  nous 
mentionnerons  la  détermination  de  la  masse  totale  d'un  arc  de  courbe 
ÂB  dont  la  densité  en  chaque  point  est  une  fonction  donnée  p(x^  y) 
des  coordonnées  de  ce  point  ;  cette  masse  est  égale  à  l'intégrale  cur- 
viligne 

<^B 

p{x,y)ds, 


j 


ds    étant  la  différentielle  de  l'arc  et  ayant  pour  valeur    ^dx^  -h  dy^ . 
Un  autre  exemple  est  fourni  par  l'intégrale  curviligne 

étendue  à  un  contour  fermé  C  {fig,  100);  nous  supposerons,  pour 
simplifier,  que  ce  contour  ne  se  coupe  pas  et  qu'il  n'est  rencontré 
qu'en  deux  points  par  toute  parallèle  à    Oy. 

Si  un  observateur  décrivant  le  contour  a  toujours  l'aire  intérieure 
à  sa  gauche,  nous  dirons  qu'il  se  déplace  dans  le  sens  direct  ;  ce  sens  est 
indiqué  sur  la  figure  par  une  flèche.   Nous  allons  montrer  que  l'inté- 
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grale  curviligne    j  y  dx,   relative  au  contour  parcouru  dans  le  sens 

direct,  est  égale  à  l'aire  intérieure  prise 
négativement. 

Soient  A  et  B  les  points  de 
contact  des  tangentes  parallèles  à  Oy, 
a  et  6  leurs  abscisses.  Nous  pouvons 
décomposer  l'intégrale  curviligne  en  une 
somme  de  deux  autres,  étendues  Tune 
à  Tare  '  AMB  et  l'autre  à  l'arc  BNA  ; 
la    première    est    égale    à    l'intégrale 

/  yodx,     I/o    étant  l'ordonnée    d'un 
point  de  l'arc  AMB ,    et  a  pour  valeur 


Fig.  100. 


l'aire  akMBb  ;   la  seconde  est  égale  à 

yi  étant  l'ordonnée  d'un  point  de  l'arc  ANB,  et  elle  est  égale  à  l'aire 
crANBé  prise  négativement;  nous  en  concluons  que  l'intégrale 
étendue  au  contour  C  a  pour  valeur  aireaAMB^  —  aireaANBft,  et 
qu'elle  est  égale  à  l'aire  intérieure  au  contour,  prise  négativement. 

Comme  application,  considérons  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes, 
et  supposons  que  les  coordonnées  de  ses  points  s'expriment  au  moyen 
d'un  paramètre   l   par  les  formules 

x=acos<,  i/  =  6sin/; 

cette  ellipse  est  parcourue  dans  le  sens  direct  lorsque  t  varie  de  0  à 
27r;  d'après  ce  qui  précède,  nous  aurons  pour  valeur  de  Taire  inté- 
rieure à  la  courbe 

aire  =  —   /  ydx  =  —   /     6  sin  <  ( —  a  sin  t)dl  =  ab  f     sin*  (dl  ; 

comme  la  dernière  intégrale  est  égale  à  tc  (n°  294),  nous  voyons  que 
l'aire  de  l'ellipse  est  égale  à  -nab,   résultat  déjà  trouvé  au  n*  302. 


330.  Dans  une  intégrale  curviligne     /    vdu,    nous  pouvons  tou- 
jours  remplacer  la  diiïérentielle  du  par  sa  valeur  u'^^dx -\- Uydy ,  et  écrire 

I      V  du  =  I     V  Uxdx~\-  V  Uy  dy, 
./a  -'a 
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«ar  les  intégrales-  sont  toutes  deux  égales  à   /    v{t)  u'{t)  dt.    Si  nous 

considérons  la  somme  de  plusieurs  intégrales  curvilignes  étendues  au 
même  arc,  nous  pouvons  réunir  d'une  part  les  coefficients  de  dx,  d'autre 
part  ceux  de    dy,  et  mettre  cette  somme  sous  la  forme 


£ 


?{x ,  y)dx -{- Q{x ,  y)dy\ 


cette  manière  d'écrire  une  intégrale  curviligne  est  souvent  employée, 
bien  qu'elle  ne  soit  pas  indispensable. 

331.  Condition  pour  qu'une  intégrale  curviligne  ne  dépende  que 
des  limites  du  chemin  d'intégration.  —  La  valeur  d'une  intégrale  cur- 
viligne dépend  non  seulement  des  valeurs  que  prennent  x  et  y 
^ux  limites  A  et  B  du  chemin  d'intégration,  mais  encore  de  la  nature 
des  fonctions  x  =  f[i),  y  ==  cp(/j,  c'est-à-dire  de  l'arc  suivi  entre 
A  et  B  ;  en  général,  Tintégrale  change  de  valeur  quand  on  fait  varier 
cet  arc,  quand  même  les  limites   A   et    B    resteraient  fixes. 

Il  peut  arriver  cependant  qu'une  intégrale  curviligne  ne  dépende 
que  des  limites  d'intégration  et  nullement  du  chemin  parcouru  entre  ces 
limites  ;  nous  allons  démontrer  à  ce  propos  le  théorème  suivant  : 

Théorème  1.  —  Pour  que  Vintégrale  curviligne 

(10)  fy{x,y)dx-hQ{x,y)dy 

ne  dépende  que  des  limites  du  chemin  d'intégration,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  quantité  sous  le  signe  d'intégration  soit  différentielle 
totale  exacte. 

1°  La  condition  est  nécessaire  ;  supposons  en  effet  que  l'intégrale 
(10),  prise  entre  les  deux  points  A  et  B,  ne  dépende  que  des  coor- 
données de  ces  deux  points  ;  désignons  par  [a,  b)  celles  du  premier  et 
par  {x,  y)  celles  du  second  ;  lorsque  ces  dernières  varient,  l'intégrale 
est  une  fonction  bien  déterminée  des  deux  variables  x  et  y.  Repré- 
sentons-la par   F{x,  y)    et  cherchons  ses  dérivées  partielles. 

Donnons  à  x  un  accroissement  h,  y  restant  constant,  et  dési- 
gnons par  B'  le  point  de  coordonnées  {x-\~h,y)\  la  fonction 
F{x~\-h,  y)     est  égale  à  l'intégrale  curviligne  prise  entre  les  points 
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A  et  B'  ;  comme  elle  ne  dépend  pas  du  chemin  suivi,  nous  pouvons 
supposer  que  l'arc  d'intégration  se  compose  de  Tare  d'abord  suivi  de 
A  à  B,  puis  d'un  chemin  rectiligne  parallèle  à  Ox  de  B  à  B'; 
la  différence  F(x  -\-h,y)  —  F(x,  y)  est  donc  égale  à  l'intégrale  relative 
à  la  di'oite    BB^ 

•Mais,  sur  cette  droite,  y  reste  constant  et  dy  est  nul  ;  nous  avons 
donc  simplement 

Y[x-^h,y)^Y[x,y)=  r"'?{x,y)dx; 

cette  égalité  exprime  précisément  que  la  fonction  F{x,  y),  où  x  est 
considéré  comme  seule  variable,  est  égale  à  l'intégrale  de  P{x,  y)  par 
rapport  à  x,  ou  bien  qu'elle  a  pour  dérivée  P(x,  y);  nous  verrions, 
par  un  raisonnement  analogue,  que  la  dérivée  de  Fix,  y)  par  rapport 
à  y  est  égale  à  Q{x,  y)  ;  nous  concluons  de  là,  que  la  fonction 
V{x,  y)  a  pour  différentielle  totale  la  quantité  P  dx-\-Qdy^  et 
par  conséquent  que  la  quantité  sous  le  signe  d'intégration  (10)  est  une 
différentielle  totale  exacte. 

2°  La  condition  est  suffisante  ;  supposons  que  Pdx  -h  Qdy  soit 
différentielle  exacte  ;  nous  savons  déterminer  {n°  324)  Tintégrale  indé- 
finie de  cette  différentielle  ;  désignons  par  F{x,  y)  l'une  quelconque 
de  ses  déterminations. 

L'intégrale  curviligne  (10),  prise  le  long  d'un  arc  de  courbe  AB 
dont  les  coordonnées  s'expriment  au  moyen  d'un  paramètre  t  par  les 
formules  x  =  f{t),  y  =  (f[t),  s'obtient,  comme  nous  l'avons  vu,  en 
remplaçant  x  et  y  par  leurs  valeurs  et  intégrant  par  rapport  à  t 
entre  les  limites  a  et  p  de  ce  paramètre  ;  elle  a  par  suite  pour  valeur 

(il)  /?[P[/"")'  i'(')] /"W  +  Q[AO.  <p(0] ?'(<)]</'• 

Mais  la  quantité  sous  le  signe  d'intégration  est  identique  à  la 
différentielle  par  rapport  à  t  de  la  fonction  F[/'(^),  (p(^)],  par  suite 
l'intégrale  (11)  est  égale  à  la  différence  des  valeurs  de  cette  fonc- 
tion pour  t  =  OL  et  <  =  p,  c'est-à-dire  à  la  différence  des  valeurs  que 
prend  la  fonction  F{x,  y)  pour  les  limites  A  et  B  du  chemin  d'in- 
tégration. Nous  concluons  de  là  que  l'intégrale  (10)  ne  dépend  que  des 
coordonnées  des  points  A  et  B  et  nullement  du  chemin  suivi  entre 
ces  deux  points,  ce  qui  démontre  la  proposition. 
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Du  raisonnement  que  nous  venons  de  faire,  nous  déduisons  le 
théorème  suivant: 

Théorème  II.  —  Une  intégrale  curviligne  de  différentielle  totale 
exacte  est  égale  à  la  différence  des  valeurs  que  prend  une  intégrale 
indéfinie  quelconque  de  cette  différentielle  aux  limites  d'intégration, 

332.  Cas  d*un  contour  fermé.  —  Si  le  chemin  d'intégration  est 
un  contour  fermé,  l'origine  et  l'extrémité  de  ce  chemin  sont  deux 
points  confondus  et  ont  mêmes  coordonnées;  nous  en  concluons  le 
théorème  : 

Théorème  III. —  Une  intégrale  curviligne  de  différentielle  totale 
prise  le  long  d'un  contour  fermé  est  nulle. 

Les  raisonnements  qui  précèdent  supposent  toutefois  que  l'inté- 
grale indéfinie  F(x^  y)  de  la  différentielle  totale  a  une  seule  détermi- 
nation, comme  cela  a  lieu  par  exemple  pour  l'intégrale  de  xdy  -\-y  dx , 
qui  a  pour  valeur  x^-f-C.  Dans  le  cas  où  F(j!:,  y)  est  susceptible 
de  plusieurs  déterminations,  il  peut  arriver  que  celle  qu'elle  possède  à 
la  fin  du  chemin  d'intégration  ne  soit  pas  la  même  que  celle  qui  cor- 
respond à  l'origine,  et  qu'elle  en  diffère  par  une  constante  numérique  ; 
alors,  l'intégrale  relative  au  contour  peut  ne  pas  être  nulle,  mais  être 
égale  à  cette  constante. 

C'est  ce  qui  a  lieu  pour  l'intégrale  curviligne 


Çx  dy  —  y 


'x  dy  —  y  dx 

1      ' 


la  quantité   sous   le   signe  d'intégration   a   pour    intégrale    indéfinie 
arc  tg-^  -i-C,     et  cette  fonction  a  une  infinité  de  déterminations,  qui 

X 

diffèrent  entre  elles  d'un  multiple  entier  de   t:  . 

Si  l'on  prend  l'intégrale  précédente  relativement  à  un  contour  n'en- 
tourant pas  l'origine,  l'arc  dont  la  tangente  est  -^   reprend  la  même  va- 

X 

leur  aux  deux  extrémités  de  ce  contour,  et  l'intégrale  est  nulle  ;  mais  si 
le  contour  enveloppe  l'origine,  par  exemple  dans  le  sens  direct,  l'arc 

dont  la  tangente  est  -^   augmente  de  2-1: ,  et  l'intégrale  curviligne  est 
égale  à  2iT. 
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333.  Cas  de  trois  variables.  —  Tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  les 
intégrales  curvilignes  s'étend  au  cas  de  trois  variables  x,y,  z.  Sup- 
posons que  ces  variables  soient  des  fonctions  continues 

d'un  même  paramètre  /,  et  qu'on  donne  à  ce  paramètre  successive- 
ment toutes  les  valeurs  comprises  entre  deux  nombres  a  et  p;  en 
employant  une  représentation  géométrique  et  considérant  x^y  et  z 
comme  coordonnées  d'un  point  de  l'espace,  le  point  [x,  t/,  z)  décrit 
alors  un  certain  arc  de  courbe  AB.  Soient  u{x,  y,  z)  et  r(x,  y,  z) 
deux  fonctions  continues  des  variables  ;  à  toute  décomposition  de  l'in- 
tervalle (a,  p)  en  intervalles  partiels  infiniment  petits  A<  correspondent 
une  décomposition  de  l'arc  AB  en  arcs  infiniment  petits  et  une 
somme  de  la  forme  l,v{x,  y,  z)^u{x,  y,  z),  analogue  à  la  somme  (7); 
comme  dans  le  cas  de  deux  variables,  cette  somme  a  une  limite,  que 

l'on  représente  par      /    v  du^    et  que  l'on  appelle  intégrale  curviligne 

relative  à  l'arc  AB  ;  on  la  calcule  en  remplaçant  v  et  du  par  leurs 
valeurs  en  fonction  de  (,  et  intégrant  le  résultat  par  rapport  à  t 
entre  a   et   p. 

On  exprime  ordinairement  du  sous  la  forme  ui  dx  -hVydy  -{-  ul  dz  ; 
toute  intégrale  curviligne,  ainsi  que  toute  somme  de  telles  intégrales 
se  rapportant  au  même  chemin  d'intégration  peuvent  alors  être  écrites 
sous  la  forme 

/»B 

/     P(^^  ,V;  2)^^  +  Q{^>  y  y  ^)dy  -4-  ^{x,  y,  z)dz . 

%J  A 

Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  dans  les  deux  derniers 
numéros  et  les  théorèmes  1,  II  et  III  s'étendent  sans  changement  aux 
intégrales  curvilignes  relatives  à  trois  variables. 


CHAPITRE  IX 

INTÉGRALES  DE  SURFACE. 
TRANSFORMATION  DES  INTÉGRALES  MULTIPLES 


334.  Intégrale  de  surface.  —  Désignons  par  S  une  surface  fermée 
simple,  analogue  à  une  sphère  ou  à  un  tore,  ou  bien  une  portion  finie  de 
surface,  limitée  par  un  contour  fermé  C,  analogue  aune  calotte  sphé- 
rique  limitée  par  un  cercle. 

Soit  Oxyz  un  trièdre  de  coordonnées  rectangulaires  auquel  est 
rapportée  la  surface  S  ;  nous  rappelons  que  pour  un  premier  obser- 
vateur placé  en  0  sur  le  plan  des  ary,  dans  la  direction  de  Oz,  le 
sens  positif  de  rotation  est  celui  dans  lequel  il  faut  faire  tourner  une 
droite  primitivement  confondue  avec   Ox    pour  Tamener  à  coïncider 

avec  Oy  en  décrivant  Tangle   —  •   Avec  la  disposition   habituelle  des 

■S 

axes  dans  Tespace,  c'est  le  sens  de  gauche  à  droite  ;  avec  la  disposi- 
tion adoptée  en  géométrie  plane,  c'est  le  sens  de  droite  à  gauche,  comme 
en  trigonométrie. 

Imaginons  maintenant  un  deuxième  observateur  s'appuyant  nor- 
malement sur  la  surface  S,  d'un  côté  donné  à  Tavance,  et  cheminant 
sur  cette  surface;  pour  simplifier  les  énoncés,  nous  appellerons  face  po- 
sitive de  S  la  face  sur  laquelle  il  s'appuie  constamment,  et  normale 
positive  en  un  point  la  demi-droite  comptée  sur  la  normale  à  partir  de 
ce  point  et  dirigée  du  côté  de  l'observateur;  par  exemple,  sur  une 
sphère,  nous  choisirons  comme  positives  la  face  extérieure  et  la  nor- 
male vers  l'extérieur. 

Dans  le  cas  où  l'on  considère  une  portion  de  surface  limitée  par 
un  contour  C    et  un  sens  de  déplacement  sur  ce  contour,  on  dit  que 
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ce  sens  est  le  sens  direct  ou  positif  si  le  deuxième  observateur  debout 
sur  la  face  positive  de  la  surface  et  près  du  contour  voit  le  déplacement 
s'effectuer  sur  le  contour  dans  le  sens  que  nous  avons  appelé  sens 
positif  pour   le  premier  observateur  placé  sur   Oz . 

Cela  posé,  soit  C{x,  y,  z)  une  fonction  continue  des  trois  va- 
riables Xf  y,  z;  nous  allons  définir  ce  qu'on  entend  par  Tintégrale 
double 

(1)  fjc{x,y,z)dxdy 

étendue  à  la  surface  S.  Nous  nous  placerons  d'abord  dans  le  cas  où 
cette  surface  est  rencontrée  en  un  seul  point  par  une  parallèle  à  0:: , 
et  nous  désignerons  par  A  sa  projection  sur  le  plan  des  xy  ;  z  sera 
une  fonction  déterminée  de  x  et  y  ;  nous  la  supposerons  continue 
et  nous  rappellerons    z  =  /"(x,  y). 

Nous  remplacerons  dans   C,   z   par  sa  valeur  en  fonction  de  Xyy^ 

nous  calculerons  la  valeur  de  l'intégrale  double  /  /  C[x,  y,f{x,  y)]dx  dy 

étendue  à  Taire  A  du  plan  des  xy,  et  nous  multiplierons  le  résultat 
par  -h  1  ou  par  —  1  suivant  que  la  normale  positive  à  la  surface  S, 
choisie  comme  nous  l'avons  dit,  fait  avec  Oz  un  angle  aigu  ou  un 
angle  obtus  ;  le  résultat  obtenu  sera  par  définition  la  valeur  de  l'inté- 
grale (1),  étendue  à  la  surface    S. 

Désignons  par  A<t  ou  d<i  un  élément  d'aire  de  S,  élément 
essentiellement  positif,  par  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  cet 
élément,  et  par  y  l'angle  aigu  ou  obtus  que  fait  avec  Oz  la  nor- 
male positive  en  ce  point  ;  nous  pouvons  démontrer  que  la  somme 
2  C{x,  y,  z)  cos  y  A<r,  étendue  à  tous  les  éléments  de  la  surface  S,  a 
une  limite,  et  que  cette  limite,  que  nous  désignerons  par 

(2)  ffc{x,y,z)cosyda, 

est  égale  à  l'intégrale  (1). 

En  effet,  si  y  est  aigu,  le  produit  cos  y  Ad  est  positif  et  est 
égal  à  la  projection  AA  de  Aœ  sur  le  plan  xOy  (n°  319);  si,  au 
contraire,  y  est  obtus,  ce  produit  est  négatif  et  est  égal  à  — AA.  On 
a  donc,  en  remplaçant   z    par  sa  valeur, 

2  C(x,  y,  z)  cos  Y  A(T  =  zb  2;  C[x,  y,  f{x,  y)] AA, 


INTÉGRALES    DE    SURFACE  443 

OÙ  Ton  prend  le  signe  -h  ou  le  signe  —  au  second  membre  suivant 
que   Y  est   aigu  ou  obtus;  en  passant  à  la  limite,  on  a  Tégalité 

ff  C(x,  y,  z)  cos  Y  Jff  =  =b  JJ^  C[x,  y,  f[x,  y)\dx  dy  ; 

mais  le  second  membre  représente  dans  tous  les  cas  la  valeur  de  l'in- 
tégrale (1),  par  suite,  les  intégrales  (1)  et  (2)  sont  toujours  égales. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  S  soit  rencontrée  en  plu- 
sieurs points  par  une  parallèle  à  Oz  ;  nous  la  décomposerons  en  por- 
tions rencontrées  chacune  par  une  telle  droite  en  un  seul  point  ;  nous 
calculerons  la  valeur  de  l'intégrale  (i)  relative  à  chacune  de  ces  por- 
tions et  nous  ferons  la  somme  des  résultats.  L'égalité  des  intégrales  (1) 
et  (2),  qui  a  lieu  pour  chacune  des  portions  de  surface,  a  encore  lieu 
pour  la  surface  totale   S. 

Les  mêmes  définitions  et  les  mêmes  raisonnements  seraient  ap- 
plicables à  des  intégrales  doubles  de  la  forme 

fj^H^>y,^)dydz,         jy^B{x,y,z)dzdx; 

elles  se  ramènent  à  des  intégrales  doubles  étendues  aux  projections  des 
différentes  parties  de  S  sur  le  plan  des  yz  ou  sur  le  plan  des  zx  ; 
on  appelle  en  général  intégrale  de  surface  une  somme  d'intégrales  des 
formes  précédentes,  c'est-à-dire  une  intégrale  de  la  forme 

(3j        //  A(x,  y,  z)dy  c/z-hB(x^  y,  z)dz  dx-hC{x,  y,  z]dx  dy  ; 

si  a,  p,  Y  sont  les  angles  avec  les  axes  de  la  normale  positive  en  un 
point  de  la  surface  S,  nous  verrions,  par  un  raisonnement  analogue 
à  celui  que  nous  avons  fait  pour  les  intégrales  (!)  et  (2),  que  l'inté- 
grale précédente  (3)  est  égale  à 

/  /  [kixj  y,  z)  cos  a  -f-  B{x,  y,  z)  cos  p  -h  C{x,  y,  z)  cos  y]d(s. 

335.  Formule  de  Stokes.  —  Considérons  une  portion  de  surface 
S  limitée  par  un  contour  fermé  C,  et  sur  laquelle  est  choisie  une  face 
positive  ;  soit  une  intégrale  curviligne 

^^^  fc^"^^'  ^'  zyx-f-Q(>,  y,  z]dy-\-R{x,  y,  z)dz 
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étendue  au  contour  C  dans  le  sens  direct,  sens  que  nous  avons  défini 
précédemment;  nous  allons  démontrer  que  cette  intégrale  est  égale  à 
l'intégrale  double 

'''  /X(f-^)"»^-(f-f)''=^-(^-fH' 

étendue  à  la  surface  S,  en  supposant  que  P,  Q,  R  et  celles  de  leurs 
dérivées  qui  entrent  dans  l'intégrale  double  soient  continues  en  tous 
les  points  de  cette  surface  ;  c'est  dans  l'égalité  des  intégrales  (4)  et  (5) 
que  consiste  la  formule  de  Stokes.  Ampère  l'avait  déjà  rencontrée  dans 
certains  cas  particuliers. 

Nous  commencerons  par  faire  la  remarque  suivante  ;  si  nous  décom- 
posons la  surface  S  par  des  lignes  transversales  en  portions  Si,  S2,  ... 
et  si  Cl ,  C2,  ...  sont  les  contours  de  ces  portions  parcourus  tous  dans 
le  sens  direct,  la  somme  des  intégrales  curvilignes  analogues  à  (4)  éten- 
dues à  tous  ces  contours  est  égale  à  l'intégrale  (4)  étendue  au  contour 

C.  Il  suffit,  pour  le  voir,  de  remarquer  que 
les  intégrales  se  rapportant  aux  contours 
Cl,  C2,  .  .  .  se  composent:  1°  de  parties 
relatives  aux  différentes  portions  du  contour 
C ,  2°  de  parties  relatives  aux  lignes  transver- 
sales tracées  sur  S  ;  mais  ces  lignes  limitent 
des  portions  contiguës  de  surfaces  Si,  S2,  ..., 
Fig.  101.  et  elles  sont  parcourues  deux  fois  dans  des  sens 

opposés,  comme  le  montre  la  figure  101  ;  par 
suite,  les  intégrales  correspondantes  ont  des  valeurs  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires,  et  leur  somme  est  nulle  ;  il  ne  reste 
donc  que  l'intégrale  relative  au  contour  primitif  C. 

Il  suffit  alors  de  démontrer  la  formule  de  Stokes  pour  une  des 
parties  Si,  Sj,  .  .  .  ;  si  on  l'applique  en  effet  à  chacune  de 
ces  parties,  et  si  l'on  fait  la  somme  des  résultats,  on  arrive  à  l'égalité 
des  intégrales  (4)  et  (5).  Nous  supposerons  que  chacune  des  parties 
dans  lesquelles  on  décompose  S  est  rencontrée  en  un  seul  point  par 
une  parallèle  à  l'un  quelconque  des  axes;  alors  cosa,  cosp  et  cosy 
gardent  des  signes  constants  en  tous  les  points  de  chacune  de  ces 
parties  de  surface. 

Transformons  d'abord  l'intégrale  curviligne     /  P(ic,  ,y,  z)dx   éten- 
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due  à  Tun  des  contours  ;  nous  désignerons  ce  contour  d'une  manière 
générale  par    C  ;    soient    xq    et    Xi    les  limites  entre  lesquelles  varie 

X,  Xi  étant  >-Xo, 

A  et  B  les  points 

correspondants 

[fig.  102);  soient 

(.yo,  «0  et  yu 
Zi  Tordonnée  et 
la  cote  des  points 
Mo  et  Ml  cor- 
respondant à  une 
même  valeur  de 
X,  Nous  suppo- 
serons que  Mo  et 
Ml  désignent  res- 
pectivement le 
premier  et  le  se- 
cond point  que 
Ton  rencontre  en 
suivant  le  contour  à  partir  de  A,  dans  le  sens  AMqBMiA,  comme  l'in- 
dique la  flèche. 

L'intégrale  f  Pdx  est  égale  à  la  somme  de  deux  intégrales  ana- 
logues prises,  Tune  le  long  de  AMqB,  l'autre  le  long  de  BMiA  ;  cette 
dernière  est  égale  à  l'intégrale  prise  le  long  de  AMiB  et  changée  de 
signe;  nous  pouvons  donc  écrire 

fP(x,  y,  z)dx=   r*  F  X,  yo,  ZoM^— -  f*  ^{x,  2/i,  Zi)dx 


Fig.  102. 


=   r'  [?{x,  yo,  Zo)  —  P(x,  y,,  z,)]c/a:. 


Désignons  par  MqNMi  la  courbe  de  section  de  la  surface  S  par 
le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  Ox  et  d'abscisse  x;  la  différence 
P{x,  yo,  2o)  —  P(j^7  yij  ^i)    est  égale  à  l'intégrale  curviligne 


ÔP 


r^^ïLdy  +  ^^dz 
/M.    t^V  àz 


étendue  à  cette  courbe    MqNMi  ;    cela  résulte  en  effet  de  ce  que  l'in- 
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tégrale  euniligne  porte  sur  la  différentielle  totale  de  la  fonction 
P  X,  y,  z  où  X  est  constant,  et  elle  a  pour  valeur  la  différence  des 
valeurs  de  P  aux  deux  limites  d'après  le  ttiéorème  II  du  n"*  331  ;  nous 
pouvons  donc  écrire,  en  séparant  en  deux  parties  Tintégrale  précédente, 

La  première  intégrale  se  ramène  à  une  intégrale  double  étendue 
aux  éléments  d'aire  intérieurs  à  la  projection  amobrui  de  l'aire  S  sur 
xOy,  et  la  seconde  à  une  intégrale  double  étendue  aux  éléments  de 
la  projection  a'm'çjb'm'x  de  S  sur  zOx,  En  supposant  dans  la  figure 
que  les  angles  p  et  y  de  la  normale  avec  Oy  et  Oz  soient  aigus, 
les  sens  des  déplacements  sur  les  projections  de  C  sont  directs,  et 
nous  avons  yo<Ci/n  mais  au  contraire  zo2>-iî  il  faut  donc,  pour 
évaluer  la  deuxième  intégrale  comme  une  intégrale  double  ordinaire, 
inter\  ertir  Tordre  de  zo  et  Zj ,  et  changer  le  signe  de  l'intégrale  ; 
en  nous  reportant  aux  définitions  que  nous  avons  données  au  n°  précé- 
dent, nous  concluons  de  là  que  les  deux  intégrales  du  second  membre 

sont  respectivement  égales  aux  intégrales  de  surface      /  /  — -  dx  dy    et 


-II. 


dxdz. 


ôz 
En  faisant  sur  les  angles  p  et  y  d'autres  hypothèses,  nous  ver- 
rions que  ces  égalités  sont  vraies  dans  tous  les  cas  ;  nous  avons  donc 
toujours] 

Par  permutation  circulaire  des  lettres,  nous  transformerons  les 
deux  autres  parties  de  l'intégrale  (4)  en  intégrales  doubles  analogues 
aux  précédentes  et  en  faisant  la  somme  des  trois  égalités,  nous  aurons 

ôz        dx)  \dx       dy  )        ■^' 

ce  qui  est  la  formule  de  Stokcs. 

336.  Remarque  I.  —  Dans  le  cas  d'une  intégrale  étendue  à  un 


i 
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contour  C  situé  dans  le  plan  des  xy,  et  enfermant  une  aire  plane  S 
située  dans  ce  plan,    z   est  nul,  et  Ton  a  la  formule  simple 

Elle  porte  quelquefois  le  nom  de  formule  de  Cauchy;  sa  démons- 
tration directe  est  analogue  à  celle  de  la  formule  générale  de  Stokes. 

Remarque  II.  —  Si  P(/x-f-Qc/j/ H- Rc/s  est  différentielle  totale, 
tous  les  termes  de  l'intégrale  (5)  sont  nuls,  par  suite,  l'intégrale  (4) 
étendue  à  un  contour  fermé  est  nulle,  en  supposant  toutefois  que  les 
fonctions  P,  Q,  R  et  leurs  dérivées  soient  continues  en  tous  les  points 
d'une  surface  limitée  par  le  contour  ;  nous  retrouvons  ainsi  le  théo- 
rème III  du  n°  332. 

Remarque  III.  —  Toute  intégrale  de  surface  de  la  forme  (3)  ne 
peut  pas  toujours  être  identifiée  à  l'intégrale  (5);  il  faut  pour  cela 
que  l'on  puisse  trouver  trois  fonctions  P,  Q,  R  telles  que  l'on  ait  les 
égalités 

(6)     M_M^A  ^_^  =  B  ^_^=:C- 

'       01/        ôz  '  ôz        ôx  '  ôx        ôy 

on  conclut  de  là  que  l'on  doit  avoir  identiquement 

ÔJ7        ôy         ôz  * 

Cette  condition,  qui  est  nécessaire,  est  aussi  suffisante  car  si  A, 
B,  C   sont  liés  par  cette  relation,  on  vérifie  que  les  fonctions 

P  =  0,  Q=  Tcfx,  y,z)dx, 

J  x^ 

R  =  —  /    B(x,  y,z)dx-\-  i    A(xo,  y  y  z)dy 

forment  une  solution  des  équations  (6);  on  en  obtient  du  reste  d'autres 
en  ajoutant  respectivement  à  ces  fonctions  les  dérivées  partielles  d'une 
fonction  quelconque  par  rapport  à   x,  y   et   z. 

Lorsque  la  condition  (7)  est  remplie,  l'intégrale  (3),  qui  est  iden- 
tique à  (5),  peut  être  remplacée  par  l'intégrale  curviligne  (4)  étendue 
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au  contour  de  la  surface    S  ;    elle  ne  dépend  donc  que  de  ce  contour  ; 
nous  en  concluons  ce  résultat  : 

Une  intégrale  de  surface  (3),  dans  laquelle  les  fondions  A,  B, 
C  satisfont  à  la  relation  (7),  ne  dépend  que  du  contour  de  la  surface 
d'intégration,  et  ne  change  pas  lorsque  cette  surface  varie  en  conser- 
vant le  même  contour. 


337.  Exemple.  —  Considérons  l'intégrale 

X dy  dz -hy  dzdx-hz  dx dy 

[x^ -^  y^ -^  z'^)h 


ff. 


étendue  à  une  surface  S  limitée  par  un  contour  C  ;  on  vérifie  que 
les  fonctions  A,  B,  C  qui  entrent  sous  le  signe  d'intégration  satisfont 
à  la  relation  (7),  par  suite  l'intégrale  ne  dépend  que  du  contour   C. 

Elle  a  une  signification  géométrique  simple;  soient  a,  ^,  y  les 
angles  que  fait  avec  les  axes  la  normale  en  un  point  M  de  la  surface, 
et  a',  p',  y'  ceux  que  fait  avec  les  mêmes  axes  le  rayon  OM  allant  de 
l'origine  au  point   M  ;    soit  enfin    r   la  valeur  du  segment  OM  ;    on  a 


r=\/x^-^y^-hz^,  cosa'  =  — ,  cosp'  =  -^i         cosy'  =  — 

r  r  r 

En  introduisant  les  valeurs  précédentes,  et  en  remplaçant  dy  dz , 
dzdx  et  dxdy  par  cosada^  cos,8c/<j  et  cosyc/d,  Tintégrale  s'écrit 
sous  la  forme 

'*r  (cos  a  cos  a'  -f-  cos  p  cos  ^'  -h  cos  y  cos  y')d(T 


11 


.'Js  r^ 


ou  bien,  en  appelant   V   l'angle  de   OM   avec  la  normale  en   M, 

VcosVJd 


1.1 


s        r' 

Le  numérateur  est  la  valeur  de  la  projection  de  l'élément  d'aire  du 
sur  un  plan  passant  par  M  et  perpendiculaire  à  OM;  la  fraction 
placée  sous  le  signe  d'intégration  représente  la  valeur  d'un  élément 

d'aire  semblable  à  cette  projection,  le  rapport  de  similitude  étant    —  ; 

r 

on  en  conclut  qu'elle  est  égale  à  la  portion  d'aire  découpée  sur  la  sphère 
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de  centre  0    et  de  rayon  égal  à  1    par  un  cône  ayant  pour  sommet  le 
point  0    et  pour  base  l'élément  d^   de  la  surface    S . 

L'intégrale  elle-même  est  la  somme  des  éléments  de  cette  sphère 
correspondant  aux  éléments  de  S  ;  elle  est  égale  à  Taire  de  la  sphère 
découpée  par  le  cône  ayant  pour  sommet  Torigine  et  pour  directrice  le 
contour  C  do  la  surface  ;  on  rappelle  angle  solide  compris  dans  ce 
cône. 

338.  Formule  d*Ostrogradsky .  —  Ëtant  donnée  une  surface  fer- 
mée S ,  enfermant  un  volume  V ,  et  trois  fonctions  A ,  B ,  C ,  con- 
tinues ainsi  que  leurs  dérivées  pour  tous  les  points  de  ce  volume,  nous 
allons  montrer  que  l'intégrale  de  surface 


(8) 


rr  kdydz-hBdzdx-hCdx  dy 


étendue  à  la  face  extérieure  de  la  surface    S    est  égale  à  l'intégrale 
triple 

ÔA    .    ôB    .    ôC 


(9) 


im 


ÔX  ôî/ 


Ô2 


\dx  dy  dz 


étendue  au  volume    V;    c'est  l'égalité  de   ces  deux  intégrales  qui 

constitue  la  formule  d'Ostro- 
gradsky. 

Supposons  que  la  surface 
S  soit  coupée  en  deux  points 
Mo  et  Ml  par  toute  parallèle 
à  Oz,  et  que  Zq  et  z,  soient 
les  cotes  de  ces  deux  points,   zi 

étant  supérieur  à    zq.   D'après 

^  l'hypothèse  faite  sur  la  direction 

delà  normale,  celle-ci  fait  en  M, 
un  angle  aigu  avec  Os,  et  en  Mo 
un  angle  obtus  {fîff.  103);  nous 
en  concluons  que  l'intégrale 
de    surface       CCo^dxdy    est 

égale,  d'après  sa  définition  (n°  334),  à  l'intégrale  double 

[C[x,  y,  zi)  — C(x,  y,  Zo)]dx  dy 


o 

Fig.  103. 


m 


VoGT.  —  Math.  sup. 
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étendue  à  tous  les  éléments  positifs  dont  se  compose  la  projection  A 
de  la  surface  S  sur  le  plan  des  xy.  Mais  la  différence  qui  est  entre 
parenthèses  est  égale  à  l'intégrale 


en  la  remplaçant  par  cette  valeur,  nous  avons  comme  résultat 

Nous  établirions  de  même  les  relations  transformant  «n  intégrales 
triples  les  deux  autres  parties  de  l'intégrale  de  surface  ;  en  ajoutant 
les  résultats,  nous  avons 


h  \ h  - —  1  dx  dy  dz , 

ôx        by       ^z  )         ^ 


(10)  ÇÇ k dydz-\-B dz  dx-hCdx dy 

qui  est  la  formule  à  établir. 

La  démonstration  suppose  que  la  surface  S  n'est  rencontrée  qu'en 
deux  points  par  toute  parallèle  à  l'un  des  axes  ;  il  est  facile  de  s'affran- 
chir de  cette  restriction.  Lorsqu'elle  n'est  pas  remplie,  on  décompose 
le  volume  V  en  d'autres  partiels  Vi,  V^,  ...  par  des  surfaces  in- 
termédiaires intérieures  au  volume  primitif,  de  telle  manière  que  les 
contours  des  nouveaux  volumes  ne  soient  coupés  qu'en  deux  points  par 
une  parallèle  aux  axes. 

Si  l'on  applique  la  formule  d'Ostrogradsky  à  chacun  des  volumes, 
et  si  l'on  fait  la  somme  des  résultats,  la  somme  des  intégrales  de 
volume  (9)  n'est  autre  que  la  valeur  de  cette  même  intégrale  pour  le 
volume  total  ;  d'autre  part,  la  somme  des  intégrales  de  surface  (8)  se 
compose  :  i°  de  la  portion  relative  à  la  surface  primitive  S  entourant 
le  volume  total,  2°  des  portions  relatives  aux  surfaces  intermédiaires  ; 
mais  l'on  voit,  en  raisonnant  comme  dans  le  cas  de  la  formule  de 
Stokes,  que  ces  surfaces  limitent  chacune  deux  volumes  contigus,  et 
<|ue  l'on  doit  prendre  la  normale  successivement  dans  des  sens  oppo- 
sés ;  les  intégrales  de  surface  correspondantes  ont  ainsi  des  valeurs 
deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  et  leur  somme  est  nulle. 
La  formule  se  trouve  ainsi  démontrée  dans  tous  les  cas. 


INTÉGRALES    DE    SURFACE  45f 

Remarque.  —  Lorsque  A,  B,  C  satisfont  à  la  relation  (7),  le 
second  membre  de  la  formule  (10)  est  nul,  et  le  premier  membre  est 
aussi  nul  ;  on  a  donc  ce  résultat  : 

Lorsque  les  fonctions  A,  B,  C  satisfont  à  la  condition  (7),  Vin- 
tégrale  de  surface  (8)  étendue  à  une  surface  fermée  est  nulle. 

339.  Formule  de  Green.  —  Si  Ton  applique  la  formule  (10)  aux 
fonctions  particulières 

ÔX  Ôy  03 

U   et   V  étant  des  fonctions  données,  continues  ainsi  que  leurs  dérivées 
premières  et  secondes  dans  un  volume  donné,  on  a 


,'»  ,-»  ,'» 


jjjv\  ôx   ôx        ôy    ôy        Ô2    bz  / 


,■%  ,-è  ,'* 


On  simplifie  l'écriture  en  introduisant  dans  la  dernière  intégrale 
du  second  membre  le  symbole    AV  pour  représenter  la  somme 

ôx*        ô;y-        ôs* 

en  remplaçant  dans  la  parenthèse  du  premier  membre  c/y  dzy  dz  dxy 
dxdy  par  les  produits  cosac/d,  cospt/d,  cosyc/œ;  comme  au 
n°  334,  cette  parenthèse  devient 


( 


COS  %  -4-  - —  COS  8  -h  — —  COS  Y  I  ""î  • 

ôx  hy  ^z         ^  ' 


d\ 
On  représente  le  coefficient  de  d(j  par  -7- ,  et  on  Tappelle  dé- 
rivée de  V  suivant  la  normale  à  la  surface  ;  la  raison  de  cette  déno- 
mination est  la  suivante  :  si  l'on  considère  en  effet  un  déplacement  dji 
sur  la  normale,  la  différentielle  totale  d\  de  la  fonction  V  relative  à 
ce  déplacement  a  pour  valeur 

dy  =  — -  c/x  -I-  — —  du  4-  — -  dz  ; 
ôx  by     '^        t^z 


1 
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mais   dxy  dy    et    dz    sont  les  projections  sur  les  axes  du  déplacement 
dn  sm*  la  normale,  et  ont  pour  valeurs 

dx  =  dn  cos  a ,  dy  =^  dn  cos»  p ,  dz  =  dn  cos  y  : 

on  a  donc 

oV  =  1  - —  cos  a  -h  - —  cos  B  -h  -:—  cos  v  )  dn, 
\bx  ôy  ôz         '/ 

dW 
et  Ton  voit  que   -r—   est  égal  au  coefficient  de  d(j.  Avec  ces  notations, 

dn 

la  formule  primitive  devient 

J Js      dn     "^^  JJJy\  ^x  ^x        ôy   ôy        ôz    ôz  /    ^    ^    ^ 


^^^V^\dxdydz, 


Si  Ton  change    U  en   V ,    et  qu'on  retranche  membre  à  membre 
la  nouvelle  relation  de  la  précédente,  on  trouve 

c'est  la  formule  de  Green.  Remarquons  qu'elle  est  établie  en  supposant 
que  l'on  prenne  la  normale  extérieure  à  la  surface  fermée  donnée  ;  si 
l'on  prend  la  normale  intérieure,  il  faut  changer  le  signe  du  premier 
membre. 
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EQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE 


340.  Formation  des  équations  différentielles.  — Considérons  une 
fonction  y  d'une  variable  x^  définie  par  une  équation  renfermant  un 
paramètre  arbitraire  G  ;  si  nous  éliminons  ce  paramètre  entre  Téquation 
donnée  et  celle  qu'on  en  déduit  en  égalant  les  dérivées  ou  les  différen- 
tielles des  deux  membres,  nous  obtenons  une  relation  entre  la  variable 
Xy  la  fonction  y  et  sa  dérivée  y'  ou  bien  entre  les  deux  variables  x, 
y  et  leurs  différentielles  du  premier  ordre  dx  et  dy  ;  cette  relation 
est  indépendante  de  G  et  elle  est  satisfaite  par  toutes  les  fonctions  y 
obtenues  en  donnant  des  valeurs  différentes  à  ce  paramètre  ;  on  rappelle 
équation  différentielle  du  premier  ordre. 

Exemple,  —  Soit  la  fonction  y  définie  par  Téquation 

y'  =  2Cr, 

où   G  est  un  paramètre  arbitraire  ;  en  différentiant  cette  équation,  on  a 

2ydy  =  2Cdx, 

et  en  éliminant    G    entre  les  deux  relations,   on  obtient   Téquation 

différentielle 

y  dx  —  2xdy  =  0, 
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on  peut  la  mettre,  en  divisant  par   dx,    sous  la  forme  suivante,  équi- 
valente à  la  première, 

elle  représente  alors  une  relation  entre  la  variable  x,  la  fonction  y  et  sa 
dy 


dérivée 


dx 


341.  Problème  inverse.  —  Toute  fonction  y  qui  satisfait  à  une 
équation  différentielle  donnée  du  premier  ordre  s'appelle  une  solution 
de  cette  équation  ;  intégrer  une  équation  différentielle,  c'est  en  recher- 
cher toutes  les  solutions. 

La  solution  qui  renferme  une  constante  arbitraire  s'appelle 
solution  générale  ;  celles  qui  s'en  déduisent  en  donnant  à  la  constante 
des  valeurs  numériques  particulières  s'appellent  solutions  particulières  ; 
s'il  existe  d'autres  solutions  non  renfermées  dans  la  solution  générale, 
on  les  appelle  solutions  singulières. 

Parmi  les  solutions  particulières,  on  a  souvent  à  considérer  celle 
qui  se  réduit  à  une  valeur  donnée  î/o  pour  une  valeur  donnée  ar©  de 
la  variable  ;  il  est  facile  de  la  déduire  de  la  solution  générale  ;  il  suffit 
en  effet  d'écrire  que  la  relation  qui  définit  cette  solution  est  satisfaite 
pour  x=^Xo  et  y=^yQ\  on  obtient  de  cette  façon  une  équation  four- 
nissant la  valeur  numérique  qu'il  faut  attribuer  à  la  constante    C. 

En  remplaçant  dans  la  solution  générale  C  par  cette  valeur,  on 
obtient  la  solution  particulière  cherchée  ;  on  dit  que  j^o  et  y^  cons- 
tituent les  conditions  initiales  de  cette  solution  particulière. 

La  relation  qui  définit  la  solution  générale  est  quelquefois  résolue 
par  rapport  à  la  constante  arbitraire,  et  mise  sous  la  forme  F(x,  i/)  =  C; 
on  dit  alors  que  F(x,  y)  est  une  fonction  intégrale  ou  simplement 
une  intégrale  de  l'équation  différentielle. 

En  considérant  x  et  y  comme  les  coordonnées  d'un  point  d'un 
plan,  toute  solution  d'une  équation  différentielle  est  représentée  par 
une  ligne  de  ce  plan  ;  lorsqu'on  donne  à  la  constante  qui  entre  dans  la 
solution  générale  toutes  les  valeurs  possibles,  on  obtient  une  famille  de 
courbes  ;  imposer  à  une  solution  les  conditions  initiales  [x^y  y^)  revient 
à  choisir  la  courbe  de  cette  famille  qui  passe  par  le  point  [xq,  yo). 
L'équation  différentielle  peut  être  considérée  comme  exprimant  une 
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propriété  commune  à  toutes  les  courbes  de  la  famille  considérée  ;  elle 
fournit  une  relation  entre  le  coefficient  angulaire  y'  de  la  tangente  au 
point   (x,  y),    et  les  coordonnées  de  ce  point. 

11  n'existe  pas  de  procédés  généraux  d'intégration  des  équations 
différentielles  ;  ce  n'est  que  dans  des  cas  simples  que  Ton  peut  former  la 
solution  générale  au  moyen  des  fonctions  connues. 

Lorsqu'on  peut  exprimer  x  et  1/  au  moyen  d'intégrales  définies 
ou  indéfinies,  on  dit  que  l'intégration  est  ramenée  aux  quadratures,  et 
l'on  considère  comme  résolu  le  problème  de  la  recherche  de  solutions 
de  l'équation  différentielle  donnée  ;  on  sait  en  effet  calculer  numéri- 
quement une  intégrale  définie  ;  on  peut  donc  déterminer  la  valeur  de  la 
fonction  y    de  x  pour  chaque  valeur  numérique  de  la  variable. 

342.  Cas  simples  d*inté(jration.  —  1°  Lorsqu'on  a  une  équation 
différentielle  de  la  forme 

la  solution  générale  est  l'intégrale  indéfinie  de  f{x),   c'est-à-dire 

y  =  Jf{x)dx-hC; 

2*»  Lorsque  Téquation  différentielle  a  la  forme 

(i)  P{x,y)dx-^Q{x,y)cIy  =  0 

et  que  le  premier  membre  est  une  différentielle  totale  exacte,  il  suffit, 
pour  définir  la  solution  générale,  d'égaler  à  une  constante  arbitraire 
l'intégrale  indéfinie  du  premier  membre  ;  on  sait  exprimer  cette  inté- 
grale par  des  quadratures  (n°  324),  et  elle  constitue  une  intégrale  de 
l'équation  différentielle. 

3°  Lorsque  dans  l'équation  (i)  P  ne  dépend  que  de  x,  et  Q 
de   yj   c'est-à-dire  lorsque  l'équation  différentielle  a  la  forme 

P{x)dx-{-Q{y)dy  =  0, 

on  dit  que  les  variables  sont  séparées  ;  le  premier  membre  est  la  diffé- 
rentielle exacte  de  la  somme  des  intégrales  indéfinies  de  ses  deux 
termes,  et  la  solution  générale  est  fournie  par  l'équation 


fp{x)dx^fQ{y)dy  =  C. 
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Si  Ton  considère  par  exemple  réquation  du  n°  340, 

y  dx  —  2xdy  =  0, 


on  peut  récrire 


X  y 


les  variables  sont  alors  séparées.  En  intégrant  séparément  les  deux 
termes,  on  obtient  l'intégrale 

log  X  —  2  log  y  =  C. 

X 

Le  premier  membre  est  égal  à   log  —^  ;    si  Ton  représente  la  cons- 

{ 

tante  qui  entre  au  second  membre  par  log      -  ^    et  si  Ton  remonte  des 
logarithmes  aux  nombres,  on  obtient  finalement  la  relation 

y^  =  2Cx 

qui  définit  la  solution  générale;  elle  est  identique  à  la  relation  qui 
avait  fourni  Téquation  difFérentielle. 

4°  Lorsque  dans  Féquation  (1)  P  et  Q  sont  des  fonctions  homo- 
gènes de  X  et  y  ayant  même  degré  d'homogénéité,  on  peut  par  un 
changement  de  variable  se  ramener  au  cas  précédent.  Si  Ton  divise  P 
et  Q  par  une  puissance  de  x  égale  au  degré  d'homogénéité,  et  si  l'on 

met  en  évidence  dans  ces  fonctions  le  rapport   ^ ,   on  écrit  l'équation 

X 

sous  la  forme 

(2)  py|.)c/x-4-Q/|.y,V  =  0; 

on  pose  alors  -^  =  /^    c'est-à-dire   y  =  tx,    d'où    dy  =  xdt-htdx  ; 

X 

en  remplaçant  y  et  dy   par  ces  valeurs,  l'équation  (2)  devient 

Pi{t)  dx-\-Qi{t)  [x dt-\'  i  dx)  =  0, 
ou  bien 

{Pi{t)-hQi{t)t:}dx-\-Q,{t)xdt  =  0. 

On  peut  séparer  les  variables  et  écrire  cette  équation  sous  la  forme 

dx   .         Q,{t)dl        ^Q 

Pi(0  +  QiW^ 
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on  est  alors  ramené  au  cas  précédent  et  l'intégration  est  possible  par  qua- 
dratures ;  il  suffit  de  remplacer    t    par  -^  dans  le  résultat  pour  avoir 

X 

une  intégrale  de  l'équation  différentielle  donnée  et  en  déduire  la  solu- 
tion générale. 

343.  Équation  linéaire.  —  On  appelle  ainsi  une  équation  entière 

et  du  premier  degré  par  rapport  à   y    et  -^  ;    on  peut  toujours  la 
ramener  à  la  forme 

(3)  ^  +  P{x)y  =  Q{x), 

où   P   et   Q   sont  des  fonctions  données  quelconques  de    x;    nous 
allons  montrer  que  Ton  peut  toujours  intégrer  une  telle  équation. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  Q(j:)  est  nul  ;  on  dit  que  l'équation 
est  linéaire  et  homogène  ou  bien  sans  second  membre  ;  en  l'écrivant 
sous  la  forme 

dy 


y 


P{x)dx  =  0, 


les  variables  sont  séparées,  et  l'on  a  immédiatement  l'intégrale  suivante, 
où   log  G  désigne  une  constante  arbitraire, 

on  en  tire,  en  remontant  des  logarithmes  aux  nombres,  la  solution 
générale 

(4)  y  =  Ce--f''<"r 

Considérons  le  cas  général  où  le  second  membre  n'est  pas  nul; 
on  intègre  ordinairement  l'équation  (3)  par  la  méthode  que  l'on  appelle 
méthode  de  variation  des  constantes  arbitraires. 

On  commence  par  intégrer  l'équation  homogène  obtenue  en  sup- 
primant le  second  membre  ;  sa  solution  renferme  une  constante  arbi- 
traire C,  comme  l'indique  l'équation  (4).  On  suppose  alors  que  C 
représente  non  plus  une  constante,  mais  une  fonction  de  a:,  et  l'on 
cherche  à  déterminer  cette  fonction  par  la  condition  que  l'expression 
trouvée  satisfasse  à  l'équation  donnée  (3). 


L 
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Nous  allons  appliquer  cette  méthode  à  un  exemple.  Soit  Téquation 

que  Ton  peut  écrire,  en  la  mettant  sous  la  forme  (3), 

dx       X  "  X 

Supprimons  le  second  membre  ;  nous  avons  Téquation  homogène 

dy        2  r.  dy        2dx       ^ 

dx        X  y  X 

dont  la  solution  est  fournie  par  Téquation  suivante,  où  la  constante  ar- 
bitraire est  désignée  par   log  C, 

log  y  —  2  log  X  =  log  C  ; 

nous  en  déduisons 

y  =  Cx«. 

Considérons  alors  dans  cette  valeur  de    y,    C    comme  une  fonc- 
tion inconnue  de    x,    et  remplaçons  dans  l'équation  totale  donnée,   y 

par  Ca:^,   et  —J-  par  -y-x^-\-2Cx\    nous  avons,  toutes  réductions 

_   ,  uX  uX 

faites, 

dC  _x^  —  3 

dx  x^ 

Nous  en  déduisons 

C    désignant  une  constante.  Il  suffit  alors  de  remplacer    C    par  cette 
valeur  dans  l'expression  de    y    pour  obtenir  la  solution  générale 

3 
y  =  a:«  log  03  -h-  -—  -h  C'a;*. 


344.  Équation  de  Clairaul .  —  On  appelle  ainsi  une  équation  diffé- 
rentielle de  la  forme 


(S)  y=^^-^f{ 


dx 
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/  étant  une  fonction  ne  renfermant  que  la  dérivée  de    y.    La  solution 

générale  s'obtient  simplement  en  remplaçant  -JL  par  une  constante 
arbitraire   C ,    et  elle  est 

(6)  y  =  Cx  +  /^(C); 

cette  équation  représente  en  effet  une  famille  de  droites;  pour  une 

quelconque  d'entre  elles,  -^  est  égal  à   C,    par  conséquent  Téquation 

dx 

(5)  est  identiquement  satisfaite. 

Si  Ton  cherche  Tenveloppe  de  cette  famille  de  droites  en  éliminant 
C  entre  Téquation  (6)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  C,  on  obtient  une 
courbe  qui  représente  une  solution  de  Téquation  (5)  ;  en  effet,  en  tout 

point  de  cette  courbe,  de  coordonnées  Xy  y,   la  tangente  est  la  droite 

dy 
enveloppée  passant  par  ce  point,  et  le  coefficient  angulaire  -jr*  de  cette 

tangente  est  le  même  que  celui  de  cette  droite  ;  par  conséquent,  les 
valeurs  de    x,  y    et   -r-   relatives   à  la   courbe  enveloppe  sont  les 

mêmes  en  chaque  point  que  pour  la  droite  enveloppée  (6)  ;  elles  satis- 
font donc  à  Téquation  (5). 

La  solution  définie  par  cette  courbe  enveloppe  constitue  une  solu- 
tion singulière,  parce  qu'elle  ne  rentre  pas  dans  la  solution  générale. 
Ordinairement,  Tenveloppe  de  la  famille  de  courbes  représentées  par 
la  solution  générale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
quelconque  constitue  unç  solution  singulière  de  cette  équation. 


CHAPITRE  II 
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345.  Formation  des  équations  différentielles .  —  Considérons  une 
fonction  y  d'une  variable  x^  définie  par  une  équation  renfermant  n 
paramètres  arbitraires  indépendants  Ci,  C2,  .  .  .  ,  C„;  si  nous  éli- 
minons ces  n  paramètres  entre  cette  équation  qui  définit  la  fonction  et 
ses   n    premières  dérivées,  nous  obtenons  une  relation  entre  x^  y    et 

ses    n   premières  dérivées   —r-  ->       —r^  »    •  •  •  »       -i-^  ;     elle  est  in- 
^  dx  dx^  dx" 

dépendante  des  paramètres  et  est  satisfaite  par  toutes  les  fonctions 
obtenues  en  donnant  à  ces  paramètres  des  valeurs  quelconques  ;  on 
rappelle  équation  différentielle  d'ordre   n. 

Exemple,  —  Soit  la  fonction 

(1)  y  =  Cl  cos  nx  -h  C2  sin  nx 

renfermant  deux  paramètres  Ci  et  C2  ;  en  formant  les  deux  premières 
dérivées  de  l'équation  (i) 

-f-  =  —  nCi  sin  nx  -f-  nC^  cos  nx, 
dx 

d^V 

-j-^  =  —  /i*Ci  cos  nx  —  n^Cî  sin  nx, 

dx* 

et  éliminant  Ci  et  C2  entre  les  trois  relations,  on  obtient  l'équation 
différentielle  du  second  ordre 

(2)  g+„.y=o. 


f- 
i 
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346.  Problème  inverse.  —  Etant  donnée  une  équation  différen- 
tielle d'ordre  n,  on  appelle  solution  générale  de  cette  équation  une 
fonction  renfermant  n  constantes  arbitraires  indépendantes  ;  celles  qui 
s'en  déduisent  en  donnant  aux  constantes  des  valeurs  numériques 
particulières  sont  des  solutions  particulières  ;  s'il  en  existe  d'autres,  ce 
sont  des  solutions  singulières. 

Lorsque  Ton  connaît  la  solution  générale 

(3)  î/  =  (p(x,  Ci,C2,    .  .  .    C„) 

d'une  équation  d'ordre  n,  on  peut  trouver  une  solution  particulière 
qui*  prenne,  ainsi  que  ses  n  —  1  premières  dérivées,  des  valeurs 
données 

y=y'^  -à^y^^  j^^y-  •••'  d^=y'^  '^ 

pour  une  valeur  donnée  x^=  Xq  de  la  variable.  Si  l'on  forme  en  effet 
les  n  —  i  premières  dérivées  de  la  fonction  (3),  et  si  l'on  écrit  que 
cette  fonction  et  ses  ti  —  1  dérivées  prennent,  pour  x  =  Xo,  les 
valeurs  données,  on  a  n  équations  qui  permettent  de  calculer  les 
valeurs  numériques  de  Ci ,  C2 ,  •  .  .  ,  C„  ;  il  suffit  alors  de  les  porter 
dans  Téquation  (3).  Lorsqu'on  effectue  ce  calcul,  on  dit  que  l'on  impose 
à  la  solution  les  conditions  initiales  données. 

Considérons  par  exemple  la  fonction  (1)  qui  est  la  solution  générale 
de  l'équation  (2)  ;  cherchons  la  solution  particulière  qui  se  réduit  à  î/o 
et  dont  la  dérivée  a  la  valeur   yi   pour  x  =  0. 

L'équation  (1)  et  sa  dérivée  nous  donnent,  pour  x  =  0,  y©  =  Ci , 
yl^=nCi\  nous  déduisons  de  là  les  valeurs  de  Ci  et  C2,  et  nous 
obtenons  la  solution  particulière  cherchée 

y' 

(4)  y  =yo  cos  nx  -f-  ^^  sin  nx, 

A  l'exception  de  certaines  catégories  d'équations  simples,  comme 
les  équations  linéaires  à  coefficients  constants,  il  n'existe  pas  de  pro- 
cédés généraux  pour  intégrer  les  équations  différentielles  d'ordre  supé- 
rieur ;  on  cherche  en  général  à  ramener  l'intégration  de  ces  équations 
à  celle  d'équations  successives  d'ordre  moindre,  en  particulier  à  celle 
d'équations  du  premier  ordre  ou  à  des  quadratures. 
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Lorsqu'on  a  formé,  en  partant  d'une  équation  d'ordre  n,  une 
autre  équation  d'ordre  n  —  1  renfermant  une  constante  arbitraire,  on 
dit  que  cette  équation  constitue  une  intégrale  première  de  réquation 
donnée. 

347.  Exemples.  —  1°  Considérons  Téquation  (2),  et  cherchons  à. 
la  ramener  à  une  équation  du  premier  ordre  ;  si  nous  multiplions  les. 

deux  membres   par    2  -^  ,    nous  formons  la  relation 

dont  le  premier  membre  est  la  dérivée  de   \'T']-^^^y^\    i^  suffit,. 

pour  obtenir  une  intégrale  première,  d'égaler  cette  quantité  aune  cons- 
tante arbitraire.  En  désignant  par  n^j/o^    cette  constante,  nous  aurons. 

'dy\ 


( 


dxi  '  '^V  =  '**2/o'; 


nous  en  tirons 


dx 


=  ^n^y,^-y^). 


C'est  une  équation  du  premier  ordre  que  nous  écrirons,  en  séparant 
les  variables, 

,      ^        =  n  dx  ; 

en  l'intégrant  et  représentant  par    —  nx^    une  deuxième  constante 
arbitraire,  nous  aurons 

y 

arc  sm  -^-  =  nx  —  nx^  ; 

nous  obtiendrons  finalement,  en  prenant  les  sinus  des  deux  membres, 

y  =  î/o  sin  n  (x  —  Xq)  ; 

c'est  une  autre  forme  de  la  solution  générale  qui  a  déjà  été  donnée 
par  la  relation  (i). 

2°  Ce  procédé  de  réduction  à  des  équations  d'ordre  moindre  s'ap- 
plique immédiatement  à  une  équation  de  la  forme 


w 
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il  suffit  d'effectuer  n    quadratures  successives,   en  ajoutant  chaque 
fois  une  constante  arbitraire  ;  on  a 


^gi=jf{x)dx-^cu 


et  ainsi  de  suite. 

3**  Il  s'applique  aussi  à  une  équation  où  y   n'entre  pas.  Si  Ton 

a  par  exemple  une  équation  entre    x,    -p-   et  -7— ,    on  la  considère 

comme  une    équation   du   premier    ordre  par  rapport  à  la  fonction 

inconnue   -^.    Lorsqu'on    a  intégré  cette  équation  et  exprimé    -^ 

en  fonction  de  x,    on  obtient  y  par  une  quadrature. 

348.  Cas  où  x  n*eiitre  pas  dans  réqualion.  —    Lorsque  l'équa- 
tion ne  renferme  pas  x,   on  considère  les  deux  quantités  y  et   h^ 

comme  dépendant  l'une  de  l'autre,  et  l'on  forme  l'équation  difîéren- 
tielle  qui  les  lie  ;  elle  est  d'un  ordre  moindre  d'une  unité  que  l'équation 
donnée.  Lorsqu'on  a  intégré  la  nouvelle  équation  et  qu'on  a  trouvé  par 

exemple  la  valeur  de  -^^  en  fonction  de  y,  sous  la  forme  -^  =  <p(i/), 

on  en  tire,  en  séparant  les  variables,  dx  =  '^  >  et  x  est  donné 
par  une  quadrature,  *^^^ 


Nous  allons  indiquer  la  marche  à  suivre  sur  un  exemple  ;  considé- 


rons l'équation 


«^-m^'è=o- 


posons  -p-  r=  p  et  considérons  p  comme  fonction  de  y  ;  nous  de- 
vons remplacer  -r-^  par  -p-  î  nous  introduirons  la  dérivée  de  p  par 
rapport  à   y,  et  nous  poserons 

d\y  ^dp  ^  dp  dy  ^  dp 
dx^        dx        dy  dx        dy  ^' 


T'^m 
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Après  cette  substitution,  nous  obtenons  Téquation  du  premier  ordre 

le  premier  membre  est  divisible  par  p  ;    nous  avons  ainsi  la  solution 

particulière   p  =  0  ou  -^=0,    qui  donne   y  —  Q\    En  supprimant 

le  facteur  p,  il  nous  reste  une  équation  dont  les  variables  se  séparent, 
et  que  nous  pouvons  écrire 

_dp_^dy_ 
/>-2         y  ' 

En  intégrant,  et   représentant  par   logCi   une    constante,  nous 
avons 

log  (/>  —  2)  =  log  y  H- log  C„       p  —  2  =  Ciy, 

Ayant  la  valeur  de  p   qui  représente   -^i    nous  n  avons  plus 
qu'à  intégrer  l'équation  du  premier  ordre 

^,-c.,+2,     ou     •^  =  ^: 

en  désignant  par   logQ  une  deuxième  constante,  nous  avons 

a'  =  -i-[log(C,y^2)~logCJ, 

d'où  nous  tirons 

Ci.y  -h  2  =  C2  e^.*. 

349.  Équations  linéaires  et  iiomogènes.  —  Une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  et  homogène  d'ordre   n    est  une  équation  de  la  forme 

où  Goi«ii  .  .  cr«  sont  des  quantités  constantes  ou  des  fonctions 
de  X  seul  ;  on.  peut  faire  sur  les  intégrales  d'une  telle  équation  les 
remarques  suivantes  : 

1°  Si  yt    est  une  solution  quelconque,  le  produit  Cit/i    de  cette 
solution  par  une  constante   Ci    est  encore  une  solution,  car  le  résultat 
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de  substitution  de  Gii/i  dans  le  premier  membre  de  (5)  est  égal  au 
produit  de  Ci   par  le  résultat  de  substitution  de    ^i    et  est  nul. 

2°  Si  î/i  et  1/2  sont  deux  solutions  quelconques,  la  somme 
Ci^i  -+-  C2J/2  est  encore  une  solution,  car  le  résultat  de  substitution  de 
cette  quantité  dans  le  premier  membre  de  (5)  est  la  somme  des  résul- 
tats de  substitution  de  dyi  et  de  G2I/2?  et  il  est  nul  d'après  ce  qui 
précède. 

3°  Si  Ton  parvient  à  déterminer  n  solutions  particulières 
indépendantes   1/1,2/2»    •  •  •  »    Vn   de  Téquation  (5),  la  fonction 

y  =  Ciî/i -h. C22/2 -h   •  •  •    -+-C„y„ 

est  encore  une  solution  ;  on  le  verrait  en  généralisant  la  remarque  pré- 
cédente; comme  elle  renferme  n  constantes  arbitraires  Ci,C2,  ...  C„, 
elle  est  la  solution  générale  de  Téquation  différentielle. 

4°  Lorsqu'on  connaît  une  première  solution  particulière  j/i  de 
Téquation  (5),  et  qu'on  n'en  aperçoit  pas  immédiatement  d'autre,  on 
peut  ramener  l'intégration  de  l'équation  donnée  à  celle  d'une  autre 
équation  de  même  forme  et  d'ordre  moindre  ;  il  suffît  de  remplacer  y 
par   t/yz,  et  de  considérer   z    comme  une  nouvelle  fonction  inconnue; 

en  faisant  cette  substitution,  le  coefGcient  de    z   est  nul,  et  on  a  une 

dz 
équation  linéaire  et  homogène  d'ordre     n  —  1    par   rappoi*t  à   -7-^  ; 

lorsqu'on  a  intégré  cette  équation,  on  a   z   par  une  quadrature. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre  linéaire  et  homogène 

elle  admet  comme  solution  yi  =  x;  nous  poserons  y  =  xz,   d'où 

dy  dz  d^y  d^z       ^  dz 

dx  dx         '  dx^  dx^  dx 

et  en  substituant  dans  l'équation,  nous  aurons,  tous  calculs  faits, 

d^z        dz  ^ 

dx^        dx 

C'est  une  équation  du  premier  ordre  linéaire  et  homogène  par 

rapport  à   -j-;    sa  solution  générale  est  --j-  =  Cie~*,    de  sorte  que 
dx  dz 

VoGT.  —  Math.  sup.  30 
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z  a  pour  valeur  2  =  —  CiC"^  -4-  C2  ;  nous  obtenons  finalement  pour 
y   la  solution 

elle  renferme  deux  constantes  arbitraires  ;  c'est  donc  la  solution  géné- 
rale de  Téquation. 

350.  Équations  linéaires  et  homogènes  du  second  ordre  à  coeffi- 
cients constants.  —  Le  cas  le  plus  important  est  celui  où  les  coeffi- 
cients floî  «1,  .  .  .  a„  de  Téquation  (5)  sont  des  constantes  ;  on  peut 
toujours  dans  ce  cas  trouver  la  solution  générale.  La  méthode  consiste 
à  chercher  une  solution  particulière  de  la  forme  y  =  e** ,  où  r  est 
un  coefficient  constant  encore  inconnu  ;  nous  allons  d'abord  traiter  le 
cas  des  équations  du  second  ordre. 

Soit  Téq  nation 

où  a  et  6  sont  des  coefficients  constants  réels  ;  cherchons  une  solu- 
tion de  la  forme  y  =  e'^  ;  en  remplaçant  dans  (6)  y  et  ses  dérivées 
par  leurs  valeurs 

^  '  dx  '  dx^  ' 

le  résultat  de  la  substitution  est  e"'(r*  -h  ar  -f-  6)  ;  comme  il  doit  être 
nul  et  que  Texponentielle  ne  Test  pas,  il  faut  que  r  soit  une  racine 
de  réquation 

(7)  /•(r)  =  r2-har-h6  =  0, 

que  Ton  appelle  équation  caractéristique. 

V  Cas.  —  L'équation  (7)  a  ses  racines  réelles  et  distinctes  ;  si 
on  les  désigne  par  n  et  r^,  on  a  les  deux  solutions  particulières 
y^  z=  e'-i*,      y^  =  e'"**  ;    d'après  le  n**  précédent,  la  fonction 

est  encore  une  solution  ;  comme  elle  renferme  deux  constantes  arbi- 
traires, c'est  la  solution  générale. 
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Exemple,  —  Soit  Téquation  -| 


l'équation  caractéristique  est    f[r)  =  r^  -\-r  —  2  =  0,    et  elle  a  pour 
racines    1   et  —  2  ;    la  solution  générale  est  donc 

y  =  Cie*  H-  Cje-^* . 

2*  Cas.  —  L'équation  (7)  a  ses  racines  égales;  soit  n  la  racine 
double  ;  la  fonction  e'"**  est  déjà  une  solution;  on  vérifie  que  la  fonction 
xe'"**  en  est  une  autre,  car  si  Ton  substitue  à  la  place  de  y  et  de  ses 
dérivées  cette  valeur  et  ses  dérivées 

aje'"'*,  riXe''*'  -h  e*"** ,  ri^xe''*'  -h  2rie'*«* , 

le  résultat  de  substitution  est 

(ri*  -f-  ari  -+-  6)xe'*«*  -4-  (2ri  -f-  a)e''«*, 

et  il  est  nul  puisque  ri    e'st  racine  double  de  Téquation  (7). 

Ayant  ainsi  deux  solutions  particulières  e'"'*  et  xe*"»*,  on  en 
forme  la  solution  générale 

y  =  Cie''**  -h  CiXe''*' . 
Exemple,  —  Soit  l'équation  différentielle 

l'équation  caractéristique  a  une  racine  double  égale  à    3  ;    la  solution 

générale  est  • 

y  =  Cie''*  -j-  dxe^ , 

3*  Cas.  —  L'équation  (7)  a  ses  racines  imaginaires  ;  soient  a-hpt 
et  a  —  ^i  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  de  l'équation  carac- 
téristique, il  leur  correspond  les  deux  solutions  particulières  e(*+?o«  et 
g(a-?ox  Pour  n'introduire  dans  le  calcul  que  des  quantités  réelles,  nous 
remplacerons  les  exponentielles  à  exposants  imaginaires  par  leurs  valeurs 
exprimées  au  moyen  des  lignes  trigonométriques,  d'après  les  formules 
du  n**  191  ;  nous  aurons  de  cette  façon 

g(a+?i>  ^  e«*(cos  px  -h  i  sin  px) , 
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La  solution  générale    Cie^"-^^'>*-j-  Cîe(*"-?'>*    est  alors  égale  à 

y  =  (Cl  -f-  €2)6*"'  cos  px  -h  (Cl  —  C2)ie«*  sin  px  ; 

en  représentant  par  C[  et  Cl  les  deux  quantités  Ci  H-  C2  et  (Ci  —  Ci)i\ 
nous  récrirons  sous  la  forme 

y  =  C[  e'^  cos  px  4-  Cl  e*^  sin  p: , 

où  n'apparaissent  que  des  fonctions  réelles. 
Exemple,  —  Soit  l'équation 

que  nous  avons  déjà  rencontrée  au  n°  345  ;  l'équation  caractéristique 
est   r'-|-/i*  =  0    et  a  pour  racines   ±ni\   la  solution  générale  est 

y  ==  Cie"'*  -4-  C2e~"**  =  Ci(cos  nx  -h  i  sin  iix)  -f-  C2(cos  nx  —  i  sin  /ur), 
que  nous  pouvons  mettre  sous  la  forme 

Cî  cos  nx  -\-  Cl  sin  nx . 

351.  Équations  linéaires  et  liomogènes  d*ordre  quelconque  à 
coefficients  constants.  —  Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  équations 
différentielles  linéaires  et  homogènes  du  second  ordre  à  coefficients 
constants  s'étend  immédiatement  aux  équations  de  même  nature  et 
d'ordre  quelconque.  Considérons  Téquation  (5)  du  n°  349  et  supposons 
que  flo»  «Il  •  .  .  «n  soient  des  coefficients  constants  et  réels  ;  nous 
allons  chercher  une  solution  de  la  forme  1/  =  e"  ;  si  nous  substituons 
dans  le  premier  membre  de  (5)  les  valeurs  de   y   et  de  ses  dérivées 


dx  '  dx^  y    '      '  j^ 


y  =  ^^%  -Jz  =  r^'%  -â5.  =  ^^^^>    •  •  •  ^  =  ^e^. 


nous  pouvons  mettre  e***   en  facteur,  et  nous  avons  comme  résultat 

Comme  ce  produit  doit  être  nul,  et  que  l'exponentielle  ne  Test  pas, 
il  faut  que  le  polynôme  entre  parenthèses  soit  égal  à  zéro;  nous  en 
concluons  que  le  nombre   r  doit  satisfaire  à  Téquation 

(8)  f{r)  =  ûTor"  -f-  air"-*  -f-    .  .  .    -f.  a^-ir  -i-  a„  =  0  ; 
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cette  équation  algébrique  de  degré  n  s'appelle  équation  caractéris- 
tique de  Téquation  différentielle. 

Si  réquation  (8)  a  toutes  ses  racines  distinctes,  et  si  nous  les  dési- 
gnons par  r, ,  r2,  ...  r„,  nous  obtenons  n  solutions  particulières, 
et  nous  en  déduisons  la  solution  générale 

(9)  y  =  Cie'-'*  +  Cae'-»^  -f-   •  •  •   -4-  C„e'>«'«. 

Si  réquation  (8)  a  des  racines  multiples,  les  n  solutions  particulières 
précédentes  ne  sont  plus  distinctes  ;  nous  opérerons  alors  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Supposons,  par  exemple,  que  Téquation  caractéristique  ait  une 
racine   r,    multiple  d'ordre  p  ;    on  vérifie  que  les  p   fonctions 

sont  des  solutions  de  réquation  différentielle  ;  si  Ton  substitue  en  effet 
Tune  d'elles  à  la  place  de  y  dans  le  premier  membre  de  (5),  les  coeffi- 
cients de  6**^*,  xe'"'"',  .  .  .  dans  le  résultat  sont  soit  /"(ri)  soit  une 
des  dérivées  de  /*(ri)  d'ordre  inférieur  à  p  ;  ces  dérivées  sont  toutes 
nulles  puisque  r^  est  racine  d'ordre  p  de  multiplicité,  par  suite,  le 
résultat  est  nul. 

Nous  introduirons  alors  les  p  fonctions  précédentes  dans  la 
somme  (9),  et  nous  aurons  la  solution  générale 

(10)  y  =  (Cl  H-Cgx -f-  C3X2  -h   .  . .  -f-  CpXP-')e'^'' -j-  C^+je'-p-^i*  -h   •  •  •  . 

S'il  se  présente  d'autres  racines  multiples,  nous  ferons  correspondre  à 
chacune  d'elles  un  groupe  de  termes  comme  nous  venons  de  l'indiquer. 
Ce  qui  précède  s'applique  aussi  bien  aux  racines  imaginaires  qu'aux 
racines  réelles  de  l'équation  caractéristique  ;  cependant,  lorsque  celle-ci 
possède  des  racines  imaginaires,  on  remplace  ordinairement  les 
exponentielles  correspondantes  par  des  fonctions  trigonomé triques, 
comme  nous  l'avons  indiqué  dans  le  cas  des  équations  du  second  ordre. 
Si  a  -I-  pi  ^et  a  —  pi  sont  deux  racines  simples  imaginaires  conjuguées, 
on  remplace  dans  la  formule  (9)  la  somme  Cie^*"^^*^*-f-C2e^*~^'^*  par 
CJe"*  cos  px  -f-  de"^  sin  ^x  ;  si  elles  sont  multiples  d'ordre  p,  on  rem- 
place dans  la  formule  (10)  les  2p  termes  qui  leur  correspondent  par 

(Cl-hC^H-    ...   -h C;x'»-*)e«* cos px 

-f-(C;,.iH-C;^2X-f-    ...   -hC^xP-»)e«'sinpx. 
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352.  Équations  linéaires  avec  second  membre.  —  On  appelle 
équation  différentielle  linéaire  non  homogène  une  équation  de  la  forme 

OÙ  entrent  linéairement  y  et  ses  dérivées  ;  on  a  Thabitude  de  placer 
au  second  membre  le  terme  indépendant  de  y  ;  ao ,  ezi ,  ...  a„  et 
6   sont  des  fonctions  de  x   ou  des  constantes. 

Gomme  dans  le  cas  de  Téquation  du  premier  ordre  (n*  343),  on 
utilise  la  solution  générale  de  Téquation  privée  de  second  membre  pour 
intégrer  Téquation  totale.  Une  méthode  générale  est  celle  de  la  varia- 
tion des  constantes  ;  elle  consiste  à  trouver  d'abord  la  solution  géné- 
rale de  réquation  sans  second  membre,  solution  qui  est  de  la  forme 

y  =  Ciî/i -4- C2Î/2 -+-   •'•    -f-C„y„, 

puis  à  y  considérer  Ci ,  C.2 ,  .  .  .  C„  comme  des  fonctions  inconnues 
de  Xy  et  à  déterminer  enfin  ces  fonctions  de  façon  que  la  valeur  de  y 
satisfasse  à  Téquation  totale.  Nous  allons  appliquer  cette  méthode  à 
l'exemple  suivant  :  soit  à  intégrer  Téquation 

nous  avons  trouvé  au  n°  350  la  solution  générale  de  Téquation  sans 
second  membre  ;  elle  est 

y  =  Cie*  -h  Cae-**  ; 

considérons  Ci  et  C2  comme  fonctions  de  x  et  prenons  la  dérivée 
de  y, 

^  =  Cie^-2C2.-^  +  ^e^  +  ^e-^; 
ax  dx    .         dx 

comme  nous  avons  deux  inconnues  Ci  et  C2,  nous  pouvons  les  assu- 
jettir à  une  première  condition  ;  écrivons  que  l'ensemble  des  deux 

derniers  termes  de   -^  est  nul,  c'est-à-dire  qu'on  a 

dx 
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la  valeur  de  -^  se  trouve  par  cela  même  simplifiée,  et  en  prenant 
encore  la  dérivée,  nous  avons 

ax*  ax  dx 

En  transportant  dans  (12)  y  et  ses  dérivées,  nous  obtenons, 
toutes  réductions  faites,  une  équation  qui  ne  renferme  plus  que  les  dé- 
rivées de   Cl    et  C2,  et  qui  est 

(14)  4r^  e-  —  2  ^  e-^  =  3e-  ; 

dx  dx 

de  (13)  et  (14)  nous  tirons  les  valeurs  des  dérivées 


dx  '  dx 


et  nous  en  déduisons 

Cî    et  Ci  étant  des  constantes  ;  en  remplaçant   C|  et  C2   par  ces  va- 
leurs, nous  avons  pour  la  solution  générale  de  Téquation  proposée 


853.  Recherche  directe  d'une  solution  particulière  •  —  Dans  beau- 
coup de  cas,  on  simplifie  Fintégration  de  Téquation  totale  en  appliquant 
ce  théorème  : 

On  obtient  la  solution  générale  de  l'équation  avec  second  membre 
en  ajoutant  une  solution  particulière  de  cette  équation  à  la  solution 
générale  de  U équation  sans  second  membre. 

Si  en  effet    yo    est  une  solution  particulière  de  l'équation  totale, 

et  si 

Ciyi  -^  C2.V2  -4-    •  •  •  -h  C„y„ 

est  la  solution  générale  de  Téquation  sans  second  membre,  on  vérifie 
immédiatement  que  la  somme 

y  =  Cii/,-4-C2î/2-l-    •••    -^C„yn-hyo 
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est  une  solution  de  Téquation  avec  second  membre  ;  comme  elle  ren- 
ferme  n    constantes,  c'est  la  solution  générale. 

La  recherche  d'une  solution  particulière  i/o  de  Téquation  totale 
est  un  problème  facile  dans  le  cas  où  le  premier  membre  a  ses  coeffi- 
cients constants,  et  où  le  second  membre  a  Tune  des  formes  sui- 
vantes :  1°  un  polynôme  entier,  2°  une  exponentielle  de  la  forme  e"*, 
3°  une  fonction  trigonométrique  telle  que  sin  px  ou  cospx,  4**  une 
combinaison  des  fonctions  précédentes  par  voie  d'addition  et  de  multi- 
plication. On  cherche  alors  une  solution  t/o  de  la  même  forme  que  le 
second  membre,  avec  des  coefficients  numériques  indéterminés,  et  Ton 
calcule  ces  coefficients  en  identifiant  les  résultats  de  substitution  dans 
les  deux  membres. 

Gomme  exemple,  considérons  Téquation  (12)  et  cherchons  une  so- 
lution particulière  de  la  forme  yo  =  w'^*' »  où  m  est  un  coefficient 
inconnu  ;  en  substituant,  nous  obtenons  la  relation 

(25  -h  5  —  2)me«^^  =  Se'^'  ; 

3 
nous  en  tirons   m  =  — -  ^    et  nous  retrouvons  ainsi  la  solution  obtenue 

dans  le  numéro  précédent. 

Comme  autre  exemple,  soit  à  intégrer  Téquation 

4^  — 2-^H-V  =  ^'  +  *-^  2sin2x; 
ax'  ax 

cherchons  une  solution  particulière  de  la  forme 

î/o  =  xx^  -I-  px  -I-  Y  -h  5  sin  2j?  -h  «  cos  2x; 
en  substituant,  nous  devons  avoir  identiquement 

otx*  -4-  (p  —  4a)x  +  (y  —  2p  -+-  2a)  -f-  (4s  —  38)  sin  2x 

—  (3e  H-  45)  cos  2x  =^  x^  -h  4  -h  2  sin  2x  ; 
nous  en  tirons 

a=i,       p  =  4,       Y  =  7,       «=25'       ^""^25' 

comme  l'équation  caractéristique  de  l'équation  sans  second  membre  a 
une  racine  double  égale  à    1 ,    la  solution  générale  de  cette  équation 
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€st   (Cj  +  0^)6"  \    celles  de  Féquation  donnée  est  alors 

y  =  (Cl  -h  Cax^e*  H-  x^  -h  4a;  -f-  7  —  7—  sin  2x  -h  -;r^  cos  2x . 

Dans  certains  cas  exceptionnels,  la  solution  particulière  i/o  se 
compose  non  seulement  de  termes  de  même  forme  que  ceux  qui  entrent 
au  second  membre,  mais  encore  d'autres  termes  qui  diffèrent  de  ceux-là 
par  des  facteurs,  ces  facteurs  étant  des  polynômes  en  x  générale- 
ment du  premier  ou  du  second  degré  ;  on  calcule  les  coefficients  de 
ces  polynômes  par  la  même  méthode  d'identification  que  précédemment. 


CHAPITRE  III 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES 


354.  Réduction  d'un  système  d'équations  différentielles  simulta- 
nées à  des  équations  renfermant  chacune  une  seule  fonction  inconnue. 

—  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  considère  deux  fonctions  y 
et  z  d'une  même  variable  x,  et  que  Ton  donne  deux  équations  entre 
la  variable,  les  fonctions  y  et  z  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  x 
jusqu'à  un  certain  ordre  ;  ce  seront  deux  équations  différentielles 
simultanées  à  deux  fonctions  inconnues.  Nous  allons  ramener  l'inté- 
gration de  ce  système  à  celle  d'une  ou  de  plusieurs  équations  diffé- 
rentielles ordinaires  renfermant  chacune  une  seule  fonction  inconnue. 
Ce  que  nous  allons  dire  dans  le  cas  de  deux  fonctions  s'applique  sans 
modification  au  cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations  différentielles 
simultanées  renfermant  le  même  nombre  de  fonctions  inconnues. 

Considérons  d'abord  le  cas  simple  de  deux  équations  renfermant 
seulement  les  dérivées  premières  de  y  et  de  z  ;  supposons-les  réso- 
lues par  rapport  à  ces  dérivées,  et  mises  sous  la  forme 

nous  allons  éliminer  z   entre  ces  équations  ;  pour  cela,  nous  prendrons 

dz 
la  dérivée  de  la  première   et  nous  remplacerons  -y-  par  sa  valeur 

ax 

fournie  par  la  seconde  ;  nous  aurons  ainsi  la  relation 

Nous  éliminerons  alors   z   entre  cette  équation  et  celle  qui  donne 
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•-p-  ;    nous  obtiendrons  ainsi  une  équation  différentielle  du   second 

ordre  par  rapport  à  la  seule  fonction   y. 

Supposons  qu'on  ait  intégré  cette  équation  et  qu'on  ait  exprimé 
sa  solution  générale  au  moyen  de  x  et  de  deux  constantes  arbi- 
traires   Cl   et  C2  ;    de  la  première  des  équations  (4),  nous  pourrons 

dy 
tirer  la  valeur  de    z    en   fonction  de  x,  y   et    --—  ;    en  remplaçant 

y  par  la  solution  trouvée,  nous  exprimerons  z  en  fonction  de  x 
et  des  deux  mêmes  constantes  Ci  et  Ca  ;  nous  obtiendrons  finale- 
ment pour   1/    et    z   des  valeurs  de  la  forme 

(2)  y  =  ¥[x,  Cl,  C2),      z  =  ^{x,  Cl,  C^). 

On  dit  que  ces  valeurs  forment  la  solution  générale  du  système  des 
équations  (1  )  ;  on  peut  déterminer  les  deux  constantes  Ci  et  C2  de 
façon  que  y  et  z  prennent  des  valeurs  données  1/0  et  zq  pour 
X  =  Xo;  on  dit  alors  que  Ton  impose  à  la  solution  particulière  ainsi 
formée  des  conditions  initiales  données. 

Géométriquement,  les  équations  (2)  représentent  une  famille  de 
courbes  gauches;  imposer  les  conditions  initiales  dont  nous  venons  de 
parler  revient  à  chercher  la  courbe  passant  par  un  point  (xq  ,  1/0  »  ^0) 
de  Tespace. 

Considérons  maintenant  le  cas  général.  Soit  n  Tordre  le  plus 
élevé  des  dérivées  de  y,  et  p  celui  des  dérivées  de  z;  supposons 
les  équations  données  résolues  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  le 
plus  élevé  et  mises  sous  la  forme 

/ON         ^"V        i-/  dy  d^-^y        dz  df^^z\ 


(4) 


dPy  (  dy  d'^^y         dz  di^^z\ 


Nous  allons  éliminer   z   entre  ces  deux  équations  ;  nous  prendrons 
pour  cela  p  fois  successivement  la  dérivée  de  la  première  par  rap- 

port  à  X,  en  ayant  soin  chaque  fois  de  remplacer  -7—  par  sa  valeur  (4). 
Nous  formerons  ainsi  les  dérivées 
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et  leurs  expressions  renfermeront  les  dérivées  de  z  jusqu'à  Tordre 
p  —  1  au  plus.  En  général,  il  est  possible  d'éliminer,  entre  l'équa- 
tion  (3)   et   les     p     équations   ainsi    formées,   les    p    quantités    ;:, 

dz  df*~^z 

-j- '    •••i       ,  „  .;    en   effectuant   cette   élimination,  nous  obtien- 

dx  '      dxP~^  ' 

drons  une  équation  renfermant  x,  y  et  ses  dérivées  jusqu'à  Tordre 
n  -hp  ;  ce  sera  une  équation  différentielle  ordinaire  d'ordre  n  -f-  p 
par  rapport  à  y. 

Si  Ton  sait  intégrer  cette  équation,  sa  solution  générale  est  une 
fonction  y  dépendant  de  x  et  de  n~i-p  constantes  arbitraires  de 
la  forme 

(i>)  y  ==F(a:,  C,,C2,    .  .  .  ,    C„^.p); 

d'autre  part,  les  équations  qui  ont  servi  à  éliminer  z  et  ses  dérivées 
permettent  d'exprimer  z  au  moyen  de  y  et  de  quelques-unes  des 
dérivées  de  cette  dernière  fonction  ;  il  suffit  alors  de  remplacer  y  et 
ses  dérivées  par  les  valeurs  tirées  de  Téquation  (5)  pour  déterminer  z  ; 
cette  fonction  dépendra  de  x  et  des  n-\~p  constantes  qui  entrent 
dans  î/,  et  sera  de  la  forme 

(6)  z  =  *(x,  Ci,C2,    .  .  .  ,   C„+p). 

Le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer  fournit  ainsi  des  valeurs 
de  y  et  de  z  dépendant  de  n~\-p  constantes  arbitraires  ;  on  dit 
qu'elles  constituent  la  solution  générale  des  équations  (i)  et  (2),  et 
.  Ton  dit  que  Tordre  de  ce  système  d'équations  est  n-\-p\  on  voit 
qu'il  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  plus  hautes  dérivées  de  y  et 
de   z. 

Dans  certains  cas  exceptionnels,  il  n'est  pas  nécessaire,  pour  éli- 
miner z  entre  les  équations  (3)  et  (4),  de  former  p  fois  la  dérivée 
de  la  première  ;  nous  nous  contenterons  d'indiquer  le  résultat  suivant  : 
si  Télimination  de  z  et  de  ses  dérivées  est  possible  après  avoir  pris 
les  p  —  q  premières  dérivées  de  Téquation  (3),  on  obtient,  pour  déter- 
miner y,  une  équation  différentielle  d'ordre  n-{-p  —  y;  mais  il 
faut  ensuite,  pour  déterminer  z,  intégrer  une  nouvelle  équation  d'ordre 
q,  dont  les  coefficients  dépendent  de  la  valeur  trouvée  pour  y  ;  la 
solution  générale  dépend  encore  de  n  -hp  constantes,  comme  dans  le 
cas  précédent. 
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Lorsque  Ton  attribue  aux  constantes  des  valeurs  numériques  par- 
ticulières, on  obtient  des  solutions  particulières  du  système  d'équations 
dilTérentielles  simultanées.  Il  est  possible  de  former  une  solution  par- 
ticulière telle  que  y  et  ses  n  —  1  premières  dérivées,  ainsi  que  z 
et  ses  p  —  1  premières  dérivées  prennent  des  valeurs  données 
j/o^yot  .  .  .  ,  y^"~*^^o^2o,  •  •  •  »  ^o'^*^  pourune  valeur  donnée  Xq  de 
la  variable.  Il  suffit  en  effet  de  former,  en  partant  des  équations  (5)  et 
(6)  qui  donnent  la  solution  générale  du  système,  les  valeurs  de  y  et 
de  ses  n  —  1  premières  dérivées,  ainsi  que  celles  de  ^  et  de  ses 
p  —  1  premières  dérivées,  et  d'écrire  qu'elles  prennent  les  valeurs 
données  pour  x  =  Xq  ;  on  a  ainsi  n  -f-jo  équations  qui  permettent  de 
calculer  les  valeurs  numériques  des  /n-/>  constantes  arbitraires 
entrant  dans  la  solution. 

355.  Exemples.  —  1°  Soit  à  intégrer  le  système  d'équations 
simultanées 

^  =  -3j/  +  4z  +  5e-      ^  =  -.y  +  2z-3e-. 

dz 
En  prenant  la  dérivée  de  la  première,  et  remplaçant   -7-   par  sa 

valeur  tirée  de  la  seconde,  on  a 

ê  =  -3^-*»  +  8'  +  »3e=^ 
en  remplaçant  z  par  sa  valeur  tirée  de  la  première 

on  en  déduit,  pour  déterminer  y^  l'équation  du  second  ordre 

dx^^  dx    -y-^^  • 

Nous  l'avons  intégrée  au  n°  352  et  nous  avons  trouvé  pour  sa 
solution  générale 

y  =  C,  e'  -f-  C^e-^-  -h  2g  e'^^  ; 

en  la  portant  dans  l'équation  (7),  nous  avons 

1  29 

z  =  Ce-  -h  j  de-"^  —  2g  e^. 


n 
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2°  Soit  à  intégrer  le  système  d'équations  simultanées 

dx  dy  dz 

î/  —  z        2  —  X       X  —  y 

Nous  allons  indiquer  un  procédé  de  calcul  se  rattachant  à  la 
théorie  des  différentielles  totales.  Des  équations  données,  nous  tirons 
les  deux  combinaisons 

dx-^-dy-\-dz  =  0,       2{x  dx-hy  dy  -hz  dz)  =  0, 

dont  les  premiers  membres  sont  des  différentielles  totales  exactes  ;  il 
nous  suffît  d'égaler  à  des  constantes  les  intégrales  indéfinies  de  ces 
différentielles,  pour  avoir  les  deux  relations 

(8)  x-h-y-hz  =  Ci,       a:«H-î/*-hz«  =  C2. 

Ces  deux  équations  définissent  ^  et  z  comme  fonctions  de  x 
et  de  deux  constantes  arbitraires  ;  elles  donnent  par  suite  la  solution 
générale  des  équations  données;  elles  représentent  une  famille  de 
cercles  ;  chacune  des  équations  (8)  renfermant  une  seule  constante  est 
dite  une  intégrale  du  système. 

3°  Un  autre  exemple  est  fourni  par  les  équations  de  la  mécanique. 
Le  mouvement  d'un  point  mobile  dans  Tespace  est  déterminé  par 
trois  équations  différentielles  simultanées  entre  le  temps  t,  qui  est  la 
variable  indépendante,  les  coordonnées  x,  y,  z  du  mobile,  qui  sont 
des  fonctions  du  temps,  et  les  dérivées  premières  et  secondes  de  ces 
trois  fonctions. 

Ces  trois  équations  constituent  un  système  du  sixième  ordre,  et 
la  solution  générale  est  constituée  par  les  expressions  de  x,y,z  au 
moyen  du  temps   l   et  de  six  constantes  arbitraires. 

Donner  des  conditions  initiales,  c'est  donner  les  valeurs  que 
prennent  à  un  instant  initial  i  =  /©  les  coordonnées  x,  y,  z  du  mo- 
bile et  leurs  dérivées  premières  par  rapport  au  temps  ;  cela  revient  à 
donner  la  position  initiale  du  mobile  et  les  composantes  de  sa  vitesse 
initiale. 


CHAPITRE  IV 


ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 


356.  Formation  des  équations  aux  dérivées  partielles .  —  Lorsque 
Ton  considère  une  ou  plusieurs  fonctions,  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes, toute  relation  entre  les  variables,  les  fonctions  et  leurs 
dérivées  partielles  s'appelle  une  équation  aux  dérivées  partielles;  si  l'on 
a  une  seule  fonction,  Tordre  le  plus  élevé  des  dérivées  partielles  qui 
entrent  dans  l'équation  s'appelle  Tordre  de  cette  équation.  Nous 
nous  limiterons  au  cas  où  Ton  a  une  seule  fonction  z  de  deux  va- 
riables X   et   î/. 

Une  équation  aux  dérivées  partielles  prend  naissance  de  plusieurs 
manières  ;  les  deux  principales  sont  les  suivantes  : 

!•'  Cas.  —  Supposons  que  la  fonction  z  dépende  de  deux  cons- 
tantes arbitraires  Ci  et  C2  ;  si  entre  l'équation  qui  définit  z  et  les 
dérivées  de  cette  équation  par  rapport  à.  x  et  par  rapport  à  1/   on 

élimine  ces  deux  constantes,  on  a  une  relation  entre   x,  y,  z,   -r—  et 
^  '^'   '    X^x 

-r-— ;    c'est  une  équation  du  premier  ordre  à  laquelle  satisfont  toutes 

«y 

les  fonctions   z   quelles  que  soient  les  constantes. 
Soit  par  exemple  la  fonction 

z  =  Cix2-4-C,j/2; 

ses  dérivées  partielles  sont  —  =  2CiX  et   —  =  2Ça^  ;   Télimination 
de   Cl   et  Ci  conduit  à  l'équation  du  premier  ordre 

ÔJS  ôz 

2z  =  a; h  V  —  • 
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2*  Cas.  —  Supposons  que  deux  fonctions  données  de  x,y  et  s, 
que  nous  appelons  u{x,  y,  z)  et  v{x,  y,  z),  soient  reliées  Tune  à  Tautre 
de  façon  que  Tune  soit  une  fonction  arbitraire  de  l'autre  v  =  (p(i/)  ; 
nous  allons  montrer  que  la  fonction  implicite  z  de  x  et  y  ainsi 
définie  satisfait  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
indépendante  de  la  fonction  arbitraire    <p. 

Écrivons  que  Ton  a 

(1)  v{x,y,  z)  =  ^[a{x,y,  z)], 

et  égalons  les  dérivées  partielles  des  deux  membres  de  cette  équation 
par  rapport  à   a;  et  par  rapport  à  y  ;  nous  aurons 

ô«  ÔV    Ô2   d:^  /OU  OU    ÔZ  \ 

ôx        ôs  ^x        du  \ôx        bz  bx  J^ 

ôi;        ôi'  ôz  d^  /bu        ou  Ôz  \ 

ôy        ôz  ôy        du  \by        ôz  5i// 

en  éliminant   -=?-   entre  ces  deux  dernières  relations,  ce  qui  se  fait  en  les 

du 

divisant  membre  à  membre,  nous  aurons  une  équation  indépendante 
de    9  ;    elle  est,  tous  calculs  faits, 

\  ôy  ôz        ôî/   bz  Jbx       \  àz  ôx        ôz  ôx  /  ôy 


/ou   ôï;  ^  ou  \ 

\  ôx  01/        (>x  ôy  /  ' 


c'est  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  de  la  forme 

ox  oy 

P,     Q   et    R   étant  des  fonctions  de    x^     y    et   z. 

Exemple.  —  Les  surfaces  de  révolution  autour  de    Oz    ont  une 
équation  de  la  forme 

(3)  z  =  ^{x^-hy'); 

nous  allons  éliminer  la  fonction  arbitraire  <p,  en  appliquant  la  méthode 
que  nous  venons  d'indiquer;   ici,  u  est  égal  à  x* -h y*   et   v    est  égal 


L.    J 
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à    z .    Les  dérivées  partielles  de  la  fonction    z    donnée  par  Téquation 
précédente  sont 

ôz  ^         r/(p         ^  hz  d^         ç. 

en  divisant  membre  à  membre,  nous  en  déduisons  la  relation  suivante 
indépendante  de    cp, 

Cette  équation  du  premier. ordre  est  dite  Téquation  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  de  révolution  autour  de    Os . 

Toute  équation  du  premier  ordre  exprime  une  propriété  du  plan 
tangent  commune  à  toutes  les  surfaces  satisfaisant  à  cette  équation  ; 
remarquons  en  effet  que  le  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface 
z  —  f[x,  y)  =  0    a  pour  équation  (n°  255) 

-  (X  -  x)/^;  -  (  Y  -  y)/-;  +  (Z  -  s)  =  0 , 

oubien  Z-z=-^(X-ar)  +  ^(Y-,y); 

Ox  oy 

par  suite,  ce  plan  est  déterminé   par  les  coordonnées   du   point  de 

contact  et  par  les  deux  dérivées    — ^   et   - — ;    toute  relation  entre 

ox  oy 

ces  dérivées  et  les  variables  x,  y,  z   exprime  donc  une  propriété  du 
plan  tangent. 

Par  exemple,  Téquation  (4)  exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point 
est  perpendiculaire  au  plan  passant  par  ce  point  et  par  Taxe  Oz  ;  cette 
propriété  est  commune  à  toutes  les  surfaces  de  révolution. 

357.  Problème  inverse.  —  Nous  venons  de  voir  qu'on  forme  une 
équation  aux  dérivées  partielles,  soit  en  éliminant  des  constantes  arbi- 
traires, soit  en  éliminant  des  fonctions  arbitraires.  Inversement,  la 
solution  d'une  équation  donnée  peut  renfermer  soit  des  constantes  arbi- 
traires: on  rappelle  alors  solution  ou  intégrale  complète,  soit  des 
fonctions  arbitraires:  on  l'appelle  solution  ou  intégrale  générale',  en 
donnant  aux  constantes  ou  aux  fonctions  des  valeurs  particulières,  on 
obtient  des  solutions  ou  intégrales  particulières. 

Le  plus  souvent,  on  cherche  à  déterminer  une  solution  particulière 

VoGT.  —  Math.  sup.  31 
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en  imposant  à  la  surface  qu'elle  représente  la  condition  de  passer  par 
une  courbe  donnée  ;  cela  constitue  une  condition  initiale. 

Gomme  exemples  d'équations  aux  dérivées  partielles,  nous  citerons 
les  suivantes  : 

1"  L'équation  du  premier  ordre  —  =f{x,  y)   a  pour  solution 


cp    étant  une  fonction  arbitraire. 

ô*z 
2°  L'équation  du  second  ordre    =  0  a  pour  solution 

oxoy 

z  =  f[x)  -h  9(y) , 

/"  et  cp   étant  deux  fonctions  arbitraires,  l'une  de   x,   l'autre  de  y. 

ô*z        ô*z 
3°  L'équation  des  cordes  vibrantes  a*  — —  =  — —    a  pour  solution 

ox*        or 

z  =  f{x  --h  al)  -f-  (p(x  —  at), 

/"  et   (p  étant  des  fonctions  arbitraires. 


358.  Équation  linéaire  du  premier  ordre.  —  L'équation  linéaire 
du  premier  ordre  s'écrit  ordinairement  sous  la  forme 

(5)        ?[x,  2/,  ^)  Il + Q(^.  y>^^^= ^(^'  y^  ^)  • 

Si   z   est  une  solution,  elle  satisfait  à  l'identité 

-^  dx  -j-  - —  dy  =  dz  ; 
ôx  ^y    ^ 

en  comparant  les  deux  relations  précédentes,  nous  voyons  que  la  pre- 
mière est  satisfaite  identiquement,  en  particulier,  par  les  valeurs  de 
Xy  y,  z   telles  que  l'on  ait 

m  dx  _dy  _dz 

Les  équations  précédentes  forment  un  système  d'équations  différen- 
tielles simultanées  ;  nous  avons  vu  dans  le  chapitre  précédent  comment 


1 


• 


ÔH     ÔV 

ôy   ou 

ou   àv 

ôr  (>u 

ou    ôy         ôi'  ou 

by  ôz 

01/    ôz 

ôz   ôx 

ôz   Ox 

ÔX    Ô(/           ÔJ    01/ 

Comme  ces  relations  sont  indépendantes  des  constantes  Ci  et  C2, 
elles  doivent  être  équivalentes  au  système  (6)  ;  nous  en  concluons  que 
l'on  a  identiquement 


ou    bv 

ôt>   ou 

ou    ôy 

ôi'   ou 

ou    ôy 

ôt'  ou 

by   Ôz 

Ôy    ôz 

Ô3    ôx 

ôs   dx 

ôj:  ôy 

ÔX    Ôï/ 

P  Q  R  ' 

mais,  d'autre  part,  la  fonction  z,  définie  par  l'équation  (8;,  satisfait, 
quelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  9,  à  la  relation  (2)  du  n°  356  ; 
en  vertu  des  proportions  précédentes,  celle-ci  peut  être  remplacée  par 
l'équation  (5)  ;  par  suite,  z  satisfait  bien  à  l'équation  donnée,  ce  qui 
démontre  la  proposition. 
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on  peut  intégrer  un  tel  système  ;  nous  allons  montrer  que  la  connais- 
sance de  sa  solution  générale  permet  d'intégrer  l'équation  (5). 

L'intégrale  du  système  (6)  est  fournie  par  des  équations  de  la 
forme  (2)  (n°  354)  ;  supposons  qu'on  les  résolve  par  rapport  aux  deux 
constantes   Ci   et   C^,  et  qu'on  obtienne  ainsi  les  deux  relations 

(7)  .  u(x,  y,  z)  =  Cl ,  r(x,  y,  z)  =  C2; 

nous  allons  montrer  que  si  l'on  établit  entre   u    et  y    une  relation 
arbitraire,  c'est-à-dire  si  l'on  écrit 

(8)  v  =  ^{u),  ] 

où    (p    est  une  fonction  arbitraire,  cette  équation  définit  une  fonction 
implicite  z   de   x   et   y,   qui  est  solution  de  l'équation  (5). 

En  différentiant  les  équations  (7),  nous  avons  les  deux  relations 

dx-h—-dy-h—-dz  =  0, 
ôx  ôy  ôz 

bv    j     ,    ôr    f      ,     ôy    ,         ^ 
-—  c/x  -f-  — -  cry  -f-  -— -  Jz  =  0  : 
ôx  oy  ôz 

nous  déduisons  de  ces  relations,  en  les  résolvant  par  rapport  à  deux 
des  différentielles  en  fonction  de  la  troisième, 

dx  dy  dz 
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amme  exemple,  considérons  l'équation  (4)  du  n"  356, 


avons  ici   P  =  y,      Q=  —  x,      R  =  0,    et  le  système  (6)  se 
aux  deux  équations 

dx  _   dy   _  dz 

X  dx-\-y  dy  =  0,  dz=:0. 

a  solution  générale  de  ce  système  est  définie  par  les  équations 

a:»H-i/=  — Cl,  3  =  Cï; 

'S,  la  solution  générale  de  l'équation  proposée  est  définie  par 

it  une  fonction  arbitraire  ;  c'est  l'équation  générale  des  surfaces 
olution  autour  de    0; . 


NOTES  D'ALGÈBRE 


I.   —  SÉRIES 


1 
359.  Série  S —  On  a  quelquefois  à  considérer  la  série 


(1)  2-L  =  f +  f +  4    . 

/i«        1«        2«        3^  n- 

où   a  est  un  exposant  quelconque  ;  nous  allons  démontrer  ({xïelle  est 
divergente  si  a   est  inférieur  ou  égal  à    i,    et  convergente  si   x   est 

supérieur  à   1 . 

1  1 

Si  a    est    <    1,   —  est  supérieur  à   —,    par  suite  les  termes  de 

rt«  n 

la  série  (1)  sont  supérieurs  aux  termes  de  même  rang  de  la  série  har- 
monique ;  celle-ci  étant  divergente  (n°  31),  la  série  proposée  Test  aussi. 
Si  a  est  >>  1 ,  formons  avec  les  termes  de  la  série  (1  )  des 
groupes  commençant  par  un  terme  dont  le  rang  est  une  puissance  de 
2  ;  chaque  terme  d'un  groupe  est  au  plus  égal  au  premier  de  ce  groupe  ; 
nous  avons  par  suite 


1         i  1 

— -h  — <2  — 
2«       3«  ^     2« 


ou 


7r--f-;7-<4-  ou 


4*       5«        6«        7«  4 

4-  -rrr-  <  8  -  -        ou 


8«        9«  15«  8« 


< 

i 

2(«- 

i)' 

< 

1 

-  -  T 

< 

1 

2^1- 

1 
-1) 
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Nous  voyons  que  les  termes  de  la  série  (1)  jusqu'à  un  certain 
rang  ont  une  somme  inférieure  à  celle  des  termes  de  la  série 

11  11 


1        2^"-'>       2^^*-*^        2^^*~*> 

celle-ci  est  une  progression  géométrique  dont  la  raison       _^    est  infé- 
ra 

rieure  à  1 ,  et  elle  est  convergente  ;  la  série  proposée  est  donc  aussi 
convergente,  et  sa  somme  est  au  plus  égale  à  celle  de  la  progression 
précédente. 

Comme  application,  la  série   2^   est  convergente;  la  série 
111  1 


a -h  6       4a -1-6       9a -h  6  ii*a-f-6 

rest  aussi,  car  le  rapport  de  son  terme  général  à  celui  de  la  série 
convergente  2  --  a  une  limite  déterminée  et  non  nulle  quand  n  aug- 
mente indéfîniment. 


360.  Séries  absolument  convergentes.  —  On  dit  qu'une  série  est 
absolument  convergente  lorsque  la  série  des  valeurs  absolues  ou  mo- 
dules de  ses  termes  est  convergente  ;  la  série  proposée  Test  aussi, 
comme  nous  Tavons  vu  (n°  38). 

Les  séries  absolument  convergentes  jouissent  des  propriétés  dé- 
montrées en  algèbre  élémentaire  pour  les  sommes  d'un  nombre  fini 
de  termes,  ainsi  que  le  montre  le  théorème  suivant  : 

En  changeant  cVune  manière  quelconque  V ordre  des  termes  d^une 
série  absolument  convergente,  on  forme  une  autre  série  absolument 
convergente  ayant  même  somme  que  la  première. 

Soit 


(2)  u,  -f-  «2  -h    •  •  •    -h  i/„ 

la  série  donnée,  et 

(3)  u[-hUi-\-     •    •    •      -f-  Un'  -+-••• 

une  nouvelle  série  constituée  par  les  termes  de  la  série  (2)  pris  dans 
un  autre  ordre  quelconque  ;  nous  supposons  toutefois  que   tous   les 


SÉRIES  487 

termes  pris  jusqu'à  un  rang  déterminé  n  dans  la  série  donnée  se  re- 
trouvent avec  un  rang  fini  dans  la  nouvelle  série,  et  qu'aucun  d'eux 
ne  se  trouve  rejeté  indéfiniment  loin.  De  cette  façon,  on  peut  toujours 
affirmer  que  les  termes  de  la  série  (3)  jusqu'à  un  rang  donné  n'  sont 
constitués  d'abord  par  tous  les  termes  de  la  série  (2)  jusqu'à  un  cer- 
tain rang  n,  puis  par  d'autres  dont  le  rang  dans  cette  série  est  com- 
pris entre  71  et  n-]-p,  les  deux  nombres  n  et  n-hp  augmentant 
indéfiniment  avec    n'. 

Soit  S^'  la  somme  des  n'  premiers  termes  de  (3),  Pi^  et  Qi^ 
la  somme  des  termes  positifs  et  la  valeur  absolue  de  la  somme  des 
termes  négatifs  dont  elle  se  compose  ;  nous  avons  Si'=Pi'  —  Q^»; 
soient,  de  même,  P„  et  Q„  les  sommes  analogues  relatives  à  la  série 
(2)  ;  d'après  les  hypothèses  faites,  nous  pouvons  écrire 

Pn    <  P»i'    <  Pn  +  pT  Qn    <  Qn'    <Qn  +  p- 

Lorsque  n'  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  n  et 
de  n-h/>;  P,  et  P„^.p  sont  des  nombres  inférieurs  à  la  somme 
de  la  série  des  modules  de  (2)  ;  ils  vont  en  croissant,  et  ont  une  même 
limite  P;  de  même,  Q„  et  Qn+p  ont  une  même  limite  Q;  nous 
en  concluons  que  Pi»  et  Qi-  ont  aussi  pour  limites  P  et  Q.  Cela 
nous  montre  d'abord  que  Pi-hQi'  aune  limite,  c'est-à-dire  que  la 
série  des  modules  des  termes  de  (3)  est  convergente  ;  ensuite,  que  S^, 
a  pour  limite  P  —  Q,  qui  est  la  somme  de  la  série  (2),  par  conséquent, 
la  série  (3)  a  la  même  somme  que  (2),  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Les  séries  non  absolument  convergentes  ne  jouissent  pas  de  la 
propriété  précédente  ;  nous  nous  contenterons  de  mentionner  ce  fait 
que  l'on  peut,  en  changeant  l'ordre  des  termes,  changer  la  somme 
d'une  telle  série  et  même  la  rendre  divergente. 

361.  Séries  uniformément  convergentes.  —  Considérons  une 
série 

(4)  y  =  Ui{x)-hU2(x)-+-   ...    -4-H„(.T)-hiï„^,(x)-h    ••• 

dont  les  termes  dépendent  d'une  variable  x,  et  supposons  qu'elle 
soit  convergente  pour  les  valeurs  de  x  comprises  dans  un  intervalle 
{a,  b)  ;  désignons  par  S„(a:)  et  par  Rn{j^)  la  somme  des  n  premiers 
termes  et  le  reste  correspondant;  on  dit  que  la  série  est  absolument 


^ 
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convergente  dans  rintervalle  (a,  6),   si,  pour  une  valeur  suffisamment 
grande  de  n,   le  reste    R„(a;)    est  aussi  petit  qu'on  le  veut,  et  cela 
quelle  que  soit  la  valeur  donnée  à    x  appartenant  à  Tintervalle    (a,  6). 
Nous  avons  vu  (n°  144)  qu'une  série  entière  en  x 

est  convergente  pour  toute  valeur  de  x  inférieure  en  valeur  absolue 
à  un  certain  nombre  positif  Xq,  ce  nombre  étant  tel  que  |«nJ^î|  reste, 
quel  que  soit   n,  inférieur  à  un  nombre  fixe   M. 

Nous  allons  montrer  que  cette  série  entière  est  uniformément 
convergente  dans  tout  intervalle  de  la  forme  ( —  Xi ,  -h  Xi),  Xi  étant 
un  nombre  quelconque  inférieur  à  Xq,   En  effet,  le  reste    R„(x)   est 

égal  à 

R„(x)  =or„x''-|-fl„^ïX"-^^ 


pour  \x]<^Xi,  sa  valeur  absolue  est  au  plus  égale  à  la  somme  des 
valeurs  absolues  de  ses  ternies  pour  x  =  Xi,  et  celle-ci  est  au  plus 
égale  au  produit  par   M    de  la  somme  des  termes  de  la  série 


\Xo/  Vxo/ 


n  +  1 


en  effectuant  cette  somme,  nous  avons 

|R„(x)|  ^M(iiy— ^; 

comme  Xi  est  inférieur  à  Xq,  nous  pouvons  choisir  n  assez  grand  pour 
que  le  second  membre  de  cette  inégalité  soit  aussi  petit  qu'on  le  veut  ; 
comme  cela  a  lieu  pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans  l'intervalle 
( — Xi,  H-  Xi),  nous  voyons  que  la  série  est  uniformément  convergente 
dans  cet  intervalle. 

L'intérêt  des  séries  uniformément  convergentes  réside  dans  le 
théorème  suivant  : 

Une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  et  qui  est 
uniformément  convergente  dans  un  intervalle  est  elle-même  une 
fonction  continue  pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans  cet  inter- 
valle. 

Supposons  que  la  série  (4)  soit  uniformément  convergente  et  ait 
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ses  termes  continus  dans  un  intervalle  [a,  h)  ;  considérons  une  valeur 
de  X  et  une  valeur  voisine  x-{-h  comprises  dans  cet  intervalle  ;  nous 
allons  montrer  que  la  différence  des  valeurs  correspondantes  de  la 
série  tend  vers  zéro  avec  A.  Écrivons  en  effet,  en  mettant  en  évidence 
la  somme  des  n   premiers  termes  de  (4), 

y  =  S„(x)  -h  R„(a:), 

et  formons  la  différence  des  valeurs  de  cette  fonction  pour  x  et  x  -h  A  ; 
elle  est  égale  à 

(5)  [S„(x  -^  A)  -  S„(x)]  -f-  [R„(x  +  A)  -  R,(x)]  ; 

la  deuxième  parenthèse  est  la  différence  des  valeurs  de  R„  pour  deux 
valeurs  de  x  comprises  dans  l'intervalle  (a,  h)  ;  comme  la  série  est 
uniformément  convergente,  nous  pouvons  choisir  n  assez  grand  pour 
que  ces  valeurs  soient  aussi  petites  que  Ton  veut  ;  il  en  est  de  même 
de  leur  différence.  La  première  parenthèse  est  Taccroissement  de  la 
fonction  S„(a:),  qui  est  la  somme  d'un  nombre  fini  de  fonctions  con- 
tinues, et  qui  est  elle-même  une  fonction  continue  ;  cet  accroissement 
tend  donc  vers  zéro  avec  h.  Nous  en  concluons  que  la  somme  (5) 
est  aussi  petite  qu'on  veut,  ce  qui  prouve  bien  que  la  fonction  y  est 
continue. 

Le  raisonnement  du  n"*  291  s'applique  à  une  série  uniformément 
convergente  quelconque  ;  l'intégrale  d'une  telle  série  est  représentée 
par  la  série  des  intégrales  de  ses  termes  ;  si  xq  et  x  sont  deux  va- 
leurs de  l'intervalle  où  la  série  (4)  est  uniformément  convergente,  on  a 

(6)  /    ydx=  I    Ui[x)dx-\-   1    U2{x)dx-\-    •  •  • 

%y  Xq  t/  Xq  *y  Xq 

Des  égalités  (4)  et  (6)  on  déduit  inversement  que  la  dérivée  d'une 
série  est  représentée  par  la  série  des  dérivées  de  ses  termes  dans  tout 
intervalle  où  cette  dernière  série  est  uniformément  convergente. 


I 


II.  —  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 


362.  Nous  avons  vérifié  (n°  163)  sur  un  exemple  particulier 
ridentité  des  dérivées  partielles  fly  et  f%  d'une  fonction  f  de  deux 
variables  x  et  t/  ;  nous  allons  démontrer  que  cette  identité  a  lieu 
pour  les  fonctions  usuelles;  le  raisonnement  s'appliquerait  immédia- 
tement aux  dérivées  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Soit  f  une  fonction  de  deux  variables  x  et  y.  Donnons  d'abord 
à   X   un  accroissement   h,   et  considérons  la  différence 

en  supposant  que  f  soit  continue  et  admette  une  dérivée  partielle  par 
rapporta  x  dans  tout  l'intervalle  (x^x-hh),  nous  pouvons  lui  appli- 
quer le  théorème  des  accroissements  finis  (n°  129)  et  écrire,  en  dési- 
gnant par   0    un    nombre  compris  entre   0  et   1, 

f{x  -f  h,  y)—f[x,  y)  =  hf^^ix  -h  bh,  y). 

Donnons  maintenant  à  y  l'accroissement  k,  et  formons  la  diffé- 
rence des  valeurs  des  deux  membres  de  l'identité  précédente  pour  y 
et  pour  y  -\-k\   nous  aurons 

(1)  f{x-^-h,y-^k)-f{x,y-hk)^f(x-\-h,y)-hf{x,y) 

=  h[f^(x-^-bh,y-hk)^f^{x-^bh,y)\. 

Si  fx{x  -h  6A,  y)  est  une  fonction  continue  par  rapport  à  y  et 
admet  une  dérivée  par  rapport  à  cette  variable  dans  l'intervalle 
[y,  y  -f-  /f),  nous  pouvons  appliquer  au  second  membre  le  théorème 
des  accroissements  finis  ;  ce  second  membre  a  pour  valeur 

(2)  hkf:,{x-hbh,y-h^'k), 
f/    étant,  comme  6,   compris  entre    0   et   1 . 
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Formons  maintenant  une  nouvelle  suite  d'égalités  analogues  aux 
précédentes,  mais  en  donnant  d'abord  à  y  Faccroissement  k  ;  si 
/  est  continue  et  a  une  dérivée  par  rapport  à  y  dans  l'intervalle 
[y y  y  -h  k),  nous  avons 

/•(x,  y -^ k)  —  f{x,  y)  =  kfl{x,  y -\-b[k); 

si  nous  donnons  ensuite  à   x  Faccroissement   h,    et  si  fy{x,  y  -h^ik) 
est   continue  et  a  une  dérivée   par    rapport  à    x    dans   l'intervalle 

{x,  x-f-/i),    nous  avons 

(3)  f{x -i-  hy  y  -\- k)-  f{x-h.h,  y)  —  f{x,  y  ^ k)-h  f{x,  y) 

=  k[f;(x-hhy  y  +  6iA-)-/-;(x,  i/-^ô;/f)], 

et  le  second  membre  a  pour  valeur 

(4)  hkf;jx-h^ihyy-h-b[k), 

^1   et    ôî    étant  compris  entre    0   et    1 . 

Les  premiers  membres  des  équations  (1)  et  (3)  sont  identiques; 
il  en  est  de  même  des  expressions  (2)  et  (4),  qui  leur  sont  égales  ;  en 
les  divisant  par  hk,   nous  avons  la  relation 

(5)  f;i,{x-i  ()h,y-hQ'k)=:f;jx-{-Oih,  y-hù[k). 

Si  nous  supposons  enfin  que  f^{x,  y)  et  fyxiXy  y)  sont  des  fonc- 
tions continues  de  x  et  y  pour  le  système  de  valeurs  x,  y,  nous 
pouvons  affirmer  qu'en  faisant  tendre  h  et  k  vers  zéro,  les  deux 
membres  de  l'égalité  [IS)  ont  pour  limites  /ïy(x,  y)  et  f^x{x,  y);  à  la 
limite,  ces  deux  dérivées  sont  donc  égales  entre  elles.  Nous  pouvons 
dès  lors  énoncer  ce  résultat  : 

Si  une  fonction  f[x,  y)  de  deux  variables  est  continue  et  pos- 
sède des  dérivées  premières  f!g,  fy,  ainsi  que  des  dérivées  secondes 
fly   et   /"jîi   également  continues,  on  peut  affirmer  que  Von  a   fly=ify^. 


III.  —  ÉLIMINATION.  —  THÉORÈHE  DE  BEZOUT 


363.  Élimination  par  déterminants.  —  Nous  avons  indiqué 
(n°  197)  une  méthode  d'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équa- 
tions algébriques  ;  à  l'aide  de  divisions,  nous  avons  remplacé  ces  équa- 
tions par  d'autres,  dont  l'une  est  du  premier  degré  ;  nous  avons  exprimé 
que  la  solution  de  cette  dernière  satisfait  à  l'autre.  Nous  allons  donner 
ici  une  autre  méthode  fondée  sur  la  théorie  des  déterminants  et  sur  celle 
des  équations  du  premier  degré.  Nous  considérerons  deux  équations 
dont  l'une  est  du  troisième  degré  et  Tautre  du  second, 

(  1  )  f[x)  =  AoX»  -f-  A,x2  H-  AîX  H-  A3  =  0 , 

(2)  cp(ar)  =  Box2  -h  B,x  -h  B2  =  0  ; 

les  raisonnements  seraient  les  mêmes  dans  le  cas  de  deux  équations 
de  degrés  quelconques. 

Supposons  que  les  équations  (i)  et  (2)  aient  une  solution  commune 
,T  ;  elle  satisfait  aux  3  -h  2  =  5  équations  suivantes  dont  le  degré 
est  égal  ou  inférieur  à    3-1-2  —  1=4, 


xfix)  — 

AqX^  -h  AiX^  -f-  AjX^  -f-  AaX 

-0, 

M 

Aqx'  -f-  AiX^  -4-  A2X  -h  A3 

-0, 

x^^{x)  - 

BoX*  -4-  Bix^  -h  B^x* 

-0, 

x^{x)  - 

Box^  -h  B,x2  H-  B2X 

-0, 

(p(x)_ 

Box2  -h  B,x  -+-  B2 

-0. 

Ces  cinq  équations  sont  satisfaites  par  un  système  de  valeurs  des 
(juantités  x,  x*,  x',  x^  que  l'on  peut  considérer  comme  quatre  incon- 
nues entrant  linéairement  ;  par  conséquent,  le  déterminant  des  coeffi- 
cients de  ces  inconnues  et  des  termes  constants  doit  être  nul  (n**  11); 
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nous  obtenons  ainsi  la  condition  nécessaire  suivante  : 


(3) 


Ao 

A, 

A, 

A, 

0 

0 

A, 

A, 

A, 

A, 

Bo 

B. 

B. 

0 

0 

0 

Bo 

B, 

B, 

0 

0 

0 

B« 

Bt 

Bz 

0. 


Le  premier  membre,  que  Ton  appelle  résultant  de  Télimination,  est 
un  déterminant  facile  à  former  ;  il  contient  les  coefficients  de  chacune 
des  équations  dans  un  nombre  de  lignes  égal  au  degré  de  Tautre. 

Nous  allons  montrer  que  la  condition  précédente,  qui  est  néces- 
saire, est  aussi  suffisante  et  que,  si  elle  est  remplie,  les  deux  équa- 
tions (1)  et  (2)  ont  une  racine  commune.  Pour  cela,  multiplions  les 
éléments  de  la  première  colonne  du  déterminant  (3)  par  x*,  ceux 
de  la  seconde  par  a;',  ceux  de  la  troisième  par  x*,  ceux  de  la  qua- 
trième par  X,  et  ajoutons-les  à  ceux  de  la  dernière  ;  nous  obtenons 
ainsi  un  déterminant  égal  au  premier,  par  conséquent  nul,  qui  est 


Ao 

A, 

A, 

A, 

xf(x) 

0 

Ao 

A. 

As 

m 

Bo 

B, 

Bi 

0 

x\{x) 

0 

Bo 

B, 

B* 

xcp{x) 

0 

0 

Bo 

B, 

cp(x) 

0. 


Si  nous  développons  le  premier  membre  suivant  les  éléments  de  la 
dernière  colonne,  nous  avons  une  identité  de  la  forme 

/•(x)(Lx-4-M)  =  cp(x)(Px2-4-Qx-hR); 

les  racines  du  premier  membre  doivent  être  les  mêmes  que  celles  du 
second;  or,  une  seule  au  plus  des  racines  de  ^{x)  qui  entre  ausccofid 
membre  peut  annuler  le  facteur  Lx  -f-  M ,  par  conséquent,  une  au  moins 
des  racines  de    ^[x)   annule   f[x),    ce  qu'il  fallait  démontrer. 

364.  Résolution  de  deux  équations  algébriques  à  deux  inconnues . 

—  Soient  deux  équations  algébriques  à  deux  inconnues   x   et  y, 

(4)  f{x,y)  =  0,  ç(x,  i/)  =  0. 

Désignons  par   R{y)  le  résultant  de  l'élimination  de    x   entre  ces 
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deux  équations;  si    {xi,  yi)    est  une  solution  du  système  (4),  les  deux 
équations  en    x 

(5)  f{x,yi)=0,  (p(x,2^,)  =  0 

ont  une  solution  commune  égale  à  Xi,  et  le  résultant  de  Télimination 
de  X  doit  être  nul  ;  or  ce  résultant  n'est  autre  que  R{yi)  ;  par  suite,  il 
est  nécessaire  que  yi  soit  une  racine  de  l'équation  résultante  R{y)  =0. 
Réciproquement,  si  yi  est  une  racine  de  cette  équation  résultante, 
les  deux  équations  (5)  ont  au  moins  une  racine  commune;  en  calculant 
cette  racine  et  en  la  désignant  par  j^i ,  le  système  (xi ,  yi)  est  une  so- 
lution des  équations  (4).  Nous  avons  donc  ce  résultat: 

Pour  résoudre  deux  équations  algébriques  à  deux  inconnues  (elles 
que  (4),  on  élimine  l'une  des  inconnues  x  entre  les  deux  équations; 
Véquation  résultante  fournit  les  valeurs  de  Vautre  inconnue  y  ;  à 
chacune  des  valeurs  y,  de  y  ainsi  déterminées  correspond  au  moins 
Une  valeur   Xi    de   x   qui  est  la  racine  commune  aux  équations  (5). 


365.  Théorème  de  Bezout.  —  Le  nombre  des  solutions  de  deux 
équations  algébriques  de  degré  m  et  p  est  égal  au  produit  mp 
des  degrés  de  ces  équations. 

Nous  allons  le  démontrer  dans  le  cas  des  deux  équations  de  degrés 
3   et  2  ;    le  raisonnement  serait  le  même  dans  le  cas  général. 

En  ordonnant  les  premiers  membres  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X,  nous  pouvons  écrire  les  équations  sous  la  forme  (1  ) 
et  (2),  les  coefficients  Ao,  Ai,  .  .  .  ,  Bq,  B],  ...  contenant  y  à 
un  degré  au  plus  égal  à  l'indice. 

Le  résultant    R(y)    de  l'élimination  de   x   entre  les  deux  équations 

est  le  déterminant  (3);  nous  allons  voirqu'il  est  en  y  du  degré  3x2  =  6. 

.     Si  nous  multiplions  la  deuxième  ligne  par  y,  la  quatrième  par  y, 

et  la  cinquième  par  î/'^,    nous  multiplions  R(y)  pari/*,  et  nous  avons 


y'Hy)  = 


Ao 

A. 

A, 

A, 

0 

0 

Ao.y 

A.y 

Ajy 

Ajy 

B„ 

B. 

B, 

0 

0 

0 

Boy 

B></ 

B2.V 

0 

0 

0 

Bo.y^ 

B.2/' 

B^» 
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dans  le  déterminant  du  second  membre,  les  colonnes  renferment  y 
aux  degrés  successifs  0,  1,  2,  3,  4;  de  sorte  que  ce  déterminant 
est  une  fonction  du  10"  degré  en  y\  R(y)  est  dès  lors  du  6''  degré. 
Comme  à  chaque  racine  de  Téquation  résultante  correspond  une  solu- 
tion des  deux  équations,  nous  voyons  que  celles-ci  ont  6  solutions,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Il  peut  arriver  dans  certains  cas  exceptionnels  que  le  terme  de  plus 
haut  degré  de  R(jy)  soit  nul,  alors,  le  nombre  des  solutions  diminue  ; 
dans  tous  les  cas,  il  est  au  plus  égal  au  produit  des  degrés  des  deux 
équations  (i)  et  (2). 

Comme  conséquence  du  théorème  de  Bezout,  nous  pouvons  énoncer 
ce  corollaire:  Deux  courbes  algébri([ues  d'ordres  m  et  p  ont  en 
général    mp    points  communs. 

En  particulier  une  courbe  d'ordre  m  est  coupée  par  une  droite  en 
m  points;  ainsi  se  trouve  justifié  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  79  sur 
1%  signification  géométrique  de  Tordre. 

Nous  énoncerons  sans  le  démontrer  le  théorème  général  suivant  : 

Le  nombre  des  solutions  d'un  système  de  n  équations  algébri- 
ques à     n     inconnues  est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Corollaire.  —  7'rois  surfaces  algébriques  d'ordres  m,  p,  q  ont 
mpq   points  communs. 

En  particulier,  une  droite,  qui  estrintersection  de  deux  plans  ou  de 
deux  surfaces  du  premier  ordre,  coupe  une  surface  d'ordre  m  en  m 
points. 
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I.  —  TRANSFORMATION  DE  COORDONNÉES  DANS  LE  PLAN. 

APPLIiATIONS 


366.  Transformation  de  coordonnées.  —  Lorsque  Ton  a  trouvé 
dans  un  système  d'axes  Oa?,  Oy  Téquation  d'une  courbe,  et  que  Ton 
veut  ultérieurement  en  étudier  les  propriétés,  il  y  a  souvent  avantage  à 
choisir  de  nouveaux  axes  placés  d'une  manière  plus  simple  par  rapport 
à  la  courbe,  et  à  déterminer  Téquation  de  cette  courbe  par  rapport  à  ces 
nouveaux  axes. 

Le  problème  de  la  transformation  de  coordonnées  est  le  suivant  : 

Etant  donnés  deux  systèmes  d'axes  Ox,  Oy,  OV,  O'y',  expri- 
mer les  coordonnées  X  et  y  d'un  point  quelconque  dans  le  premier 
système  au  moyen  des  coordonnées  x'  et  y'  du  même  point  danr 
le  second. 

Lorsqu'il  est  résolu,  il  suffît  de  remplacer  dans  Téquation  d'une 
courbe  rapportée  au  premier  système,  a;  et  y  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  x' ,  y'  pour  avoir  l'équation  de  cette  courbe  dans  le 
second.  Nous  examinerons  trois  cas  : 

1*'  Cas.  —  Les  nouveaux  axes  sont  parallèles  aux  premiers  et 
dirigés  dans  le  même  sens. 

Ces  axes  OV,  O'y'  sont  complètement  déterminés  par  les  coor- 
données a,  b  de  la  nouvelle  origine  0';  considérons  un  point  quel- 
conque M   et  les  deux  segments  00'  et  O'M,  ainsi  que  leur  résultante 

VocT.  —  Math.  sup.  32 


iV. 
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OM  [fig,  104);  leurs  projections  sur  Taxe  des  x  sont  respective- 
ment égales  à  a ,  x'  et  X,  et  sur  Taxe 
des  y  à  b,  y'  et  y;  le  théotème  des 
projections  nous  donne  alors  les  rela- 
tions 

[{)      x  =  a-hx',  y=zb-\-y'. 


y 

y 

/ 

^" 

'A 

0' 

0 

X 

JC' 


Fig.  104. 


Ces  formules  résolvent  le  problème,  et 
elles  subsistent  dans  tous  les  cas,  que  les 
coordonnées  soient  obliques  ou  rectangu- 
laires. 


:t' 


^ 


2*  Cas.  —  Les  nouveaux  axes  ont  même  origine  que  les  premiers. 

Ëtant  donné  [fig,  105j  le  système 
d'axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  le 
nouveau  système  Ox',Oy'  sera  com- 
plètement déterminé,  qu'il  soit  rectan- 
gulaire ou  oblique,  par  les  valeurs 
algébriques  des  angles  (Ox,  Ox')  et 
(Ox,  Oy').  Considérons  un  point  quel- 
conque M,  formons  le  contour  OP'M 
de  ses  coordonnées  x',  y'  dans  le 
nouveau  système,    et   projetons    ce 

contour  et  sa  résultante  sur  les  axes  primitifs    Ox,  Oy;    le  théorème 

des  projections  nous  donne  les  formules 


Fig.  105. 


(2) 


x^=x'  cos  (Ox ,  Ox')  -h  y'  cos  (Ox ,  Oy') , 
y  =  x'  cos  [Oy,  Ox')-\-y'  cos  (Oi/,  Oy') . 


Le  cas  ordinaire  est  celui  où   le  nouveau  système  est  rectan- 
gulaire et  présente  la  même  disposition  que  le  premier  ;  en  désignant 

mm 

l'angle  (Ox,  Ox')    par  a,  Tangle  [Ox.Oy')   est  égal  à  a-h^   et  les 

ma 

formules  (2)  deviennent 


(3) 


i    x  =  x'  cos  oL-hy'  cos  I  a  -h  —  j  =  x'  cos  a  —  y'  sin  a , 
r   y  =  x'  cos  (  ot  —  "7  )  +  y'  cos  a  =  x'  sin  a  -f-  y'  cos  a . 


t 


TRANSFORMATION  DE  COORDONNÉES  DANS  LE  PLAN 


499 


y 


0 


3*  Cas.  —  On  fait  un  changement  quelconque  d'axes. 

Soient  (/îgr.  106)  OV,  O'y'  les  nou- 
veaux axes  ;  ils  sont  complètement  déter- 
minés parles  coordonnées  a,  6  delà  nou- 
velle origine,  et  par  les  angles  (0«,  OV), 
(Ox,  O'i/').  Considérons  un  système 
d'axes  intermédiaires  O'iTi,  O'yi  paral- 
lèles aux  premiers  et  de  même  origine 
que  les  seconds,  et  appelons  Xi,yi  les 
coordonnées  d'un  point  M  dans  ce  sys- 
tème; les  formules  (1)  nous  donnent 


X 


Fig.  106. 


x^fl-hxi,  y  =  b-\-y^. 


et  les  formules  (2)  ou  (3)  nous  donnent  les  valeurs  de  x^  et  yx  en 
fonction  de  x'  et  y'  ;  nous  en  déduisons  immédiatement,  en  supposant 
les  nouveaux  axes  rectangulaires, 


(4) 


'   x^=  a-\-x'  cos  a  —  y'  sin  a , 


X  sm  a  H-  y  cos  a 


Il  est  essentiel  de  remarquer  que  toutes  ces  formules  contiennent 
les  coordonnées  au  premier  degré;  il  en  résulte  que  le  degré  d'une 
équation  algébrique  entre  x  et  y,  c'est-à-dire  l'ordre  de  la  courbe 
algébrique  qu'elle  représente  ne  change  pas  lorsqu'on  fait  une  trans- 
formation quelconque  de  coordonnées. 

867.  Réduction  de  réquatlon  du  second  degré  à  deux  variables. 
Changement  de  direction  des  axes .  —  Ëtant  donnée  la  courbe  repré- 
sentée, dans  un  système  d'axes  de  coordonnées  Ox,  Oy,  par  l'équa- 
tion générale  du  second  degré  écrite  sous  la  forme 


(5) 


\x^  -f-  2Bxy  -4-  Cî/«  -f-  2Dj:  H-  2Eî/  -f-  F  =  0, 


nous  nous  proposons  de  chercher  un  nouveau  système  d'axes  tels  que 
la  courbe  soit  représentée,  dans  ce  nouveau  système,  par  une  équation 
plus  simple. 

Un  premier  cas  est  celui  où  l'on  a   A  —  C    et    B  =  0  ;    l'équation 
représente  une  circonférence  (n*  89)  ;  en  transportant  les  axes  parallè- 


L 
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lement  à  eux-mêmes  de  façon  que  la  nouvelle  origine  soit  le  centre  de  la 
courbe,  on  met  l'équation  sous  la  forme 

x'^H-ys  — R2  =  0. 

Lorsque  la  courbe  n'est  pas  une  circonférence  et  que  B  n'est  pas 
nul,  on  fait  d'abord  un  changement  d'axes  de  coordonnées  en  conser- 
vant l'origine,  de  façon  que  le  coefficient  de  xy  soit  nul  dans  la  nou- 
velle équation.  Si  les  nouveaux  axes  Ox',  Oy'  sont  rectangulaires, 
et  si  Ox'  fait  un  angle  a  avec  Ox^  les  formules  de  transformation 
sont  les  formules  (3),  et  l'équation  (5)  devient 

(6)  Mx'^  -h  2^'x'y'  -f-  C'y'*  -h  2D'x'  -h  2E'y'  -4-  F  =  0 , 
dans  laquelle  les  coefficients  ont  les  valeurs 

A'  =  A  cos*  a  -+-  2B  sin  a  cos  a  H-  C  sin*  a , 

(7)  \  B'  =  Bcos2a  — (A  — C)sinacosa  — Bsin*«, 

C  =  C  cos*  a  —  2B  sin  a  cos  a  -h  A  sin*  a  ; 

D'  =  D  cos  a  -f-  E  sin  a , 

(8)  {   E'  =  Ecosa  — Dsina, 

F'  =  F. 

Pour  que  B'  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  a  satisfasse  à  la 
condition 

(9)  Btg*a-f-iA--G)tga  — B  =  0; 

cette  équation  en  tg  a  a  deux  racines  réelles  dont  le  produit  est  égal  à 
—  1 ,  et  à  chacune  d'elles  correspond  une  droite  indéfinie  sur  laquelle 
on  peut  choisir  la  direction  Ox'  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  ;  comme 
le  coefficient  angulaire  du  nouvel  ave  Ox'  est  précisément  égal  à 
tg  a,  on  voit  qu'aux  deux  racines  de  l'équation  (9)  correspondent  deux 
droites  indéfinies  rectangulaires,  puisque  le  produit  de  leurs  coefficients 
angulaires  est  égal  à  —  1 ,  et  l'on  peut  prendre  pour  Ox'  l'une  ou 
l'autre  des  deux  directions  opposées  qui  existent  sur  chacune  de  ces 
deux  droites. 

Lorsque  l'on  a  déterminé  l'axe    Ox',   on  trace  l'axe  Oy'   faisant 

avec  le  premier  l'angle  +  ^r  ;   on  voit  que  les  deux  droites  indéfinies 

ma 
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sur  lesquelles  sont  placés  Ox'  et  Oy'  sont  précisément  les  deux  droites 
correspondant  aux  racines  de  Téquation  (9),  et  leur  ensemble  est  dès 
lors  déterminé  d'une  manière  unique. 

368.  Invariants.  —  Nous  allons  indiquer  immédiatement  la  pro- 
priété suivante  de  la  transformation  de  coordonnées  que  nous  avons 
employée  ;  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,   les  trois  quantités 


A  = 


C, 


A  B  D 
B  C  E 
D     E     F 


a  = 


A     B 
B     C 


AC  — B*, 


=  F(AC  —  B«)  -f-  2BDE  —  AE«  —  CD^ 


ont  la  même  valeur  lorsqu'on  les  forme  au  moyen  des  coefficients  de 
Téquation  (5)  ou  au  moyen  des  coefficients  de  Téquation  transformée 
(C)  ;  on  dit  pour  cela  que  ce  sont  des  invariants  de  la  transformation. 

En  ce  qui  concerne  la  première  de  ces  trois  quantités,  les  formules 
(4)  montrent  immédiatement  que  Ton  a 

A'-4-C'=A-hC; 

pour  démontrer  la  propriété  invariante  des  deux  autres,  nous  intro- 
duirons Tangle  2a  dans  les  expressions  de  A',  B',  C  et  dans  celles 
de  D'\  D'E\  E'\   et  nous  écrirons 

2A'  =  (A  -h  C)  -f-  (A  —  C)  cos  2a  -f- 2B  sin  2a, 
2B'  =  2B  cos  2a  —  (A  —  C)  sin  2a , 
2C'  =  (A  -h  C)  —  (A  —  C)  cos  2a  —  2B  sin  2a. 
2D"  =  D2  -h  E2  -f-  (D«  —  E«)  cos  2a  -h  2ED  sin  2a , 
2D'E'  =  2DE  cos  2a  —  (D*  —  E^)  sin  2a , 
2E'*  =  D^  -f-  E^  —  (D*  —  E2)  cos  2a  —  2ED  sin  2a . 

Comme  F'   est  égal  à    F ,    nous  vérifions  sans  peine  que  Ton  a 

F{X'C  —  B'2)  -f-  2B'D'E'  —  A'E'*  —  CD'^  =  F(AC  —  B«) 

2BDE  —  AE*  —  CD2. 
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Nous  concluons  de  là,  en  particulier,  que  A'C  —  B'*  est  nul  ou 
n'est  pas  nul  en  même  temps  que  AC  —  B*  et  que  ces  deux  quantités 
ont  le  même  signe;  le  genre  de  la  courbe,  ellipse,  hyperbole  ou  pa- 
rabole, tel  que  nous  Tavons  défini  au  n°  233,  n'est  donc  pas  altéré  par  la 
transformation. 

369 .  Lorsque  a  est  choisi  de  telle  sorte  que  B'  soit  nul  ;  il  ré- 
sulte de  ce  qui  précède  que  A'C  est  égal  à  AC  —  B*  ;  si  cette  quan- 
tité n'est  pas  nulle,  Téquation  (6)  prend  alors  la  forme 

(10)  AV*  -f-  C'y'*  -f-  2DV  -f-  2E'y'  +  F'  =  0, 

dans  laquelle  A'  et  C  ne  sont  pas  nuls  ;  ils  ont  le  même  signe  si  la 
courbe  est  du  genre  ellipse  et  des  signes  contraires  si  la  courbe  est  du 
genre  hyperbole. 

Lorsque  la  courbe  est  du  genre  parabole,  AC  —  B*  est  nul,  par 
suite,  A'C    est  aussi  nul,  et  Tun  des  coefficients   A'  ou   C  est  égal  à 

zéro.  Les  racines  de  Téquation  (9)  sont  dans  ce  cas  égales  à   — —    et 

C  . 

—  ;     si  Ton  prend  la  première  comme  valeur  de  tg  a,   on  trouve  que 

B'  et  A'  s'annulent  en  même  temps,  et  l'équation  (6)  prend  alors  la 
forme 

(il)  C'y'*  H-  2D'ar'  -f-  2E'y  '  -f-  F'  =  0 . 

370.  Changement  d*orlgine.  —  Lorsque  l'équation  de  la  courbe 
est  privée  de  terme  en  xy,  ou  est  ramenée  à  l'une  des  formes  (10)  ou 
(11),  on  simplifie  les  termes  du  premier  degré  et  le  terme  constant 
en  transportant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  un  point  con- 
venablement choisi  ;  on  emploie  pour  cela  les  formules  de  transfor- 
mation (1)  du  n''  366. 

Soient  0"x\  0"y"  les  nouveaux  axes  parallèles  aux  axes  Ox',  Oy' 
déterminés  précédemment,  a'  et  h'  les  coordonnées  de  la  nouvelle 
origine  ;  les  formules  de  transformation  sont 

x'  ^  a'  -f-  x\      y'  =  b'  -\-  y'  ; 

l'équation  (0),  dans  laquelle  nous  sapposerons,  pour  plus  de  généralité, 
que   B'   est  quelconque,  se  transforme  en 

A V*  -h  2Wx"y''  H-  Cy *  H-  2DV  -4-  2E''y'^  -+-  F''  =  0, 
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OÙ  l'on  a 


(12) 


(   F" 


A'a'  -+-  B'b'  -f-  D\  E''  =  B'a'  -+-  Q/b'  -f-  E\ 

k'a'^  -h  2B'ab'  -h  Cb'^  -i-  2D'a'  -f-  2E'6'  -f-  F^ 


Nous  allons  d'abord  démontrer  que  les  trois  quantités  A  -f-  C, 
S  et  A  sont  encore  des  invariants  pour  une  semblable  transforma- 
tion ;  les  termes  du  second  degré  ayant  les  mêmes  coefficients,  nous 
voyons  déjà  que  Ton  a 

A"  -f-  C  =  A'  -f-  C\  •    A'"C'  —  B"»  =  MQJ  —  B'*  ; 
il  nous  reste  à  montrer  que  le  déterminant 

A''  B"  D' 
B"  G"  E" 
D'     E''     F" 

est  aussi  un  invariant.  Remplaçons  les  lettres  par  leurs  valeurs 
(12 j,  puis  retranchons  des  éléments  de  la  dernière  colonne  ceux  de 
la  première  multipliés  par  a'  et  ceux  de  la  seconde  multipliés  par  b'  ; 
de  même,  dans  le  déterminant  obtenu,  retranchons  des  éléments  de  la 
dernière  ligne  ceux  de  la  première  multipliés  par  a!  et  ceux  de  la  se- 
conde multipliés  par  &',  nous  ne  changerons  pas  la  valeur  du  déter- 
minant, et  nous  vérifierons  qu'il  se  réduit  au  déterminant  A  formé 
avec  les  coefficients  de  l'équation  (6)  ;  la  proposition  se  trouve  donc 
démontrée. 

871.  Cela  posé,  plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  d'une  courbe 
du  genre  ellipse  ou  du  genre  hyperbole,  dont  l'équation  est  déjà 
ramenée  à  la  forme  (10),  et  faisons  le  changement  de  coordonnées 
défini  par  les  équations 


X  = 


A' 


X 


y'  = 


E         ,  ;/ 


les  termes  du  premier  degré  disparaissent,  et  la  nouvelle  équation  a 
la  forme 


(13) 


A  V  +  Cy  ^  +  F"  =  0  ; 


504  NOTES   DE   GÉOMÉTRIE    ANALYTIQUE 

A"  et  G"  sont  égaux  à  A'  et  C  ;  quant  à  F*,  on  peut  le  calculer 
directement,  mais  il  est  plus  simple  de  s'appuyer  sur  la  propriété  du 
déterminant  A  démontrée  dans  le  n°  précédent  ;  il  a  la  même  valeur 
pour  les  équations  (5),  (10)  et  (13);  pour  la  dernière,  il  est  égal  à 
A"CT";    on  a  par  suite 

A'^G'^F'  =  A, 
et  comme  on  a    A'G'  =  A'C'  =  AC  —  B*,    on  trouve  finalement 

Si  A  est  nul,  Téquation  (13)  devient  homogène,  et  elle  repré- 
sente deux  droites  issues  de  la  nouvelle  origine  ;  elles  sont  réelles  ou 
imaginaires  suivant  que  A"  et  G"  sont  de  signes  contraires  ou  de 
même  signe,  c'est-à-dire  si  la  courbe  est  du  genre  hyperbole  ou  du 
genre  ellipse. 

Si  A  n'est  pas  nul,  F''  ne  Test  pas  non  plus  ;  lorsque  la  courbe 
est  du  genre  ellipse,  A''  et  G''  sont  de  même  signe,  et  en  divisant  les 
deux  membres  par  F*^,  on  peut  toujours,  suivant  les  signes  respectifs 
de  A"  et  de  F",    ramener  Téquation  (13)  à  Tune  des  deux  formes 


^  +  i^_l=0,       ^  +  ^  +  1=0. 


La  première  représente  une  ellipse,  telle  que  nous  Tavons  définie 
et  étudiée  au  n°  90  ;  la  seconde  n'est  satisfaite  par  les  coordonnées 
d'aucun  point  réel,  car  son  premier  membre  n'est  jamais  nul  ;  on  dit 
qu'elle  représente  une  ellipse  imaginaire. 

Lorsque  la  courbe  est  du  genre  hyperbole.  A"  et  G'  sont  de 
signes  contraires  ;  on  peut  alors  ramener  l'équation  (13)  à  Tune  des 
formes 

^ 1  =  0, ^^ — hl  =0; 

a^        b'  '        a^         b^ 

elles  représentent  toutes  deux  une  hyperbole  telle  que  nous  l'avons  dé- 
finie aux  n°"  93  et  95. 

372.  Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  d'une  courbe  du  genre 
parabole,  dont  l'équation  est  déjà  ramenée  à  la  forme  (H)  ;  nous  avons 
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VU  que  le  déterminant  A  a  la  même  valeur  pour  Téquation  donnée  (5) 
et  pour  réquation  transformée  (11);  pour  celle-ci,  ce  déterminant  se 
réduit  à  —  C  D'^  ;  nous  en  concluons,  C  n'étant  pas  nul,  que  D' 
est  différent  de  zéro  ou  égal  à  zéro  suivant  que  A  est  lui-même  dilTérent 
de  zéro  ou  égal  à  zéro. 

Dans  le  premier  cas,  nous  transporterons  les  axes  parallèlement 
à  eux-mêmes  au  point  de  coordonnées 

C"  ^  2D' 

l'équation  prendra  alors  la  forme 

C'y'^î  -h  2D  V  =  0, 

et  D"  ne  sera  pas  nul,  car  — CD'^  est  égal  à  A,  qui  est  dilTérent 
de  zéro.  En  divisant  les  deux  membres  par  G"  et  en  remplaçant  au 
besoin  les  directions  OV,  O^y"  des  axes  de  coordonnées  par  les  direc- 
tions opposées,  ce  qui  revient  à  changer  le  signe  de  x\  on  ramènera 
cette  équation  à  la  forme 

y"^  —  2px"  =  0  ; 

elle  représente  une  parabole  telle  que  nous  l'avons  définie  au  n°  97. 

Dans  le  second  cas,  où  A  est  nul,  D'  est  également  nul,  et  Té- 
quation  (11)  représente  deux  droites  parallèles  à  l'axe  Ox'. 

Remarque.  —  Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  dans  le 
numéro  précédent,  joints  à  ceux  que  nous  venons  de  trouver,  en  parti- 
culier lorsque  A  est  nul,  conduisent  aux  conclusions  suivantes  : 

On  reconnaît  que  Véqualion  générale  dn  second  degré  représente 
deux  droites  à  ce  que  le  déterminant  A    est  nul. 

On  détermine  ces  deux  droites  en  effectuant  le  calcul  qui  donne 
les  asymptotes  de  la  courbe  qu'elles  constituent,  comme  il  est  indiqué 
au  n«  233. 

Lorsque  A  n'est  pas  nul,  les  seules  courbes  réelles  représentées 
par  l'équation  du  second  degré  sont  la  circonférence,  l'ellipse,  l'hyper- 
bole et  la  parabole  telles  que  nous  les  avons  définies  au  chapitre  V  de 
la  deuxième  partie. 

873.  Intersection  de  deux  conique».  —  Les  coordonnées  des  points 
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communs  à  deux  coniques  S    et    Si   représentées  par  les  équations 


(14) 


f{x,y)=Xx^  -h2Bxi/  -hCy^  -f-2Dx  -f-2Eî/  -4-F  =0, 
(   (p(ar,  y)  =  Ai^r*  -h  2Bixy  +  C,î/»  -I-  2D,x-f-  2Ety  h-  F,  =  0 


sont  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  satisfont  à  la  fois  à  ces  deux  équa- 
tions ;  pour  les  trouver,  on  élimine  entre  elles  une  des  inconnues,  par 
exemple  x;  le  procédé  le  plus  simple  consiste  à  former  une  combi- 
naison qui  renferme  cette  inconnue  au  premier  degré,  et  à  Téliminer 
entre  cette  nouvelle  équation  et  Tune  des  premières  ;  on  obtient  ainsi  une 
équation  résultante  R{y)  =  0 ,  qui  est  en  général  du  quatrième  degré 
et  fournit  les  ordonnées  des  points  cherchés  ;  à  chaque  racine  de  cette 
équation  correspond  une  valeur  de  x,  par  suite,  un  point  commun 
aux  deux  coniques.  Les  deux  courbes  ont  ainsi  en  général  quatre  points 
communs,  comme  l'indique  du  reste  le  théorème  de  Bezout  (n°  365). 

Lorsque  Tune  des  coniques  S  ou  Si  est  réduite  à  un  système  de 
deux  droites,  il  suffit,  pour  trouver  leurs  points  communs,  de  déterminer 
les  points  où  chacune  de  ces  droites  coupe  l'autre  conique. 

L'équation 


(15) 


f{^yy)-^^^^{'^>y)  =  ^ 


représente,  quel  que  soit  /,    une  conique   S2    qui  passe  par  les  points 

communs  aux  deux  coniques  S  et  Si  ;  cette 
remarque  permet  de  simplifier  dans  certains 
cas  la  recherche  des  points  communs  à  ces 
deux  coniques,  car  on  peut  remplacer  Tune 
d'elles  par  la  conique  S^  et  choisir  X  de 
façon  que  le  déterminant  A  relatif  à  Téqua- 
tion  de  cette  conique  soit  nul  ;  elle  se  réduit 
alors  à  un  système  de  deux  droites. 

Supposons  que  la  conique  Si  se  com- 
pose de  deux  droites,  et  que  «p(x,  y)  soit 
décomposable  en  un  produit  de  facteurs 
du  premier  degré  que   nous  représenterons 

par    P    et    Q,    ces    facteurs    égalés  à   zéro    représentant   les    deux 

droites;  l'équation  (15)  prend  alors  la  forme 
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toutes  les  coniques  qu'elle  représente,  telles  que  S^   [fig.  107),  passent 

par  les  points  communs  à    S    et  aux  deux 
droites. 

Lorsque  ces  droites  viennent  se  confon- 
dre, Q  devient  identique  à  P;  les  quatre 
points  communs  viennent  se  confondre  deux 
à  deux  ;  la  conique  Sj  est  alors  représentée 
par  une  équation  de  la  forme 


/•(^,i/)-l-XF  =  0. 

Fig.  108. 

On  peut  vérifier  que  les  tangentes  à  S 
et  S2  aux  points  communs  à  S  et  à  la  droite  P  =  0  sont  les  mêmes  ; 
on  dit  dans  ce  cas  que  les  coniques    S   et   Sa  sont  bitang entes. 


y 


374.  Lignes  homothétiques .  —  Ëtant  donné  un  point    C    appelé 

centre  d'homothétie  {fig,  109)  et  un 
nombre  k  positif  ou  négatif,  on 
appelle  homothétique  d'un  point  M 
par  rapport  à  C,  avec  le  rapport 
d'homothétie  k,  le  point  M'  obtenu 
en  portant  sur  CM  le  segment  CM' 
tel  que  Ton  ait 


0 


Fig.  109. 


CM' 
CM 


=  k. 


Si  M  décrit  une  ligne  donnée, 
le  point  M'  décrit  une  ligne  qui  est  dite  l'homothétique  de  la  première. 
Suivant  que  h  est  positif  ou  négatif,  l'homothétie  est  appelée  directe 
ou  inverse. 

Étant  donnée  Téquation  d'une  ligne  S  en  coordonnées  carté- 
siennes, nous  allons  former  l'équation  de  la  ligne  S'  homothétique  de 
S,  connaissant  le  rapport  k  et  les  coordonnées  (xq,  i/o)  du  centre 
C;  si  [x^y)  et  [x'^y')  sont  les  coordonnées  de  deux  points  M  et 
M'    correspondants  ou,  comme  on  dit,  homologues,  nous  avons 

x'  —  xç^  ^  y'  —  yo  ^  CM'  __^, 
X  —  Xft        V  —  i/o        CM  ' 


2/— i/o 
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nous  en  déduisons  les  formules  de  transformation 

(16)  ^^a/  +  (/c-l)x,^  y^y'+(fc-l)y. 

Il  suffît  de  remplacer  x  et  y  par  les  valeurs  précédentes  dans 
Téquation  de  la  ligne  S  pour  obtenir  Téquation  de  la  ligne  homothé- 
tique  S';  comme  les  formules  (14)  sont  du  premier  degré,  les  deux 
lignes   S   et   S'    ont  le  même  ordre  lorsqu'elles  sont  algébriques. 

On  vérifie  en  particulier  que  Thomothétique  d'une  droite  est  une 
droite  parallèle  à  la  première. 

Supposons  que    S  soit  une  conique  représentée  par  Téquation 

(17)  Ax^  +  2Bxy  -h  Cy^  -\- 2Dx -h  2Ey -h  V  =  0 , 

réquation  de  la  conique  homothétique  est,  après  avoir  multiplié  les 
deux  membres  par    /r*, 

(18)  Ax'»  -f-  2Bx'y'  -f-  Cy'^  +  2DV  -h  2E'î/'  h-  F'  =  0  ; 

les  coefficients    A,  B,  G    sont  les  mêmes  que  dans  Téquation  donnée, 
et  les  autres  ont  pour  valeurs 

(  D'=(Axo+Byo)(A— i)H-DA:, 

(19)  I  E'=(Bxo-hCyo)(/f-i)  +  EA, 

i¥'  =  {Axl-{-2Bxoyo-^Cyl){k-\y-\'2{])xo-hEyo)k{k-i)-{-Fk^\ 

on  voit  que  les  équations  de  deux  coniques  homothétiques  ont,  à  un 
facteur  près,  les  mêmes  termes  du  second  degré. 

Réciproquement,  si  deux  coniques  rapportées  aux  mêmes  axes 
sont  telles  que  les  termes  du  second  degré  dans  leurs  équations  aient 
leurs  coefficients  respectivement  proportionnels,  ces  deux  courbes  sont 
homothétiques  ;  supposons  en  effet  que  Ton  ait  rendu  identiques  les 
coefficients  des  termes  du  second  degré  en  multipliant  au  besoin  Tune 
des  équations  par  un  facteur  convenable,  et  que  les  deux  coniques 
soient  représentées  par  les  équations  (17)  et  (18);  les  trois  relations 
(19)  permettent  de  déterminer  les  trois  quantités  Xq,  i/o  et  k\  en  les 
prenant  comme  coordonnées  du  centre  et  comme  rapport  d'homothétie, 
Tune  des  coniques  se  confond  avec  Thomothétique  de  Tautre,  ce  que 
nous  voulions  établir.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant: 
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La  condition  nécessaire  et  suffisaniepourque  deux  coniques  soient 
homothéiiques  est  que  les  termes  du  second  degré  dans  leurs  équations^ 
aient  leurs  coefficients  proportionnels. 

Par  exemple,  deux  circonférences  représentées  par  les  équations 

x«-f-y2-|-2ax  -h26î/  H-c  =0, 
x2  -f-  î/2  -f-  2a' X  -h  2fe'y  -4-  c'  =  0 

sont  toujours  homothétiques  ;  on  constate,  soit  géométriquement,  soit 
par  la  résolution  d'équations  analogues  à  (19),  qu'elles  peuvent  être 
considérées  comme  homothétiques  directes  ou  comme  homothétiques 
inverses  ;  les  rapports  d'homothétie  sont  égaux  et  de  signes  contraires, 
et  égaux  en  valeur  absolue  au  rapport  des  rayons  ;  les  centres  d'homo- 
thétie  partagent  la  ligne  des  centres  des  deux  circonférences  en  seg- 
ments proportionnels  aux  rayons.  Les  points  commims  aux  deux  courbes, 
sont  à  rintersection  de  l'une  d'elles  et  de  la  droite  dont  on  obtient  l'é- 
quation en  retranchant  membre  à  membre  les  deux  précédentes  : 

2(a  —  a')x  -f-  2(6  —  6')i/  -h  c  —  c'  =  0  ; 

cette  di'oite  est  appelée  axe  radical  des  deux  circonférences. 


Si  • 


II.  —  DIAMtTRES  ET  AXES  DES  CONIQUES 


375.  Diamètres.  —  On  appelle  diamètre  d'une  direction  de  cordes, 
dans  une  courbe  du  second  ordre,  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  la 
courbe  parallèles  à  cette  direction.  Nous  allons  chercher  pour  la  conique 
représentée  par  Téquation  générale  du  second  degré 

(4)  fi^y  y)  =  ^^*  -^  28x1/  -f-  Ci/« -f-  2Dx  -4-  2Ei/  -f-  F  =  0 

le  diamètre  des  cordes  de  coefficient  angulaire  donné  m . 

Soient  MM'  une  telle  corde  [fiff,  110),  P  son  milieu,  et  (x,  yi 
les  coordonnées  de  ce  point  P;  si  a  est  Tangle  que  fait  avec  Ox  la 
direction  MM',  angle  fourni  parla  relation  tg  x  =  m,   les  coordonnées 

(X,  Y)    d'un  point  quelconque  de  la  corde 
MM'   sont  (n°  81 ,  équations  4) 

X  =  x-hpcos*,       Y=i/-hpsina, 

p   désignant  la  valeur  du  segment  allant  du 
point  {x,  y)   au  point  considéré  (X,  Y). 

En  écrivant  que  X  et  Y  satisfont  à 
Téquation  de  la  courbe,  nous  aurons  la  re- 
lation 

en  développant  le  premier  membre  d'après 
la  formule  de  Taylor  comme  nous  Tavons  fait  au  n*  174,  nous  récrirons 

/*(x^i/)-f-p(/*icosa+/'^sina)-f-p*(AcoS'^a-h2Bcosasina-|-Csin*a)  =  0. 

C'est  une  équation  du  second  degré  en  p,  et  ses  racines  sont  les 
valeurs  algébriques  des  deux  segments  PM   et   PM'.    Si  le  point    P 
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est  le  milieu  de  la  corde    MM\    les  deux  valeurs  de    p    fournies  par 

Téquation  précédente  sont  égales  et  de  signes  contraires,  et  leur  somme 

doit  être  nulle  ;  en  écrivant  cette  condition,  nous  trouvons  entre    x 

et    y    la  relation 

fx  cos  a  -h  /*y  sin  a  =  0, 

ou  bien,  en  remplaçant  tg  a  par  le  coefficient  angulaire  m  de  la  di- 
rection donnée, 

(2)  /ï  +  m/-;  =  0; 

cette  relation  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  point 
{X,  y)  soit  le  milieu  d'une  coi'de  de  coefficient  angulaire  m  ;  elle  est 
donc  réquation  du  lieu  des  milieux  de  ces  cordes;  c'est-à-dire  du 
diamètre.  Comme  elle  est  du  premier  degré,  nous  concluons  que  tout 
diamètre  (ïune  conique  est  une  droite. 

Remarque.  —  Lorsque  la  corde  MM\  en  se  déplaçant  parallèle- 
ment à  elle-même,  devient  tangente  à  la  courbe,  le  point  de  contact  est 
sur  le  diamètre  correspondant  ;  nous  voyons  donc  que  le  diamètre 
d'une  direction  de  cordes  passe  par  les  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  cette  direction  ;  c'est  du  reste  ce  que  montre  Tidentité  de 
l'équation  du  diamètre  et  de  celle  que  nous  avons  trouvée  au  n°  218. 

376.  Centre.  —  Si  la  conique  représentée  par  Téquation  (1)  a  un 
centre,  ce  centre  doit  partager  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes 
qui  passent  par  lui;  il  doit  donc  appartenir  aux  diamètres  de  toutes  ces 
cordes,  et  ses  coordonnées  doivent  satisfaire  à  Téquation  (2),  pour  toute 
valeur  de  m  ;  nous  en  concluons  qu'elles  doivent  annuler  séparément  les 
deux  dérivées  /i  et  fy .  Réciproquement,  tout  point  dont  les  coor- 
données satisfont  à  ces  conditions  appartient  aux  diamètres  de  toutes 
les  directions  de  cordes  et  est  centre  de  la  conique  ;  nous  avons  donc 
ce  résultat: 

On  obtient  les  coordonnées  d*un  centre  d'une  conique  en  résolvant 
les  deux  équations 

/•i  =  o.       /•;  =  o; 

ces  équations,  développées,  s'écrivent 

kx-hBy-hD  =  0,  Bx-hCy-{-E  =  0\ 
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elles  ont  toujours  une  solution  et  une  seule  dans  le  cas  où  le  déterminant 
des  inconnues,  qui  est  AC — B*,  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  dans  le 
cas  où  la  conique  est  du  genre  ellipse  ou  du  genre  hyperbole. 

Lorsque  AC  —  B^  est  nul,  les  équations  n'ont  aucune  solution  ou 
en  ont  une  infinité;  on  peut  vérifier  que  si  la  conique  est  une 
véritable  parabole,  les  équations  n'ont  aucune  solution;  on  dit  que  le 
centre  est  rejeté  à  l'infini  ;  si  la  conique  est  formée  de  deux  droites 
parallèles  (n°  233),  les  équations  se  réduisent  à  une  seule,  et  la  conique 
a  une  infinité  de  centres  situés  sur  la  droite  équidistante  des  deux 
droites  dont  elle  est  formée. 

Remarquons  que  si  D  et  E  sont  nuls,  les  équations  précédentes 
sont  satisfaites  par  x  =  0,  ^  =0,  et  l'origine  est  centre  de  la 
courbe. 

377.  Diamètres  conjugués  et  axes.  —  L'équation  (2)  du  diamètre 
de  la  direction    m    est,  en  développant  les  calculs, 

Aa; -+-  B y  H-  D  -f-  m{Bx-hCy  -h  E)  =  0  ; 

le  coefficient  angulaire    m'  de  cette  droite  a  pour  valeur 

,  A  +  Bm  . 

m  =  - 


B-hCm  ' 

on  déduit  de  là  qu'entre  m  et   m'   existe  la  relation 
(3)  A  -h  B(m  -h  m')  -h  Cmm'  =  0 . 

Elle  est  symétrique  en  m  et  m'  ;  on  en  conclut  qu'inversement 
le  diamètre  de  la  direction  m'  a  pour  coefficient  angulaire  m  ;  les 
deux  directions  m  et  m'  sont  dites  conjuguées.  Dans  le  cas  d'une 
ellipse  ou  d'une  hyperbole,  deux  diamètres  passant  par  le  centre  et  dont 
les  directions  sont  conjuguées  sont  appelés  diamètres  conjugués; 
chacun  d'eux  coupe  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
l'autre. 

Les  directions  des  axes  d'une  conique  sont  deux  directions  conju- 
guées, et  de  plus  rectangulaires  ;  leurs  coefficients  angulaires  satisfont 
à  la  relation  (3)  et  de  plus  à  la  condition  de  perpendicularité 

mm'  -1-1=0. 
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Pour  trouver  les  coefficients  angulaires  des  axes,  il  suffit  de  rem- 
placer m'   par  dans  la  relation  (3)  ;  on  a  ainsi  Téquation 

771 

Bm2  +  (A  — C)m  — B  =  0, 

qui  est  du  second  degré  en  m  ;  elle  a  deux  racines  réelles  dont  le  pro- 
duit est  égal  à  —  1  ;  ces  deux  racines  sont  donc  les  coefficients  angu- 
laires de  deux  directions  rectangulaires. 

Lorsqu'on  a  ainsi  trouvé  les  directions  des  deux  axes,  il  suffit  de 
déterminer  le  diamètre  de  chacune  de  ces  directions  par  avoir  Taxe  pa- 
rallèle à  Tautre  ;  on  peut  remarquer  que  Téquation  précédente  est  iden- 
tique àTéquation  (9)  du  n**  367,  qui  a  servi  à  trouver  les  directions  des 
nouveaux  axes  de  coordonnées  dans  la  réduction  de  Féquation  du  second 
degré  ;  on  vérifie  facilement  que  les  axes  Ox'  et  0^'  dont  il  est  question 
dans  cette  réduction  sont  en  effet  parallèles  aux  axes  de  la  conique. 

378.  Diamètres  de  l'ellipse.  —  Appliquons  les  considérations  pré- 
cédentes à  Tellipse  représentée  par  Féquation 

^  +  11-1  =  0 
Le  diamètre  de  la  direction  m   a  pour  équation 

son  coefficient  angulaire   m!   a  pour  valeur —  »    de  sorte  qu'entre 

m    et  m'   existe  la  relation 

(4)  •  mm'  =  -  —  \ 

c'est  la  relation  qui  existe  entre  les  coefficients  angulaires  de  deux  dia- 
mètres conjugués.  Comme  le  produit  mm!  est  négatif,  on  voit  que 
deux  diamètres  conjugués  tels  que  MM|  et  M'Mi  [fig.  iii)  sont 
toujours  situés  dans  des  angles  difiérents  formés  par  les  axes  Ox,  Oy. 
On  peut  ajouter,  d'après  la  remarque  du  n°  375,  que  les  tangentes 
aux  extrémités  de  chaque  diamètre  sont  parallèles  au  diamètre  con- 
jugué; par  suite,  les  tangentes  en  M,  Mi,  M'  et  MJ  forment  un  paral- 
lélogramme circonscrit  à  Tellipse. 

VoGT.  —  Math.  sup.  33 
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Lorsqu'on  prend  comme  axes  de  coordonnées    Ox'    et    Oy^    deux 

diamètres  conjugués 
d  une  ellipse  tels  que 
OM  et  OM',  Téqua- 
tion  de  la  courbe  doit 
être  telle  qu'à  chaque 
valeur  de  a/  corres- 
pondent deux  valeurs 
de  y'  égales  et  de 
signes  contraires,  et 
à  chaque  valeur  de  y' 
Fig-  it*-  correspondent    égale- 

ment deux  valeurs  de 
x'  égales  et  de  signes  contraires  ;  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si 
réquation  ne  renferme  ni  x'   ni   y'   au  premier  degré  ;  elle  a  donc  la 

forme 

AV«-f-Cy*-f-F'  =  0; 


on  peut  récrire,  en  introduisant  les  longueurs   OM  =  a'  et    OM'  =  b' 
des  demi-diamètres  conjugués, 


X 


/8 


a 


f2 


0. 


On  voit  qu'elle  a  la  même  forme  que  lorsque  Tellipse  est  rapportée 
à  ses  axes,  mais  il  faut  remarquer  toutefois  que  deux  diamètres  quel- 
conques forment  un  système  d'axes  de  coordonnées  obliques. 

379.  Théorèmes  d'Apollonius.  —  La  somme  des  carrés  de  deux 
diamètres  conjugués  d^une  ellipse  est  égale  à  la  somme  diBS  carrés 
des  axes. 

La  surface  du  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres 
conjugués  est  égale  à  la  surface  du  rectangle  construit  sur  les  axes. 

Soient  {x,  y)  les  coordonnées  de  l'extrémité  M  d'un  diamètre, 
{x',  y')  celles  de  l'extrémité  M'  du  diamètre  conjugué;  si  (p  et  ç' 
sont  les  paramètres  angulaires  relatifs  à  ces  deux  points,  on  a 

a:  =  acoscp,  i/  =  6sin«p, 

a;' -=  a  cos  îp' ,  y' =  b  %m  f^' . 


DIAMÈTRES    ET   AXES  DES   CONIQUES  5l5 

D'après  la  relation  (4)  qui  existe  entre  les  coefficients  angulaires 

y' 

et     m'  =  -^     des  deux  diamètres,  on  a  entre    cp    et    ©'    la 

6*  sin  cp  sin  9'  fc* 


X 

relation 


a^  cos  (p  cos  cp'  a* 

ou  bien  tg  cp  tg  9'  =  —  1  ; 

on  en  conclut  que   9'   est  égal  à  ?  -f-  -^  ou  à  9 


On  peut  adopter  pour  9'   la  valeur  9-f-^;    Tautre  valeur  corres- 

pondrait  au  point  Mî  diamétralement  opposé  à  M'  et  rien  ne  serait 
changé  dans  les  conclusions  qui  suivent  ;  en  remplaçant  9'  par  cette 
valeur,  on  a 

x'  =  —  a  sin  9 ,  y'  =zb  cos  9  . 

La  somme  des  carrés  des  diamètres  MM,,  M'MJ  est  égale  à 
4(a?«  -h  y*  -h  x!-^  -h  y'^)  ;  en  remplaçant  x,  y,  x',  y'  par  leurs  valeurs, 
on  trouve  qu'elle  est  égale  à  ^[a^-^b^),  et  le  premier  théorème  est 
démontré. 

La  surface  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  diamètres 
est  égale  à  40M.MT,  en  désignant  par  MT  la  perpendiculaire  abaissée 
de  M'  sur  MM,  ;  or  on  a  OM  =  \/x^  h-  y^  ;  d'autre  part,  en  appe- 
lant X  et  Y  les  coordonnées  courantes,  la  droite  OM  a  pour  équa- 
tion 

Yx— X2/=0, 

et  la  distance  du  point   M'  à  cette  droite  est  égale  (n°  87)  à 

y'x  —  x'y . 


on  a  donc 

4  OM.M'P  =  4{y'x  —  x'y)=  iab{cos^  9  -+-  sin'^  9)  =  4a6 , 

et  le  second  théorème  est  démontré. 

Si  l'on  désigne  par  a'  et  6'  les  longueurs  de  deux  demi-diamè- 
tres conjugués  OM,OM',  et  par  6  l'angle  qu'ils  font  entre  eux,  les 
théorèmes  d'Apollonius  s'expriment  par  les  deux  relations 

a"  -h  6'^  =  a^-^b\  a'b'  sin  ^  =  ab. 
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380.  Diamètres  de  Thyperbole.  —  Pour  trouver  les  propriétés  des 
diamètres  de  Tbyperbole  représentée  par  Téquation 


a" 


il  suffit  de  changer  fc*  en  —  6*  dans  les  résultats  trouvés  pour  Tellipse  ; 
Téquation  qui  lie  les  coefficients  angulaires  m  et  m'  de  deux  diamètres 
conjugués  est 


mm  = 


a 


0 

m    et   m'   sont  toujours  de  même  signe,  mais,  leur  produit  étant  — r-, 

6 
Fun  est  en  valeur  absolue  inférieur  à  —  et  Tautre  est  supérieur  à  cette 

b  ^ 

quantité  ;  comme  —  est  la  valeur  abs:»lue  du  coefficient  angulaire  des 

asymptotes,  on    voit  que  deux  diamètres  conjugués     CM,  OM'     de 

Thyperbole  sont  tou- 
jours dans  le  même 
angle  des  axes  Ox, 
Oy,  mais  sont  tou- 
jours séparés  par  les 
asymptotes  {fig.  112); 
Tun  rencontre  en  des 
points  réels  M  et  Mi 
Thyperbole  donnée , 
l'autre  la  rencontre  en 
des  points  imaginai- 
res, mais  coupe  Thy- 
perbole  conjuguée  en 
des  points  réels  M'  et 
MJ.  On  vérifierait  faci- 
lement que  les  tangentes  aux  deux  courbes  en  ces  quatre  points  forment 
un  parallélogramme  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  diamètres. 

En  désignant  par  a'  et  b'  les  longueurs  des  demi-diamètres  con- 
jugués OM  et  OM',  Téquation  de  la  courbe  rapportée  à  ces  demi- 
diamètres  comme  axes  est 


Fig.  112. 


- y 1  =  0 
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381.  Hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes.  —  Ëtant  donnée  une 
hyperbole  rapportée  à  ses  axes  et  représentée  par 


(5) 


X 

a 


y 1=0 


nous  allons  chercher  son  équation  lorsqu'on  prend  pour  axes  de  coor- 
données ses  deux  asymp- 
totes que  nous  appelle- 
rons Ox' et  Oy' (/îgr.  1 13)  ; 
nous  emploierons  pour 
cela  la  transformation  de 
coordonnées  telle  qu'elle 
est  indiquée  par  les  for- 
mules (2)  du  n"  366. 

L'angle  (Oa?,  Oy')  a 
un  cosinus  et  un  sinus 
respectivement  égaux  à 

a  .  6 

=    et 


Fig.  H3. 


étrangle  (Ox,  Ox')  est 
égal  et  de  signe  contraire  au  précédent  ;  nous  trouvons  de  cette  façon 

6 


X 


a 


^a> 


[x'  +  y'). 


y  = 


)Ja' 


(y-^). 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (5),  nous  avons  la  relation 


a' 


^y'= 

qui  représente  Thyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  ;  elle  exprime  que 
le  produit  OP'.OQ'  des  nouvelles  coordonnées  du  point  M  reste 
constant. 

382.  Diamètres  de  la  parabole .  —  Le  diamètre  de  la  direction   m 
dans  la  parabole  représentée  par 

y*  —  2/?x  =  0 

est,  en  appliquant  l'équation  (2),  donné  par 

— />-f-mi/=0; 

on  voit  que  ce  diamètre  est  une  droite  parallèle  à  l'axe  de  la  courbe. 


"H 
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En  prenant  comme  axes  de  coordonnées  un  diamètre    O'x'  de  la 

parabole  et  la  tangente   O'y'  à  Textrémité,  Téquation  de  la  courbe  a  la 

forme 

y'*  —  2/)  V  =  0  ; 

mais  les  axes  de  coordonnées  ne  sont  rectangulaires  que  lorsqu'ils  sont 
formés  par  Taxe  de  symétrie  de  la  parabole  et  par  sa  tangente  au 
sommet. 

Lorsque  Téquation  générale  du  second  degré  représente  une  para- 
bole, la  direction  de  Taxe  de  cette  courbe  est  celle  d'un  diamètre  quel- 
conque, en  particulier  ,  celle  des  droites  représentées  par  /"i  =  0  ou 
fy  =  0\  c'est  donc  la  direction  de  lune  des  droites 

Ax-4-Bi/  =  0,  Bx-hCy  =  0. 

On  a  Taxe  lui-même  en  cherchant  le  diamètre  conjugué  des  cordes 
perpendiculaires  à  la  direction  précédente. 
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383.  Définitions.  — Nous  avons  vu  {n^  240)  que  le  lieu  des  points 
du  plan  dont  le  rapport  des  distances  à  un  point  F  et  à  une  droite 
A  est  égal  à  un  nombre  e,  est  une  conique,  et  que  cette  courbe  est 
du  genre  ellipse,  du  genre  hyperbole  ou  du  genre  parabole  suivant  que 
e    est  inférieur,  supérieur  ou  égal  à    i  . 

Nous  allons  montrer  inversement  que  toute  courbe  du  second 
ordre  peut  être  engendrée  de  cette  façon  ;  à  chaque  foyer  F  tel 
qu'on  Tentend  en  géométrie  élémentaire,  on  peut  faire  correspondre 
une  droite  A,  appelée  directrice  relative  à  ce  foyer,  et  telle  que  le 
rapport  des  distances  d'un  point  de  la  courbe  au  foyer  et  à  la  direc- 
trice est  constant;  ce  rapport,  que  Ton  désigne  par  e,  s'appelle 
excentricité. 

384.  Ellipse.  —  Considérons  Tellipse  rapportée  à  ses  axes  et  re- 
présentée par  Féquation 

où  a  est  >  6  [fig,  114);  soit  F  le  foyer  situé  sur  Ox,  et  d'abscisse 
c  =  y/a*  —  6*  ;  le  carré  de  la  distance  p  de  ce  foyer  à  un  point  M  de  la 
courbe  de  coordonnées  {x,y)  est  égal  à  {x  —  c)'-hy*;  en  rem- 
plaçant y*  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (1),  on  a 

p2==(x  — c)2  4--^(a«--x*)  =  -^--2ca;-j-a*  =  ('a--— V; 
comme    x    et    c    sont  en  valeur  absolue  inférieurs  à    a^    on  obtient 


U' 
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toujours  pour   p  une  valeur  positive  en  écrivant 

ex 


(2) 


p  =  a »     ou  encore    p 


a 


Hi-'} 


si  Ton  trace  une  droite    A    perpendiculaire  au  grand  axe  et  d'abscisse 


Fig.  114. 


a 


2 


OD  =  —  » X      représente  la  distance    MH    du  point    M     à 

ce 

cette  droite,  et  la  relation  précédente  nous  montre  que  Ton  a 


MF 
MH 


a 


on  voit  que  la  droite    A  est  la  directrice  de  Tellipse  correspondant 

au  foyer    F    et  que    Texcentricité    e   est  égale  à  —  ;    elle  est  infé- 
rieure à  Tunité. 

Si  Ton  considère  le  foyer    F'    d'abscisse    — c,   on  trouve,  d'une 
manière  analogue,  que  la  distance  MF'  a  pour  valeur 


(3) 


p'  =  a-h 


ex 
a 


ou 


bien      p'  =  —  (a;-!-— |; 
a\         c  J 


MF 


cette  relation  nous  montre  que  le  rapport  -— —   des  distances  du  point 


MH' 


a' 


M   au  foyer  F'  et  à  la  droite  A'  d'abscisse est  encore  égal  à 


a 


;   la  droite  A'  est  la  directrice  de  l'ellipse  correspondant  au  foyer  F'. 
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Les  équations  (2)  et  (3)  donnent  p  -f-  p'  =  2a  ;  ceci  démontre  que 
la  courbe  représentée  par  Téquation  (  1  )  jouit  de  la  propriété  prise  en  géo- 
métrie comme  définition  de  Tellipse;  c'est  la  réciproque  du  résultat 
trouvé  au  n*  90. 

885.  Équation  de  Telllpse  en  coordonnées  polaires.  —  Prenons 
comme  pôle  le  foyer  F  et  comme  axe  polaire  la  droite  FA  dirigée 
vers  le  sommet  le  plus  voisin  ;  si  6  est  Tangle  polaire  (FA,  FM),  la 
valeur  de  Tabscisse  x  du  point  M  est  c  +  p  cos  0  ;  en  la  portant  dans 
Téquation  (2)  et  résolvant  par  rapport  à   p,    on  trouve 


P 


a 


1  -h  —  cos  Ô 


a 


c  6' 

si  Ton  remplace    -    par   e,    et  si  Ton  désigne  le  rapport  —   par  p, 

on  a  finalement  comme  équation  de  Tellipse  en  coordonnées  polaires 

^       i  -h  e  COS  6 

386.  Hyperbole.  —  Considérons  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes 
et  représentée  par  Téquation 

(4)  fl  --  ^1  _  1  =  0  • 


soit  F  le  foyer  situé  sur  Ox  et  d'abscisse  c  =  ^a^  -h  b^  (/îjr.  115); 
par  un  raisonnement  analogue  au  précédent,  nous  verrions  que  les  dis- 
tances à  ce  foyer  MF  =  p  et  MiF  =  pi  de  deux  points  M  et  Mj 
situés  sur  des  branches  différentes  sont  égales  à 

5)  p  = a,  pi  =  a y 

comme  nous  Tavons  déjà  trouvé  au  n°  93  ;  écrivons-les 

les  parenthèses  représentent  les  distances  MH    et   MiHi    des  points 
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a 


M   et   Ml   à  la  droite  A    parallèle  à    Oy  et    d'abscisse    OD 
nous  en  concluons  que  Ton  a 

MF  ^  MtF  ^  c  . 
MH        MiH,        a  ' 


la  droite  A  est  donc  la  directrice  de  Thyperbole  correspondant  au  foyer 


\       ^ 

^         y 

A 

\  * 

^^^ 

Hi    / 

^^'^^ 

— 

^^X        1 

'v\l 

D'             O 

B 

w 


Fig.  115. 


F;  comme  —   est  inférieur  à    a,    la  directrice  est  entre  le  centre    0 
c 

et  le  sommet  A  ;   Texcentricité   e  =  —   est  supérieure  à  Tunité. 

En  considérant  le  foyer     F'     d'abscisse     — c,     on  trouverait  de 
même  pour  les  distances   MF'  =  p'   et   MiF'  —  pî  les  valeurs 


(6) 


/       ex 

p  = ha, 

a 


P 


;  =  -(«+_ 


cx\ 


qui  sont  positives  ;  en  les  écrivant 


'■-f('-f)'       ''  =  -7(^-t) 


Or 

elles  expriment  que  la  droite   A'    d'abscisse est  la  directrice 

c 
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de  la  courbe  correspondant  au  foyer  F'  et  que  le  rapport  des  distances 

de    M    ou  de    Mi    à    F'   et  à   A'  est  encore  égal  à  — 

a 

Remarquons  que  les  équations  (5)  et  (6)  donnent 

p'  — P  =  2a,     ■     pi  — p;  =  2a; 

nous  en  concluons  que  la  courbe  représentée  par  l'équation  (4)  est  bien 
identique  à  l'hyperbole  telle  qu'on  la  définit  en  géométrie. 

387.  Équation  de  Thyperbole  en  coordonnées  polaires.  —  Pre- 
nons pour  pôle  le  foyer  F'  d'abscisse  —  c  et  pour  axe  polaire  la  droite 
F' A'  dirigée  vers  le  sommet  le  plus  voisin;  considérons  d'abord  un 
point   Ml    sur  la  branche  voisine  de    F'    et  désignons  ses  coordonnées 

par  p(  =  (F'Mi)  et  ôi  =  (F'A',  F'Mi)  ;  l'abscisse  primitive  x  du  point 
Ml  est  égale  à  —  c  -f-  pî  cos  Oi  ;  en  l'introduisant  dans  la  relation  (6) 
et  résolvant  par  rapport  à  pî ,    on  trouve 


s 


,  a  p 

Pi  = =  -i r-  » 

^        M    ,    c         ^         1  -h  e  COS  6, 

i  H COS  ôi 

a 

en  désignant  encore   —   par  e,   et  ^ — -   par  p, 

a  a 

Considérons  maintenant  un  point  M  sur  la  branche  voisine  de 
F;  nous  définirons  cette  fois  l'angle  polaire  6  comme  l'angle 
(F'A\  Ful)  formé  avec  F'A'  par  la  direction  opposée  à  F'M  ;  le 
rayon  vecteur  p'  du  point  M  sera  alors  une  quantité  négative  égale 
à  la  valeur  absohie  de  F'M  prise  en  signe  contraire.  On  a  toujours 
pour  valeur  de   x   l'expression   —  c-hp'  cos  ô ,   mais  on  doit  poser  cette 

1-  fl  )  ;    le  calcul  est  le   même  que  celui  que  nous 

avons  fait  avec  pj  et  conduit  à  la  même  équation  que  précédem- 
ment pour  représenter  la  deuxième  branche  de  l'hyperbole  en  coor- 
données polaires.  Cette  équation  représente  ainsi  toute  la  courbe  en 
faisant  varier  6  de  0  à  2?:  ;  les  valeurs  positives  du  rayon  vecteur 
correspondent  aux  points  de  la  branche  avoisinant  le  pôle,  et  les  valeurs 
négatives  correspondent  aux  points  de  l'autre  branche. 
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388.  Parabole.  —  Ëtant  donnée  la  parabole  représentée  par  Té- 
quation 

on  vérifie  que  la  distance  d'un  point    M    de  la  courbe  au  foyer,  dont 
Tabscisse  est  ^  est 


p=v/(^-fy-*-î''=^+f 


et  elle  est  égale  à  la  distance  du  point  M  à  la  directrice  A  dont  Tabs- 
cisseest  — ^{fig-  31,  n°  97). 

Prenons  comme  pôle  le  foyer  F  et  comme  axe  polaire  la  droite  FO 
dirigée  vers  le  sommet  ;  si  p   et   6   sont  les  coordonnées  polaires  d'un 

point  M  de  la  courbe,  Tabscisse  primitive  x  est  égale  à  -^  —  p  cos  6  ; 

en  remplaçant    x    par  cette  valeur  dans  la  relation   p  =  a?  +  ^  »    et 

résolvant  par  rapport  à  p ,  on  a  Téquation  de  la  parabole  en  coordon- 
nées polaires, 

p  =  ^ 

^       1  H-  cos  6 

Remarquons  que  les  équations  focales  des  trois  coniques  en  coor- 
données polaires  ont  la  même  forme 

^^         P 

^      1  -f-  e  cos  ô  ' 

elles  ne  différent  que  par  la  valeur  de  e  qui  est  plus  petit  que  i 
pour  FeUipse,  plus  grand  que  1  pour  Thyperbole  et  égal  à  1  pour 
la  parabole. 


r 


lY.  —  TRANSFORMATION  DE  COORDONNÉES  DANS  L'ESPACE. 

APPLICATIONS 


889.  Transformation  de  coordonnées.  —  Par  analogie  avec  ce 
que  nous  avons  dit  au  n^  366,  nous  énoncerons  le  problème  de  la  trans- 
formation de  coordonnées  de  la  façon  suivante  :  Étant  donnés  deux 
systèmes  d^ axes  Oxyz,  0'x'y'z\  exprimer  les  coordonnées  x,  y,  z 
d'un  point  quelconque  dans  le  premier  système  au  moyen  des  coor- 
données a/,  y',  z'  du  même  point  dans  le  second.  Nous  examinerons 
successivement  plusieurs  cas. 

1*'  Cas.  —  Les  nouveaux  axes  sont  parallèles  aux  premiers  et  dirigés 

dans  le  même  sens. 

Ces  axes  sont  complète- 
ment définis  dès  que  Ton  donne 
les  coordonnées  a,  b,  c  de  la 
nouvelle  origine  0'  dans  le 
système  Oxyz;  un  raisonne- 
ment identique  à  celui  que  nous 
avons  fait  au  n**  366  nous  mon- 
tre que  les  formules  de  trans- 
formation sont 

x  =  a-hx',      y  =  b-hy', 

z  =  c  -h  z\ 
Fig.  116. 

2*  Cas.  —   Les   nouveaux 
axes  ont  la  même  origine  que  les  premiers. 
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Nous  supposons  les  deux  systèmes  Oxyz ,  Ox'y'z'  rectangulaires  ; 
nous  désignons  par  a ,  ^ ,  y  les  cosinus  des  angles  que  fait  Ox'  res- 
pectivement avec  Ox,  Oy,  Oz;  de  même,  par  a',  p',  y'  les  cosinus 
des  angles  que  fait  Oy',  et  par  a",  p",  y"  les  cosinus  des  angles 
que  fait    Oz'    avec   Ox,  Oy,  Oz. 

Si  M  est  un  point  quelconque  de  l'espace  {fig,  116),  traçons  le 
contour  OP'Q'M  de  ses  coordonnées  dans  le  second  système  et  proje- 
tons ce  contour,  ainsi  que  sa  résultante  OM ,  sur  chacun  des  axes 
Ox,  Oijr,  Oz  ;   le  théorème  des  projections  nous  donne 

pr.  OM  =  pr.  OF  +  pr.  P'Q'  -h  pr.  Q'M  ; 

si  nous  projetons  sur  Taxe  des  x,   nous  avons 

x  =  x'  cos  (Ox,  Ox')  -h  y'  cos  (Ox,  Oy')  -+-  z'  cos  (Oz,  Ox')  ; 

nous  pouvons  projeter  de  même  sur  les  autres  axes,  et  nous  avons,  en 
introduisant  les  valeurs  données  des  cosinus,  les  formules  de  transfor- 
mation 

x  =  (xx'  ■+■  d'y'  H-  (tz', 

3/==px'^-py-+-pv, 

3«  Cas.  —  Cas  général .  —  Etant  donnés  les  deux  systèmes  Oxyz  ^ 
O'x'y'z' y  prenons  un  système  d'axes  intermédiaire  O'xiyiZj  ayant 
même  origine  que  le  second  et  mêmes  directions  d'axes  que  le  pre- 
mier; nous  avons  alors  à  effectuer  successivement  les  transformations  du 
premier  et  du  deuxième  cas.  Les  formules  qui  en  résultent  sont,  comme 
les  précédentes,  toutes  du  premier  degré  par  rapport  aux  coordonnées 
anciennes  et  nouvelles  ;  nous  en  concluons  que  le  degré  d'une  équation 
algébrique  ne  change  pas  par  une  transformation  de  coordonnées; 
l'ordre  d'une  surface  ou  d'une  courbe  algébrique  reste  donc  le  même 
lorsqu'on  passe  d'un  système  d'axes  à  un  autre. 

390.  Trièdres  de  même  sens.  —  Considérons  dans  l'espace  trois 
axes  de  coordonnées  formant  un  trièdre  trirectangle  Oxyz,  et 
supposons  ces  axes  énoncés  dans  l'ordre   Ox,  Oy,  Oz. 

Pour  un  observateur  placé  le  long  de    Oz,    les  pieds  en  0   et  la 
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tête  en  z,  il  existe  un  certain  sens  dans  lequel  il  faut  faire  tourner 
une  demi-droite  d'abord  confondue  avec   Ox  pour  l'amener  sur  Oy  en 

décrivant  Tangle    -^;    avec  la  disposition  habituelle  des  axes,  c'est  le 

su 

sens  de  gauche  à  droite.  Remarquons  que  le  sens  de  Oy  vers  Oz 
pour  un  observateur  placé  sur  Ox,  et  celui  de  Oz  vers  Ox  pour 
un  observateur  placé  sur  Oy  sont  les  mêmes  que  le  premier  ;  ce  sens 
caractérise  complètement  la  disposition  des  axes  de  coordonnées. 

Soit  Ox'y'z'  un  autre  trièdre  trirectangle  de  coordonnées  ayant 
même  origine  que  le  premier,  les  axes  étant  énoncés  dans  l'ordre  Ox! , 
Oy',  Oz';  on  dit  qu'il  a  mêmç  sens  que  le  premier  si  pour  un  obser- 
vateur placé  sur  Oz',  le  sens  de  Ox'  vers  Oy'  est  le  même  que  celui 
qui  a  été  défini  pour  le  premier  trièdre;  dans  le  cas  contraire,  les 
deux  trièdres  sont  dits  de  sens  différents.  Les  conclusions  seraient  les 
mêmes  si  Ton  considérait  un  des  deux  autres  axes  Ox',  Oy'  pour 
établir  la  comparaison. 

Désignons,  comme  au  n°  précédent,  par  a,  p,  y  ^^^  cosinus  des 
angles  de  Ox'  avec  Ox,  Oy,  Oz,  et  par  a',  p',  y'  ceux  des  angles 
de  Oy'  avec  les  mêmes  axes  ;  ces  cosinus  satisfont  aux  trois  conditions 

a^  -h  p*  -f- Y*  =  i,       .a'2  ^_  p_^_y2  ^  1^       aa' -h  p!^'  -f- yy'  =  0, 

dont  la  dernière  exprime  que    Ox'   et  Oy'    sont  rectangulaires. 

Soient  a",  p",  y"  les  cosinus  des  angles  de  Os'  avec  Ox,Oy,  Oz; 
nous  allons  déterminer  ces  quantités  au  moyen  des  précédentes  ;  elles 
doivent  satisfaire  aux  équations  suivantes, 

aa^  -f-  pp"  +  yy'  =  0,        a'a"  H-  P'P'  -f-  y'ï"  =  û,  "      ^^  -h  P'"  -+-  y'*  =  *  ^ 

les  deux  premières  exprimant  que  Oz'  est  perpendiculaire  à  Ox'  et 
à    Oy'. 

Des  deux  premières  relations  précédentes,  nous  tirons 


a"  S"  y'' 

(1)  »  _  P  _  ï 


Pï'  —  yP'      y*'  —  »y'      *P'  —  P*' 

nous  allons  déterminer  la  valeur  commune  de  ces  rapports  ;  si  nous  la 
désignons  par  p  et  si  nous  remplaçons  a",  p",  y"  par  leurs  valeurs 
dans  la  troisième  équation,  nous  avons 

P*  [(Py'  —  yPT  -^  (y*'  —  ^y' )'  -+-  (»P'  —  P»')']  =  *  • 


If 
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La  parenthèse  est  égale  à 

(a*  -h  p*  -f-  f){%'^  -f-  P  -f-  y*)  —  (»*'  -h  PP'  4-  yy')*. 

et  se  réduit  à  Tunité  ;  nous  en  concluons  que  p*  est  égal  à  1 ,  et 
que    p    est  égal  à  -f-  i    ou  à   —  1 . 

Nous  allons  voir  que  si  les  trièdres  sont  de  même  sens,  p  est  égal 
à  -h  i  ,  sinon  qu'il  est  égal  à  —  1 .  Supposons  en  effet  que  Ton  dé- 
place d'une  manière  continue  le  trièdre  Ox'y'z'  jusqu'à  ce  que  Ox' 
vienne  coïncider  avec  Ox  et  Oy'  avec  Oy  ;  alors  Os'  viendra 
s'appliquer  sur  Oz  ou  sur  la  direction  opposée  suivant  que  les  trièdres 
sont  de  même  sens  ou  de  sens  différents;  les  rapports  (1),  dont  les 
termes  varient  d'une  manière  continue,  restent  constamment  égaux  à 
-h  1  ou  à  —  1 .  Lorsque  Ox'  et  Oy'  viennent  coïncider  avec  Ox 
et  Oy,  a  et  p'  deviennent  égaux  à  -h  1 ,  p  et  a'  égaux  à  zéro  ; 
si  Os'  coïncide  avec  Oz,  y*  est  égal  à  -h  1 ,  et  le  dernier  des  rap- 
ports (1)  a  pour  valeur  -l-i  ;  si  au  contraire  Oz'  coïncide  avec  la 
direction  opposée  à  Oz,  y'  devient  égal  à  —  1  et  le  dernier  des  rap- 
ports  est  égal  à  —  1  ;   la  proposition  se  trouve  ainsi  démontrée. 

On  a  finalement  pour  déterminer  les  cosinus   ol\  p',  y*   les  relations 

«' =  p(Pr' -  yP').        r  =  p(r«'-«ï').        Y'-f(«P'-P«'). 


p  étant  égal  à   -h  1    si  les  trièdres  sont  de  même  sens,  et  égal  à  —  I 
s'ils  sont  de  sens  différents.  On  aurait  des  relations  analogues  en  effec- 
tuant sur  les  accents  une  permutation  circulaire  quelconque. 
Remarquons  que  le  déterminant 


p  Y 
P'  Y' 
r     Y' 


a  pour  valeur 


Ah'  -  yP')  +  ^'{■(^'  -  «y')  +  y"(«P'  -  P«')  ; 


(fj 


r»2 


Y  *  qui  a  pour 


il  est  égal  au  produit  de    p    par  la  quantité   a"*  -f-  p 

valeur  Tunité  ;  le  déterminant  précédent  est  donc  égal  à    -h  1     ou  à 

—  i    suivant  que  les  trièdres  sont  de  même  sens  ou  de  sens  différents. 

391.  Moment  d'un  segment.  —  Considérons  dans  l'espace  trois  axes 
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Fig.  in. 


rectangulaires  Oxyz  passant  par  un  point  0  {fig.  117);  soit  AB 
un  segment  dont  les  projections  sur  les  axes  sont  X ,  Y,  Z  et  dont 
l'origine  A  a  pour  coordonnées  {x,  y,  z)  ;  on  appelle  moment  du 
segment  AB  par  rapport  au  point  0  un  segment  OG  mené  par  le 
point  0  perpendiculairement  au  plan  OAB  ;  sa  grandeur  est  égale 
au  produit  de  la  longueur  du  segment    AB    par  celle  du  segment    OP 

abaissée  de  l'origine  perpendiculai- 
rement au  premier  ;  son  sens  est 
choisi  de  telle  sorte  que  le  trièdre 
des  trois  directions  OP,  AB  et 
OG  ait  même  sens  que  le  trièdre 
des  coordonnées;  pour  un  observa- 
teur dirigé  suivant  OG,  le  sens 
dans  lequel  AB  entraîne  le  bras  de 
levier  OP  est  le  même  que  le  sens 
de  Ox  vers  Oy  pour  un  observa- 
teur dirigé  suivant   Oz . 

On    appelle    composantes    du 

moment  suivant  les  trois  axes  les 

projections  sur  ces  axes  du  segment 

OG  ;    nous  allons  évaluer  analytiquement  ces  composantes  et  montrer 

qu'elles  ont  pour  valeurs  les  trois  quantités    L ,  M ,  N    définies  par  les 

égalités 

L  =  yZ  — zY,  M  =  sX  — xZ,  N  =  xY  — i/X. 

Désignons  en  effet  par  p  le  segment  OP  et  par  a,  p,  y  les  co- 
sinus des  angles  de  sa  direction  avec  les  trois  axes  ;  soient  p  la  valeur 
du  segment  AB,  et  a',  p',  y'  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les 
axes  la  direction  suivant  laquelle  il  est  compté.  Pour  définir  OG ,  nous 
ferons  passer  par  le  point  0  une  droite  dirigée  formant  avec  les  direc- 
tions définies  par  a,  p,  y  et  par  a',  p',  y'  "'^  trièdre  de  même  sens 
que  le  trièdre  de  coordonnées,  et  nous  prendrons  sur  cette  droite  un 
segment  dont  la  valeur  algébrique  est  égale  à  pp. 

D'après  le  numéro  précédent,  les  cosinus  a",  p%  y"  des  angles 
de  la  direction  ainsi  définie  avec  les  trois  axes  sont  égaux  à 

«"  =  Py'  -  ïP'.       P"  =  Y«'  -  «/.       ï"  =  «P'  -  P«'  ; 

et  les  projections  du  segment     OG      sur  les  axes  sont  égales  à    />pa% 
VocT.  —  Math.  sup.  34 


r 
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S 


9 
h 

..♦■ 


p^^%    /'PTî     nous  allons  montrer  que  les  valeurs  de    L,    M,    N   leur 
sont  identiques. 

Nous  avons  d'abord 


j . 


X  -  pa',  Y  =  pP',  Z  =  pT 

de  plus,  en  projetant  sur  les  axes  le  contour    OPA    et  sa  résultante 
OA,    nous  trouvons 

x=/>a+{PA)a',  y=/>p+{PA)p',  «  =jBy+ (PA)y'; 

par  suite,  en  remplaçant  X,  Y,  Z  et  x,  y,  z  par  ces  valeurs,  nous  avons 

L=/>p(pr'-rP').  M=/»p(y«'-aY').  «=/>?(«?'-?«')• 

OU  bien 

L=/>pa",  M=/>pp%  N=/)pY% 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

392.  Distance  d'un  point  ù  un  plan.  —  Soit  d  la  longueur  de  la 

perpendiculaire  MqP  (^gr.  118) 
abaissée  d'un  point  Mo,  de 
coordonnées  iCo,  t/o  »  ^o  i  sur  un 
plan  représenté  par  Téquation 


M< 


A.r-f-B^  4-Cs-+-D  =  0. 

Comme    au   n**   87,    nous 
remarquerons  que   MqP   est  la 

valeur  absolue  de  la  projection 

oc 

sur  une  perpendiculaire  au  plan 
du  segment  MqM  joignant 
Mo  à  un  point  quelconque  du 
plan  ;  d'après  ce  que  nous  avons 
dit  au  11°  106,  les  coefficients 
directeurs  de  la  perpendiculaire 

sont  A,  B,  C,    et  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  sont  fournis  par 

les  relations 

A  .  B 


Fig.  118. 


cos  a  = 


ii=v/A2  -i-B'^-f-C--^ 
cos  Y  = 


cosô 


s/x:'  -f-  B-^  -f-  c^ 


±  \/\}  -f-  B^  -f-  C^ 
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d'autre  part,  les  projections  sur  les  axes  du  segment  MqM  ont  pour 
valeurs  x  —  Xq,  y  —  yo»  ^  —  ^o',  nous  avons  par  suite,  en  appli- 
quant la  formule  (13)  du  n**  73, 

d  =  Val.  abs.  de  (^-^o)A  +  (y-.Vo)B4- (z-Zo)C  , 

ih  v/A2 -4- B2 -+- C* 


Mais  kx-\-hy-h  Cz    est  égal  à    —  D  ;   en  remplaçant  cette  quan- 
tité par  sa  valeur,  nous  trouvons 

,        ,    Axo  +  Byo  -4-  Czo  +  B 
a  =  dz 7 ; 

\/A2  +  B2  -f-  C2 

nous  devons  choisir  devant  le  second  membre  un  signe  tel  que  la  va- 
leur obtenue  pour  d  soit  posi- 
tive. 


393.  Distance  d'un  point  à  une 
droite.  —  Soit  MiP  la  perpen- 
diculaire abaissée  d'un  point  Mi , 
de  coordonnées  a:i,i/i,Zi,  sur 
une  droite  passant  par  un  point 
Mo  [fig-  119)  de  coordonnées 
Xa^  î/o,  zo,  et  représentée  paroles 
équations 


^  — -^0  ^  .y— yp  ^ 

a  h 


X 


Fig.  119. 


Pour  déterminer  la  longueur 

de     cette    perpendiculaire,    nous 

joindrons   Mo  et    M, ,    et  nous  calculerons  dans  le  triangle  rectangle 

MoM,P   rhypoténuse  et  le  côté    MqP  ;    nous  en  déduirons  l'autre  côté 

M,P  ;    MoMi    a  pour  valeur 

MoM,  =  \/[x,  -  x,Y  4-  (yo  —  yi)'  +  (-0 — -i)'  ; 

MoP   est  la  projection  du  segment    MqM,    sur  la  droite  donnée  ;  en 
remarquant  que  les  cosinus  des  angles  de  cette  droite  avec  les  axes  sont 


COSa  = 


a 


\ja 


2^^2     ,     c2 
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COS  fi  = 


\/a'  -h  />2  _^  ^.2 


COS  Y  = 


v/a^  -K  62  -I-  c^  ' 


et  en  appliquant  la  formule  (13)  du  n*"  73,  nous  avons 

_  a{x^  —  Xq)  -h  ^(t/i  —  yo)  -f-  c(gi  —  Zq)  _ 


MûP  = 


\/a^  -h  6-^  4-  c2 


394.  Formules  fondamentales  de  la  trigonométrie  sphérique.  — 

Un  triangle  sphérique  ABC  comprend  six  éléments,  les  trois  angles, 
que  Ton  désigne  par  A,  B,  C,  et  les  trois  côtés  respectivement 
opposés  à  ces  angles,  que  Ton  désigne  par  a ,  b,  c.  On  démontre  en 
géométrie  que  la  connaissance  de  trois  de  ces  éléments  suffît  pour 
construire  le  triangle,  et  par  conséquent  pour  déterminer  les  trois 
autres  éléments  ;  il  en  résulte  que  ceux-ci  sont  liés  aux  trois  premiers 
par  des  relations  ;  ce  sont  ces  relations  que  nous  proposons  d'établir. 

Toute  formule  de  trigonométrie  sphérique,  dans  le  cas  d'un  triangle 
quelconque,  doit  contenir  au  moins  quatre  éléments  ;  les  relations  les 

plus  simples  sont  celles  qui  en 
contiennent  précisément  qua- 
tre ;  celles  qui  sont  fondamen- 
tales et  d'où  se  déduisent  les 
autres  peuvent  être  établies  en 
appliquant  les  formules  de 
transformation  de  coordonnées. 
Soit,  sur  une  sphère  de 
rayon  1,  ABC  un  triangle 
sphérique  {fiff.  120)  ;  formons 
un  premier  système  d'axes  rec- 
tangulaires pour  lequel  l'origine 
est  au  centre  de  la  sphère,  l'axe 
Kig.  120.  des  z  passe  par  B ,  le  plan  des 

xz   est  confondu  avec  le  plan 
OAB,   et  le  plan  des  yz  est  perpendiculaire  au  précédent;  l'axe  des  x 


TRANSFORMATION    DE    COORDONNÉES    DANS    l'eSPACE  533 

est  choisi  tel  que  le  sens  de  Os  vers  Ox  soit  celui  de  OB  vers  OA , 
et  Taxe  des  y  tel  que  le  sens  de  Ox  vers  0^  soit  celui  de  BA  vers 
BC. 

Formons  un  deuxième  système  d'axes  Ox'y'z'  ayant  même  origine 
et  même  sens  que  le  premier,  pour  lequel  Taxe  Oy'  est  identique  à 
Oy,  et  Taxe  Oz'  passe  cette  fois  par  A  ;  le  système  des  axes  Ox'z' 
se  déduit  du  système  Oxz  par  une  rotation  d'angle  égal  à  c  dans  le 
sens  de    Oz    vers    Ox. 

Nous  établirons  les  formules  de  transformation  d'un  système  de 
coordonnées  dans  l'autre,  et  nous  les  appliquerons  aux  coordonnées  du 
point  C;  nous  remarquerons  que  l'on  a  d'abord  y' =y,  et  qu'il 
suffit  d'appliquer  aux  deux  coordonnées  z  et  x  les  formules  (3)  du 
n°  366  où  X  et  y  sont  remplacés  par  z  et  x,  et  a  par  c;  nous 
aurons  ainsi  les  formules 

(1)  {   z=z'cosc — x'sinc, 

x  =  z'  sïn  c-\-  x'  cos  c . 

Les  coordonnées  du  point  C  s'expriment  au  moyen  des  éléments 
du  triangle  par  les  formules  du  n°  109  relatives  aux  coordonnées  polaires 
dans  l'espace  ;  dans  le  premier  système,  elles  sont  obtenues  en  faisant 
p  ^  1 ,  0  =  «,  'I  --  B,  et  dans  le  second,  en  faisant  p  =  i ,  6  =  6, 
<]/  =  TT  —  A  ;    nous  trouvons  ainsi 

x=:sinacosB,  î/  — sinasinB,  s  =  cos  a, 

x'  =^  —  sin  b  cos  A ,         y'  =  sin  6  sin  A ,  z'  =^  cos  b . 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  formules  (1),  nous  avons 

sin  a  sin  B  =  sin  b  sin  A , 

(2)  ^  cos  a  —  cos  b  cos  c  +  sin  b  sin  c  cos  A , 

sin  a  cos  B  =  cos  6  sin  c  —  sin  b  cos  c  cos  A . 

La  première  de  ces  formules  indiqiic  que  le  rapport  entre  le  sinus 
d'un  côté  et  le  sinus  de  l'angle  opposé  a  une  valeur  constante  ;  la 
deuxième  permet  d'évaluer  un  côté  connaissant  les  deux  autres  et 
l'angle  qu'ils  comprennent.  La  troisième  contient  cinq  éléments  ; 
nous  la  remplacerons  par  une  autre  renfermant  quatre  éléments  en 
substituant  à  sin  a   sa  valeur  tirée  de  la  première  et  divisant  les  deux 
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membres  par  sin  b .  Nous  écrirons  ainsi  les  formules  fondamentales 
suivantes  : 

sin  a  sin  b  sine 

sin  A       sin  B        sin  C 

^  ^  »  cos  a  =  cos  b  cos  c  -h  sin  6  sin  c  cos  A , 

sin  A  cotg  B  =  sin  c  cotg  b  —  cos  c  cos  A . 

Nous  obtiendrons  d'autres  formules  en  considérant  le  triangle 
polaire  du  triangle  donné  ;  il  a  respectivement  pour  côtés  et  pour  angles 
les  suppléments  des  angles  et  des  côtés  de  ce  triangle  ;  de  toute  rela- 
tion entre  a,  b,  c,  A ,  B ,  C  découle  une  autre  relation  que  Ton  obtient 
en  remplaçant  ces  éléments  par  w  —  A,  it  —  B,  -k  —  C,  tu  —  a, 
Tz  —  b,  7t  —  C.  La  première  des  équations  (3)  ne  change  pas^  la 
deuxième  devient 

(4)  cos  A  =  —  cos  B  cos  C  -4-  sin  B  sin  C  cos  a, 

et  la  troisième  donne  lieu  à  une  relation  qui  ne  diffère  de  celle-là  que 
par  le  changement  de  a  et  A  en  c  et  C.  Les  formules  (3)  et  (4) 
et  toutes  celles  qui  s'en  déduisent  par  permutation  quelconque  des  élé- 
ments sont  les  seules  formules  à  quatre  éléments,  et  sont  les  relations 
nécessaires  et  suffisantes  d'où  se  déduisent  toutes  les  autres. 

Dans  le  cas  où  le  triangle  ABC  est  rectangle  en  A,  celles  des 
formules  générales  qui  renferment  Tangle  A  se  transforment  en  des 
formules  ne  contenant  plus  que  trois  éléments;  entre  les  trois  côtés 
existe  la  relation 

cos  a  =  cos  b  cos  c  ; 

entre  deux  côtés  et  un  angle  existent  les  relations 

sin  6  =  sin  a  sin  B, 
tg6  =  tg  acosC, 
tg  6  ==  sin  c  tg  B , 

et  celles  qu'on  en  déduit  par  permutation  de  B  et  C;  enfin,  entre  un 
côté  et  deux  angles,  existent  les  relations 

cos  a  =  cotg  B  cotg  C , 
cos  B  =  cos  6  sin  C, 

et  celle  qu'on  déduit  de  la  dernière  par  permutation  de    B   et   C. 


V.  -  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE 


305.  Ellipsoïde. 

l'équation 


L'ellipsoïde  est  la  surface   représentée  par 


X' 


Ml 


^2 


-1=0, 


où    a,b,  c   sont  les  mesures  de  trois  longueurs  données;  on  suppose 

ordinairement  que  Ton  a    a^  b^  c. 

Les  sections  de  la  surface  par  les  plans  des    xy,    des    xz    et  deS 

yz  sont  trois  ellipses  repré- 
sentées respectivement  par  les 
équations 


0, 


y  =  o, 


x  =  0, 


^_^  Il -.1  =  0, 


a' 


a' 


y 


p 

[2 


1  =  0, 


+  ^-1=0; 


elles  ont  pour  axes  les  lon- 
gueurs   AA\     BB'     et     œ 
égales  à   2a,    26,    2c    et  di- 
rigées suivant  les  axes  de  coordonnées  ;  leur  centre  commun  est  l'ori- 
gine   0    {fi(j.  121). 

On  se  rend  compte  de  la  forme  de  la  surface  en  déterminant 
ses  sections  par  des  plans  horizontaux  successifs  ;  le  plan  de  cote  h 
la  coupe  suivant  une  ellipse  dontléquation  dans  son  plan  est 


a^^  b'       V         t-V 


n 
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elle  a  pour  axes  de  symétrie  les  intersections  de  son  plan  par  les  plans 
des   xz   et  des   yz ,    et  les  demi-longueurs  de  ses  axes  sont 


V*~^'     V 


1-Al 


elles  ne  sont  réelles  que  si   h   est  compris  entre   —  c  et  -4-  c . 

On  voit  que  la  surface  admet  Torigine  comme  centre,  les  plans  et 
les  axes  de  coordonnées  comme  plans  et  axes  de  symétrie  ;  les  extrémités 
A,  A',  B,  6',  G,  C   des  axes  sont  appelés  les  sommets  de  la  surface. 

Lorsque  deux  des  quantités  a^byC  sont  égales,  Tellipsoîde  est 
de  révolution  ;  si  Ton  a  par  exemple  a  =  b,  la  surface  est  de  révo- 
lution autour  de  Taxe  Oz  ;  lorsque  Ton  a  a=^b  =  c,  la  surface 
devient  une  sphère.  Du  reste,  les  points  de  l'ellipsoïde  peuvent  se  déduire 
des  points  d'une  sphère  concentrique  de  rayon  a  en  réduisant  l'or- 
donnée et  la  cote  des  points  de  cette  sphère,  la  première  dans  le  rap- 
port de   6    à  a    et  la  seconde  dans  le  rapport  de   c  k  a, 

396.  Sections  planes.  Sections  circulaires.  —  Nous  allons  dé- 
montrer en  général  que  les  sections  d'une  même  surface  du  second  ordre 
par  des  plans  parallèles  sont  des  courbes  homothétiques.  Nous  pouvons 
sans  inconvénient  supposer  que  le  plan  des  xy  est  choisi  parallèle  aux 
plans  sécants;  soit  alors 

(*)      f{^>y,^)=  Ax2  -f-  A'î/2  -h  A'z«  -h  2Byz  -4-  2B'zx  -f-  2B'xy 

2CX-4-  2Cy  -h  2C'z  -4-  D  =  0 


Téquation  de  la  surface  dans  le  système  d'axes  considéré. 

La  section  de  la  surface  par  un  plan  z  =  h  est  une  conique 
représentée  dans  son  plan  par  l'équation  obtenue  en  remplaçant  z  par 
h  ;    en  l'ordonnant,  elle  s'écrit 

(2)       Ax2  H-  2B"xy  -h  X'y^  -t-  2(B'h  +  C)x  -h  2[Bh  -+-  C)y 

A'h^  H-  2C'A  -h  D  =  0. 


Cette  équation  représente  aussi  la  projection  de  la  section  sur  le 
plan  des  xy  ;  lorsque  h  varie,  les  termes  du  second  degré  ne  changent 
pas;  par  suite,  les  coniques  projections  sur  le  plan  des  xy  des  sections 
par  des  plans  parallèles  sont  des  courbes  homothétiques  (n°  374)  ;  nous 
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vérifierions  facilement  que  deux  quelconques  des  courbes  de  section 
dans  l'espace  sont  elles-mêmes  homothétiques.  Nous  pouvons  ajouter 
que  ces  coniques  ont  mêmes  directions  asymptotiques,  car  on  obtient 
ces  directions  (n*  233)  en  annulant  Tensemble  des  termes  du  second 
degré  de  Téquation  et  ces  termes  sont  les  mêmes  quel  que  soit   h. 

Supposons  que  Ton  coupe  par  un  même  plan  z  =  h,  toutes  les 
surfaces  représentées  par  Téquation  (1)  dans  laquelle  on  fait  varier  le 
terme  constant  D  ;  le  seul  terme  qui  varie  dans  Téquation  (2)  est  le 
terme  indépendant  des  variables  ;  nous  en  concluons  que  les  courbes 
représentées  par  cette  équation  sont  non  seulement  homothétiques, 
mais  encore  concentriques,  car  les  équations  qui  donnent  le  centre 
(n°  376)  ne  dépendent  pas  du  terme  constant.  En  réunissant  tous  les 
résultats  que  nous  venons  d'obtenir,  nous  pouvons  énoncer  ce  théorème  : 
Si  les  équations  de  plusieurs  surfaces  du  second  ordre  ne  diffèrent 
que  par  le  ternie  constant^  les  sections  de  ces  surfaces  par  un  même 
plan  sont  des  coniques  homothétiques  et  concentriques  ;  leurs  sections 
par  des  plans  parallèles  sont  des  coniques  homothétiques  deux  à 
deux;  toutes  ces  coniques  sont  du  même  genre  et  ont  mêmes  direc- 
tions asymptotiques. 

Nous  allons  appliquer  ce  qui  précède  aux  sections  planes  de  Tellip- 
soïde  ;  ces  sections  sont  des  coniques  du  genre  ellipse,  car  elles  n'ont 
aucun  point  à  Tinfini  ;  nous  allons  montrer  que  parmi  ces  coniques 
se  trouvent  des  cercles.  Supposons  que  OB  soit  le  demi-axe  moyen 

de  la  surface  et  soit  égal 
à  6  (fiff.  122)  ;  dans  le  plan 
des  xz,  décrivons  de  l'ori- 
gine comme  centre  une 
circonférence  dont  le  rayon 
est  égal  à  6  (nous  n'avons 
représenté  que  la  portion  de 
surface  située  au-dessus  du 
plan  des  xy  et  en  avant 
du  plan  des  xz);  cette  cir- 
conférence coupe  l'ellipse 
ACA'  située  dans  le  plan  des  xz  aux  points  D  et  E  et  aux  points 
diamétralement  opposés. 

Le  plan  passant  par  OB    et    OD  coupe   la  surface  suivant  une 


Fig.  122. 


iy* 


y 

\ 

t 
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ellipse  dont  les  demi-axes  sont  respectivement  OB  et  OD  et  sont 
égaux  entre  eux  ;  cette  ellipse  est  donc  une  circonférence  de  rayon  h  ; 
la  section  par  le  plan  OBE  est  aussi  une  circonférence.  D'après  ce 
que  nous  avons  dit  précédemment,  les  deux  plans  OBD  et  OBE, 
ainsi  que  tous  les  plans  qui  leur  sont  parallèles,  coupent  Tellipsoîde  sui- 
S  vant  des  circonférences;  on  les  appelle  plans  de  section  circulaire  ; 

nous  ajouterons  sans  le  démontrer  que  ce  sont  les  seuls  plans  jouis- 
sant de  cette  propriété. 

397.  Cône.  —  La  surface  représentée  par  Téquation  homogène 

x^       y^       z*       ^ 

est  un  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  (n°  107)  ;  la  section  de  cette 
surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy   est  une  ellipse  qu'il  est 
facile  de  construire,  et  que  Ton  peut  prendre  comme  courbe  directrice  . 
sur  laquelle  s'appuient  les  génératrices  de  la  surface  conique. 

La  section  du  cône  par  un  plan  quelconque  est  une  conique  dont 
la  nature  varie  avec  la  position  du  plan;  d'après  le  théorème  du  n®  pré- 
cédent, le  genre  de  cette  conique  et  ses  directions  asymptotiques  sont 
les  mêmes  que  pour  la  section  du  cône  par  le  plan  passant  par  le  som- 
met de  cette  surface  et  parallèle  au  plan  sécant  ;  suivant  que  ce  plan 
détermine  dans  le  cône  deux  génératrices  réelles,  ou  lui  est  tangent  le 
long  d'une  génératrice,  ou  ne  le  coupe  pas,  les  directions  asymptotiques 
sont  réelles,  confondues  ou  imaginaires  ;  nous  avons  donc  ce  résultat  : 

Les  directions  asymptotiques  d'une  section  plane  d'un  cône  sont 
les  directions  des  génératrices  déterminées  dans  ce  cône  par  un  plan 
passant  par  le  sommet  et  parallèle  au  plan  sécant;  si  ce  plan  coupe 
le  cône  suivant  deux  génératrices,  la  section  est  du  genre  hyperbole  ; 
s'il  lui  est  tangent,  la  section  est  du  genre  parabole,  et  s*il  ne  le  coupe 
pas,  la  section  est  du  genre  ellipse. 

Nous  verrons  plus  loin  que  le  cône  a  deux  directions  de  plans  de 
section  circulaire,  et  nous  les  déterminerons. 

398.  Hyperboloîdes.  —  On  appelle  hyperboloîde  à  une  nappe  la 
surface  représentée  par  l'équation 

x^       y^       z^       j  __  n 
'â^~^~b^~'c^~  ' 
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sa  section  par  le  plan  des  xy  est  une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés 
suivant  les  axes  de  coordonnées  et  ont  pour  longueurs  2a  et  26  ;  ses 
sections  par  les  deux  autres  plans  de  coordonnées  sont  des  hyperboles 
dont  Taxe  non  transverse  est  dirigé  suivant  Oz .  La  section  par  un 
plan  parallèle  au  plan  des  xy  est  une  ellipse  dont  les  axes  vont  en 
augmentant  avec  la  cote  du  plan. 

On  appelle  hyperboloïde  à  deux  nappes  la  surface  représentée  par 
Téquation 


X*       y^ 


2^ 


sa  section  par  le  plan  des  xy  est  une  ellipse  imaginaire  ;  ses  sections 
parles  autres  plans  de  coordonnées  sont  des  hyperboles  ayant  pour  axe 
transverse  Taxe  Oz,  et  conjuguées  des  sections  de  Thyperboloîde  à 
une  nappe  par  les  mêmes  plans. 

Les  asymptotes  de  ces  hyperboles  sont  des  génératrices  du  cône 
représenté  par  Téquation 

x'         V'         2'        r. 
flî  ^  62        c«  ~  "  ' 

on  rappelle  cône   asymptote   des  deux  hyperboloïdes  précédents  ;  la 

figure  123  indique  la  position 
respective  des  trois  surfaces  ; 
Thyperboloïde  à  une  nappe  en- 
toure le  cône  et  Thyperboloïde  à 
deux  nappes  est  formé  de  deux 
parties  distinctes  situées  dans 
chacune  des  nappes  du  cône; 
nous  avons  supposé  ces  surfaces 
limitées  supérieurement  par  un 
même  plan  perpendiculaire  à  Oz. 
Les  sections  des  trois  surfaces 
par  un  même  plan  sont  des  coni- 
ques homothétiques  et  de  plus  con- 
centriques, d'après  le  théorème 
/'  \  du  n°  396  ;  en  nous  reportant  à  ce 

Fig.  123.  Q"6  ïious  avons  dit  pour  le  cône, 

nous  voyons  que  Ton  obtient  la 

nature  des  sections  en  menant  par  l'origine  un  plan  parallèle  au  plan 


-i 
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sécant;  suivant  qu'il  coupe  le  cône,  lui  est  tangent  on  ne  le  coupe  pas, 
les  sections  sont  du  genre  hyperbole»  du  genre  parabole  ou  du  genre 
ellipse. 

Il  existe  sur  les  trois  surfaces  des  sections  circulaires  ;  il  est  facile  de 

les  déterminer  sur  l'hyperboloïde  à  une 
nappe.  Supposons  par  exemple  que 
Ton  ait  b<Cci,  et  traçons  dans  le 
plan  des  yz  le  cercle  de  rayon  a 
[fîg,  124);  il  coupe  Thyperbole  de  sec- 
tion de  la  surface  par  ce  plan  aux  points 
D  et  E  et  aux  points  diamétralement 
opposés  (nous  n'indiquons  dans  la 
figure  que  la  portion  de  la  surface 
située  en  avant  du  plan  des  xz  et  à 
droite  du  plan  des  yz) .  Les  plans  AOD 
et  A.OE  coupent  Thyperboloïde  sui- 
vant des  ellipses  dont  les  demi-axes 
sont  respectivement  OA  et  OD  ou  OE  et  sont  égaux  entre  eux; 
par  conséquent,  ces  sections  sont  des  circonférences. 

Tous  les  plans  parallèles  aux  plans  précédents  sont  des  plans  de 
section  circulaire  pour  Thyperboloïde  à  une  nappe,  ainsi  que  pour  le 
cône  et  pour  Thyperboloïde  à  deux  nappes  ;  lorsqu'on  veut  déterminer  les 
sections  circulaires  de  ces  deux  dernières  surfaces,  il  y  a  tout  avantage 
à  effectuer  la  construction  précédente  sur  l'hyperboloïde  à  une  nappe 
qui  leur  correspond  ;  nous  ajouterons  sans  le  démontrer  que  les  plans 
précédents  sont  les  seuls  plans  de  section  circulaire  de  ces  surfaces. 

399.  Génératrices  rectilignes  de  rhyperboloïde  ta  une  nappe.  -— 

L'hyperboloïde  à  une  nappe  possède  la  propriété  remarquable  d'avoir 
une  infinité  de  droites  situées  tout  entières  sur  sa  surface  ;  considérons 
en  effet  les  équations 


Fig.  124. 


X 


(3) 


—  =  —  siri  9  H-  cos  CD 
a       c        ^  ^ 


—  cos  9  -h  sin  cp  ; 
c 


lorsqu'on  attribue  à    9  une  valeur  déterminée,  elles  représentent  une 


1 


r 
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droite  ;  Tensemble  des  droites  ainsi  obtenues,  lorsque  9  varie,  con- 
stitue une  surface,  et  Ton  a  l'équation  de  cette  surface  en  éliminant  cp 
entre  les  deux  équation  >  (3)  ;  or,  si  Ton  fait  la  somme  des  carrés  des 
deux  membres,  on  obtient  la  relation 


y  ^ 


«, 


qui  n'est  autre  que  Téquation  de  rh>T)erboloïde  aune  nappe  ;  les  équa- 
tions (3)  représentent  donc,  lorsqu'on  fait  varier  le  paramètre  ç,  une 
infinité  de  droites  situées  sur  cette  surface.  Nous  pouvons  ajouter  que 
(f  est  le  paramètre  angulaire  (n°  92)  du  point  de  rencontre  de  la  droite 
(3)  avec  l'ellipse  du  plan  des  xy.  Un  raisonnement  analogue  montre 
que  les  équations 

X  z 


(4) 


a 


= sin  (p  -h  cos  <p 


^  =  —  cos  cp'  -H  sin  ©' 


représentent,  quelle  que  soit  la  valeur  de   cp',   une  droite  également 
située  sur  le  même  hyperboloïde  ;  les  droites  ainsi  obtenues,  lorsque   (p' 

varie,  ne  se  confondent  pas  avec  les 
premières,  mais  avec  leurs  symétriques 
par  rapport  au  plan  des  xy,  car  il  suffît 
de  changer  z  en  —  z  pour  passer  du 
système  (3)  au  système  (4). 

Il  existe  ainsi  deux  systèmes  dis- 
tincts de  génératrices  rectilignes  de 
l'hyperboloïde  à  une  nappe  ;  nous  énon- 
cerons à  ce  propos  les  propriétés 
suivantes,  faciles  à  démontrer  :  Par  un 
point  de  la  surface  passent  deux  généra- 
trices, une  de  chaque  système  ;  ces  deux 
génératrices  sont  situées  dans  le  plan 
tangent  au  point  considéré  (n°  261)  et 
déterminent  ce  plan  ;  une  droite  d'un 
système  ne  coupe  jamais  celles  du 
même  système,  mais  rencontre  toutes  celles  de  l'autre.  La  figure  125 
rend  compte  de  la  position  des  génératrices  sur  la  surface  et  donne  une 


Fig.  125. 
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idée  de  la  représentation  de  Thyperboloîde  à  une  nappe  au  moyen  de 
fils  ;  Fun  des  systèmes  est  figuré  en  traits  pleins,  et  l'autre  en  traits 
interrompus. 

400.  Paraboloïde  elliptique.  —  Nous  appelons  paraboloïde  ellip- 
tique la  surface  représentée  par  Téquation 


(5) 


P        9 


p  et  q   étant  deux  nombres  positifs.  Les  sections  de  cette  surface  par 
les  plans  des  xy   et  des  xz   ont  pour  équations 


2=0, 


z^  —  2qx  =  0\ 


ce  sont  des  paraboles  ayant  pour  axe  Taxe  des  x,  pour  sommet 
Torigine  et  dirigées  dans  le  même  sens  ;  la  section  par  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe  des  x,  d'abscisse  positive  a,  est  une  ellipse  repré- 
sentée dans  son  plan  par  Téquation 


y 


2ap       2aq 


—  1=0; 


la  surface  n'a  aucun  point  dont  Tabscissc  soit  négative  ;  elle  s'étend 

indéfiniment  du  côté  des  x  posi- 
tifs; elle  a  comme  sommet  l'ori- 
gine, comme  axe  et  plans  de 
symétrie  l'axe  Ox  et  les  plans  des 
xy  et  des  xz  ;  nous  avons  repré- 
senté dans  la  figure  126  une  por- 
tion de  la  surface  limitée  à  une 
section  perpendiculaire  à  Ox. 

La  surface  est  coupée  par  un 
plan  parallèle  à  Ox  suivant  une 
parabole  et  par  tout  autre  plan 
suivant  une  ellipse  ;  en  effet,  dans 

le  premier  cas,  l'équation  d'un  plan  sécant  peut  être  écrite  sous  la 

forme 

z  =  my-h/i. 


Fig.  126. 
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et  en  portant  cette  valeur  de  z  dans  Téquation  (5),  on  a 


P 


[my  H-  /i)' 


2x  =  0. 


Cette  équation,  qui  est  celle  de  la  projection  de  la  section  sur  le 
plan  des  xy,  représente  une  parabole  ;  la  section  dans  l'espace  est 
donc  une  parabole. 

Dans  le  second  cas,  on  peut  écrire  Téquation  du  plan  sécant  sous 

la  forme 

x=  ly  -\-  mz  H-  n  ; 

en  remplaçant  x   par  cette  valeur  dans  Téquation  (5),  on  a 


(6) 


y 


H 2(ly-hmz-hn)  =  0, 

P         9 


Cette  équation,  qui  est  celle  de  la  projection  de  la  section  sur  le  plan 
des  yz,  représente  une  ellipse  ;  la  section  dans  l'espace  est  donc  du 
genre  ellipse.  Remarquons  que  les  termes  du  second  degré  de  Téqua- 
tion  (6)  sont  les  mêmes  quel  que  soit  le  plan  sécant;  nous  en  concluons 
que  les  projections  sur  le  plan  des  yz  de  toutes  les  sections  de  la 
surface  sont  des  ellipses  homothétiques  ;  leurs  axes  sont  dirigés  parallè- 
lement à    Oy   et   Oz   et  sont  proportionnels  à  ^p  et  \/q . 

Nous  allons  déduire  de  cette  remarque  la  détermination  des  plans 

de  section  circulaire  du  paraboloïde; 
supposons,  pour  fixer  les  idées, 
que  Ton  ait  p>q\  construisons 
dans  le  plan  des  xz  [ficf.  127)  un 
triangle  rectangle  OAB  dont  le  côté 
OB  est  égal  à  \/q  et  dont  l'hypo- 
ténuse OA  est  égale  à  v^  ;  le 
plan  passant  par  Oy  et  par  OA 
coupe  la  surface  suivant  une  cir- 
conférence ;  en  effet,  Tun  des  axes 
de  la  section  est  OC  et  se  pro- 
jette sur  le  plan  des  yz  suivant 
OD  ;  l'autre  axe  est  perpendicu- 
laire à  OC  en  son  milieu  et  est 
parallèle  à  Oy  ;  il  se  projette  donc  sur  le  plan  des  yz  en  vraie  gran- 
deur ;  comme  les  axes  de  la  projection  sont  proportionnels  à  y//)  et 


Fig.  127. 
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\fq^  c'est-à-dire  à  OA  et  OB  ou  à  OC  et  OD,  ceux  de  laconique 
de  Fespace  sont  tous  deux  égaux  à  OC,  et  cette  conique  est  une  cir- 
conférence. 

Le  plan  symétrique  du  plan  précédent,  et  tous  ceux  qui  leur  sont 
parallèles,  sont  des  plans  de  section  circulaire  du  paraboloïde  ellip- 
tique ;  nous  ajouterons  sans  le  démontrer  que  ce  sont  les  seuls  coupant 
la  surface  suivant  un  cercle. 

401.  Paraboloïde  hyperbolique.  —  Nous  appelons  paraboloïde 
hyperbolique  la  surface  représentée  par  Téquation 

(7)  ^_l-_2a:  =  0, 

P         H 

oix  p  et  q  sont  positifs.  Les  sections  de  cette  surface  par  les  plans 
des   xy    et  des   xz    ont  pour  équations 

z  =  0,  î/2  —  2px  =  0, 

y  =  0,  z^-h2qx  =  0. 

Ce  sont  deux  paraboles  ayant  pour  sommet  Torigine,  pour  axe 
Taxe  des  x,  mais  dirigées  dans  des  sens  opposés  de  part  et  d'autre 
du  plan  des  yz. 

Un  plan  parallèle  à  ce  dernier,  d'abscisse  x  =  a,  coupe  la  sur- 
face suivant  une  hyperbole  dont  l'équation  dans  son  plan  est 

^— ~— 2a  =  0; 
P        y 

si  a  est  positif,  son  axe  transverse  est  situé  dans  le  plan  des  xy  ;  si 
a  est  négatif,  son  axe  transverse  est  dans  le  plan  des  xz  ;  enfin,  si 
a  est  nul,  c'est-à-dire  si  le  plan  se  confond  avec  le  plan  des  yz,  la 
section  se  réduit  à  un  système  de  deux  droites,  dont  les  équations 
séparées  sont 

sTp     s/q      ^  sTp     sJq 

Ces  équations  sont  du  reste  les  mêmes  que  celles  des  asymptotes 
des  hyperboles  déterminées  par  des  plans  dont  l'abscisse  a  n'est  pas 
nulle  ;  dans  l'espace,  les  équations  (8)  représentent  deux  plans  passant 
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par  Taxe  Ox,  et  appelés  plans  directeurs  du  paraboloïde.  Les  asymp- 
totes de  toute  section  par  un  plan  perpendiculaire  à  Ox  sont  les 
droites  d'intersection  des  plans  directeurs  et  du  plan  sécant. 

Gomme  dans  le  cas  du  paraboloïde  elliptique,  toute  section  par 
un  plan  parallèle  à  Ox  est  une  parabole  ;  toute  autre  section  est  une 
hyperbole,  car  sa  projection  sur  le  plan  des  yz  serait  représentée  par 
Téquation  (6)  où  Ton  aurait  remplacé'  q  par  —  q\  les  directions 
asymptotiques  de  cette  projection  sont  les  droites  (8);  nous  concluons 
de  là  que  les  directions  asymptotiques  d'une  section  quelconque  de  la 
surface  sont  parallèles  aux  droites  d'intersection  du  plan  sécant  et 
des  plans  directeurs. 

La  figure  128  rend  compte  de  la  forme  de  la  surface  ;  nous  avons 

supposé  le  paraboloïde  li- 
mité par  deux  plans  paral- 
lèles au  plan  des  xy  et 
symétriques  par  rapport  à 
ce  plan,  et  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  Ox.  Lors- 
qu'on regarde  cette  figure 
en  plaçant  Ox  verticale- 
ment, elle  semble  repré- 
senter une  selle  de  cheval. 


402.  Génératrices  rec- 
tilignes  du  paraboloïde 
hyperbolique.  —  La  sur- 
face n'a  pas  de  section 
circulaire  ;  par  contre,  elle 
partage  avec  l'hyperboloïde 
à  une  nappe  la  propriété  de 


Fig.  128. 
posséder  des  génératrices  reclilignes.  Considérons  en  effet  les  équations 


(9) 


VP     Vq 


-L  — -L  =  l- 

pour  une  valeur  donnée  du  paramètre,  elles  représentent  une  droite. 
VoGT.  —  Math.  sup.  35 
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et  le  lieu  de  cette  droite,  lorsque   X  varie,  est  le  paraboloîde  h}7)er- 
bolique  représenté  par  l'équation  (7],  car  cette  dernière  équation  résulte 
de  Télimination  de  X    entre  les  deux  précédentes. 
Les  équations 


(10) 


représentent,  lorsque    a!   varie,  des  droites  formant  un  deuxième  sys- 
tème de  génératrices  du  même  paraboloîde. 

La  deuxième  des  équations  '9)  représente  un  plan  paraUèle  à  Tun 
des  plans  directeurs  de  la  surface  ;  toutes  les  génératrices  du  premier 
système  sont  donc  parallèles  à  ce  plan  ;  de  la  même  manière,  toutes 
celles  du  deuxième  système  sont  parallèles  à  Tautre  plan  directeur. 

On  peut  vérifier,  comme  dans  le  cas  de  Fliyperboloîde,  que  partout 
point  de  la  surface  passent  deux  génératrices,  une  de  chaque  système  ; 
ces  deux  génératrices  déterminent  le  plan  tangent  au  point  considéré; 
une  droite  d'un  système  ne  coupe  aucune  droite  du  même  système,  mais 
rencontre  toutes  celles  de  l'autre . 

On  se  rend  compte  de  la  position  des  génératrices  et  de  la  re- 
présentation de  la  surface  par  des 
fils  de  la  façon  suivante,  que  nous 
indiquons  sans  démonstration  : 
soit  ABCD  un  quadrilatère 
gauche  {fig.  129);  partageons 
deux  côtés  opposés  tels  que  AB 
et  DC  chacun  en  un  même 
nombre  de  parties  égales  et  joi- 
gnons les  points  de  division  cor- 
respondants; faisons  de  même 
avec  les  deux  autres  côtés;  nous 
obtiendrons  de  cette  façon  des 
gônêratricos  de  chacun  des  sys- 
tèmes d'un  paraboloîde  hyperbo- 
lique; un  seul  système  est  représenté  dans  la  figure  129. 


Fig.  \'2{). 
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403.  Équation  du  paraboloïde  hyperbolique  rapporté  à  ses  plans 
directeurs.  —  De  la  même  manière  que  Féquation  d'une  hyperbole 
prend  une  forme  simple  quand  on  la  rapporte  à  ses  asymptotes 
(n**  381),  Téquation  d'un  paraboloïde  se  simplifie  quand  on  prend 
comme  plans  de  coordonnées  à  la  place  des  plans  des  xy  et  des  xz 
les  deux  plans  directeurs  de  la  surface  ;  supposons  que  Ton  conserve 
Torigine  au  sommet  du  paraboloïde  et  Taxe  des  x  suivant  Taxe  de  la 
surface  ;  puis  qu'on  prenne  comme  axes  des  y'  et  des  z'  les  traces  des 
plans  directeurs  sur  le  plan  des  yz  ;  nous  devrons  effectuer  une  transfor- 
mation de  coordonnées  dans  laquelle  y  Qi  z  s'exprimeront  au  moyen 
de  y'  et  z'  de  la  même  manière  que  x  et  î/  au  moyen  de  x! 
et    y'   dans  le  n**  381  que  nous  avons  rappelé  ;  nous  aurons  ainsi 

y  =  -^Â=[y'-^z'),         z  =  --Ù=[y'-z')^ 

l'équation  de  la  surface  deviendra  alors 
(11)  y'z'  =  B:tlx. 

9 

Lorsque  les  plans  directeurs  sont  rectangulaires,  les  nouveaux  axes 
forment  un  trièdre  trirectangle  ;  on  dit  que  le  paraboloïde  est  équilatère. 
*  L'équation  (11)  met  en  évidence  d'une  manière  simple  les  géné- 
ratrices rectilignes  ;  les  deux  systèmes  sont  représentés  par  les  équa- 


tions suivantes,  où   a   représente        ^y      » 

î/'  =  X,  'kz'  =  ax, 

-W,  X'y'=^ax. 


z' 


404.  Surface  générale  du  second  degré.  —  L'équation  générale 
du  second  degré  à  trois  variables  s'écrit 

(12)  Ax^  +  A'y^  -h  A'z2  -f_  2Byz  -h  2B'zx  +  2B"xî/ 

-h  2Cx-\-2Cy  -h  2Cz  -I-  D  =  0  ; 

la  nature  de  la  surface  représentée  par  cette  équation  est  intimement 
liée  à  celle  du  cône  représenté  par  l'équation  homogène  obtenue  en 
annulant  l'ensemble  des  termes  du  second  degré, 

(13)  Ax«  -+-  k'y^  H-  k'z^  -+-  2Bî/z  -h  2B'zx  4-  2Wxy  =  0, 
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et  que  Ton  appelle  cône  des  directions  asymptotiques  de  la  surface  ;  on 
se  rend  compte  facilement  de  la  nature  de  ce  cône  en  cherchant  celle 
de  la  conique  suivant  laquelle  il  est  coupé  par  un  plan  parallèle  à  un 
plan  de  coordonnées,  par  exemple  par  le  plan  z  =  h. 

Si  le  cône  est  imaginaire,  c>st-à-dire  n'a  d'autre  point  réel  que 
son  sommet,  on  dit  que  l'équation  (12)  représente  une  surface  du  genre 
ellipsoïde  ;  elle  peut  être  une  sphère,  un  ellipsoïde  réel  ou  un  ellipsoïde 
imaginaire. 

Si  le  cône  est  réel  et  non  décomposable,  on  dit  que  Téquation  (12) 
représente  une  surface  du  genre  hyperboloïde  ;  elle  peut  être  un  hyper- 
boloïde  à  une  nappe,  ou  à  deux  nappes,  ou  un  cône  ordinaire. 

Si  le  cône  est  décomposable  en  un  système  de  deux  plans,  ce  que 
Ton  reconnaît  à  ce  que  sa  section  par  le  plan  z  =  h  est  décomposable 
en  deux  droites,  la  surface  est  du  genre  paraboloïde  ou  du  genre  cy- 
lindre; elle  peut  être  un  paraboloïde  elliptique,  un  paraboloïde  hj-per- 
bolique,  un  cylindre  elliptique,  un  cylindre  hyperbolique  ou  un  ensemble 
de  deux  plans. 

Si  le  cône  est  un  système  de  deux  plans  confondus,  la  surface  est 
du  genre  cylindre  parabolique,  ou  se  compose  de  plans  parallèles. 

Remarque.  —  La  section  par  le  plan  z  =  h  du  cône  représenté 
par  Téquation  (\^)  a  pour  équation 

Ax2  H-  2B''xy  +  A'.y*  -h  2b' hx  -h  2Bhy  H-  A'h^  =  0  ; 

pour  que  cette  conique  soit  réductible  à  un  système  de  deux  droites,  il 
faut  et  il  suffît  (n"  372)  que  le  déterminant 

A  H"  B7i 
B"  A'  M 
Wh     M    A'A^ 

soit  nul;  en  divisant  les  éléments  de  la  dernière  ligne,  puis  ceux  de  la 
dernière  colonne  par  h,  on  voit  (|ue  le  déterminant  précédent  est  égal 
au  produit  de    A^    qui  est  différent  de  zéro,  par  le  déterminant 


A=- 


A     B''     B' 

B"     A'      B 


B'     B      A' 


r 
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On  voit  donc  que  si  A  n'est  pas  nul,  le  cône  des  directions 
asymptotiques  est  indécomposable,  et  la  surface  est  du  genre  ellipsoïde 
ou  hyperboloïde  ;  si  au  contraire  A  est  nul,  le  cône  est  décomposable, 
et  la  surface  est  du  genre  paraboloïde  ou  cylindre,  ou  bien  est  un 
système  de  deux  plans. 

Par  des  transformations  de  coordonnées  analogues  à  celles  que 
nous  avons  employées  dans  les  numéros  367  et  suivants,  et  dans  le 
détail  desquelles  nous  n'entrerons  pas,  on  peut  choisir  des  axes  tels 
qu'une  surface  du  second  ordre  rapportée  à  ces  axes  soit  représentée 
par  une  équation  simple  de  l'une  des  formes  que  nous  avons  étudiées 
dans  les  derniers  numéros,  ou  bien  par  une  équation  de  l'une  des  formes 
suivantes  : 

Ax«-|-Ay-f-H  =  0, 

A'j/*-h2Dx  =  0, 

Aa;«-|-H  =  0; 

les  deux  premières  représentent  des  cylindres  à  génératrices  parallèles 
à  Oz  et  à  base  elliptique,  hyperbolique  ou  parabolique,  et  la  dernière 
un  système  de  deux  plans. 


VI.  PLANS  DIAMÉTRAUX  ET  DIAMÈTRES  DES  QUADRIQUES 


405.  Plans  diamétraux.  —  Nous  allons  chercher  le  lieu  des  milieux 

des  cordes  d'une  surface  du  second 
ordre  parallèles  à  une  direction 
donnée  ;  nous  déterminerons  ce  lieu 
par  une  méthode  analogue  à  celle  que 
nous  avons  employée  au  n°  375  dans 
le  cas  des  coniques. 

Soit    P    le   milieu  d'une  corde 
MM'     dont  la  direction  fait  avec  les 
axes    de    coordonnées    des    angles 
donnés    a,  p,  y,   et  soit  p   la  valeur 
algébrique  du  segment  PM   [fig,  130);  si    x,  y,  z   sont  les  coordon- 
nées du  point   P,   celles  de    M   sont 

X  =  x-4-pcosa,  Y=j/  +  pcos|3,  Z  =  zH-pcoSY; 

en  écrivant  que  ce  point  est  sur  la  surface  représentée  par   f[x,  y,  s)==0, 
nous  avons  la  relation 

/■(j-f-pcosa,     y  +  pcosp,     z-j-pcosy)  =  0; 

développons  le  premier  membre  d'après  la  formule  de  Taylor  suivant 
les  puissances  croissantes  de  p;    nous  trouvons 

/    (x,y,  2)4-p(/*xCOSa4-/*;cosp-h-/*icosr) 

-^  V  (A  cos' a -f  2/*;,  cos  a  cos  p  4-    •••    )  =  0. 

Celte  équation  en     p     est  du  second  degré  et  a  pour  racines  les 
segments    PM    et    PM';    si  le  point    P  est  le  milieu  de   MM',    ces  ra- 
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cines  doivent  être  égales  et  de  signes  contraires,  et  leur  somme  doit 
être  nulle;  nous  trouvons  ainsi  que  x,  y,  z  doivent  satisfaire  à  la  con- 
dition 

fie  cos  a  -f-  /"y  cos  p  -h  Z*^  cos  Y  =  0 . 

Cette  équation  est  du  premier  degré  ;  elle  représente  un  plan  qui 
est  le  lieu  du  point  P  milieu  des  cordes  MM',  et  qu'on  appelle  plan 
diamétral  de  la  direction  de  ces  cordes. 

Si  cette  direction  est  définie  par  ses  paramètres  directeurs,  que 
nous  appellerons  /,  m,  n,  les  cosinus  des  angles  a,  p,  y  sont  pro- 
portionnels à  ces  paramètres,  et  Téquation  précédente  peut  s'écrire 

(1)  /^  +  m/-;-f-/i/-i  =  0. 

Remarque.  —  Lorsque  la  corde  MM',  en  se  déplaçant  parallèle- 
ment à  elle-même,  devient  tangente  à  la  surface,  le  point  de  contact  se 
trouve  dans  le  plan  diamétral  ;  nous  en  concluons  que  le  plan  dia- 
métral d'une  direction  de  cordes  coupe  la  surface  suivant  la  conique 
lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  cette  direction  ; 
cette  conique  est  la  directrice  d'un  cylindre  circoncrit  à  la  surface  pa- 
rallèlement à  la  direction  donnée,  et  elle  est  aussi  le  lieu  des  points  de 
contact  des  plans  tangents  parallèles  à  cette  direction. 

406.  Centre  des  quadriques.  —  Si  une  quadrique  a  un  centre,  ce 
point  doit  partager  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  qui  passent 
par  lui  ;  il  doit  donc  appartenir  aux  plans  diamétraux  de  toutes  les  di- 
rections de  cordes,  ou  bien  faire  partie  du  plan  représenté  par  l'équation 

(1)  quelles  que  soient  les  valeurs  de  l,  m,  n\  il  faut  donc  que  ses 
coordonnées  satisfassent  à  la  fois  aux  équations 

(2)  /:  =  0,  /■;  =  0,  /;  =  0; 

ces  conditions,  qui  sont  nécessaires,  sont  du  reste  suffisantes,  et  toute 
solution  des  équations  précédentes  détermine  un  centre  de  la  surface. 

En  supposant  f(Xf  y,  z)  écrit  sous  la  forme  générale  du  n°  404, 
les  équations  (2),  développées,  sont 

A X -h  D'y  H- B'z -f-  C  =0, 
Wx-^k'y^Bz  -hC'=::0, 
B'x-+-  Bj/-+-A''z-hC''  =  0; 
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le  déterminant  des  coefUeients  des  inconnues  dans  ces  équations  est 
précisément  celui  que  nous  avons  appelé  A  au  n°  404  ;  nous  voyons 
donc  que  si  A  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  si  la  surface  est  du  genre 
ellipsoïde  ou  hyperboloîde,  elle  a  un  seul  centre  ;  dans  les  autres  cas, 
elle  n'a  pas  de  centre  ou  en  a  une  infinité. 

Remarquons  que  si  C,  Cet  C  sont  nuls,  c'est-à-dire  si  l'équa- 
tion ne  possède  pas  de  terme  du  premier  degré,  les  équations  (2)  sont 
satisfaites  par  les  valeurs  x  =  0,  t/  =  0,  z  =:  0,  et  Torigine  est 
centre  de  la  surface. 


{^) 


407.  Diamètres.  —  On  appelle  diamètre  d'une  direction  de  plans 

LX-I-MY4  NZ  =  0 


dans  une  surface  du  second  ordre  le  lieu   des  centres  des  sections 

faites  dans  une  surface  par  des  plans  paral- 
lèles à  cette  direction.   Un  tel  centre    P 
{fîg,  131)  est  caractérisé  par  cette  propriété 
qu'il  partage  en  deux  parties  égales  toutes 
les  cordes  telles  que    MM'    qui  passent  par 
lui  dans  le  plan  de  la  section  correspondante  ; 
il  appartient  par  conséquent  aux  plans  dia- 
métraux de  toutes  les  directions  parallèles  au 
plan  donné  (3). 
Si    /,  m ,  /i  sont  les  coefficients  directeurs  d'une  direction  de  cordes 
MM^    le  plan  diamétral  de  cette  direction  est  représenté  par  l'équation 
(1);   d'autre  part,    /,  w,'  n  doivent  satisfaire,  d'après  la  condition  du 
parallélisme  d'une  droite  et  d'un  plan  (n°  106),  à  la  condition 

/L-hmM-f-/ïN  =  0; 


Fig.  131. 


nous  pouvons  tirer  de  cette  équation  l'une  des  trois  quantités  /,  m,  n 
en  fonction  des  autres  ;  si  par  exemple   L  n'est  pas  nul,  nous  avons 

-—;    en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (1)  du  plan 


diamétral  et  en  ordonnant  le  premier  membre  par  rapport  à  m   et   n, 
nous  avons 


m 


{r,-^nyin-lr.)-o. 


'iTi' 


i 


U 
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Tous  les  plans  représentés  par  cette  équation,  lorsque  m  et  ti 
varient,  passent  constamment  par  la  ligne  dont  on  obtient  les  équations 
en  annulant  séparément  les  coefficients  de  m  et  «  ;  elles  peuvent 
s'écrire  sous  la  forme  suivante 

^^  L  ~  M  ~  N  ' 

et  représentent  une  droite.  Nous  arrivons  ainsi  à  ce  résultat  :  le  lieu 
des  centres  des  sections  d'une  quadrique  par  des  plans  parallèles  à  un 
plan  donné,  c'est-à-dire  le  diamètre  de  ce  plan,  est  une  droite  ;  le 
le  diamètre  du  plan  (3)  est  représenté  par  les  équations  (4). 

Nous  pouvons  remarquer  que  les  équations  (4)  sont  satisfaites  par 
les  coordonnées  de  tout  centre  de  la  surface,  puisque  ces  coordon- 
nées, d'après  les  équations  (2),  annulent  fx,fy^ift'y  nous  en  con- 
cluons qu'un  centre  d'une  quadrique  appartient  à  tous  les  diamètres 
de  cette  quadrique. 

Lorsque  le  plan  sécant,  en  se  déplaçant  parallèlement  au  plan 
donné,  devient  tangent  à  la  surface,  le  point  de  contact  est  le  centre 
de  la  section  ;  il  appartient  donc  au  diamètre  ;  nous  en  concluons  que  les 
points  communs  à  une  surface  du  second  ordre  et  au  diamètre  d'une 
direction  de  plans  sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  à  la 
surface  parallèles  à  cette  direction, 

408.  Application  à  rellipsoïde.  —  Nous  allons  appliquer  ce  qui 
précède  à  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 

ir»*  i|2  >»* 


a'    ■    b' 


c 


ce  que  nous  dirons  s'étendrait  aux  hyperboloïdes  et  au  cône  en  chan- 
geant le  signe  de  c^  et  en  modifiant  le  terme  constant,  ce  qui  ne 
change  pas  les  équations  (i)  et  (4). 

Le  plan  diamétral  de  la  direction  de  cordes   l,  m  y  n  est  représenté 
par  l'équation 

/«,\  Ix       my        nz       ^ 

et  le  diamètre  de  la  direction  de  plan  (3)  a  pour  équations 

^  ^  a^L       b^M       cm 
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Supposons  que  Ton  prenne  comme  direction  de  plan  celle  du  plan 
diamétral  (5);  le  diamètre  de  cette  direction  est  représenté  par  les 

équations  (6) ,  où  Ton  remplace    L,   M   et    N    par    "Y '77'"^ 
obtenons  ainsi  les  équations 


a' 


nous 


X 

T 


y  _ 


m 


n 


la  direction  de  la  droite  qu'elles  représentent  est  précisément  celle  des 
cordes  dont  le  plan  (5)  est  le  plan  diamétral  ;  nous  avons  par  suite  le 
théorème  suivant,  exprimant  la  réciprocité  qui  existe  entre  les  dia- 
mètres et  les  plans  diamétraux  : 

Le  diamètre  d'une  direction  de  plan  diamétral  est  parallèle  aux 
cordes  que  ce  plan  partage  en  deux  parties  égales. 

Cela  posé,   soit    Q    un  plan  diamétral  quelconque    [fig.  132)   et 

MOM|  son  diamètre;  d'après  ce  que 
nous  venons  de  voir,  ce  diamètre  est 
parallèle  aux  cordes  que  ce  plan  par- 
tage en  deux  pai*ties  égales.  Nous 
savons  de  plus,  d'après  la  manière 
même  dont  nous  avons  obtenu  les 
équations  d'un  diamètre  (n°  407), 
que  la  droite  MOMi  est  contenue 
dans  le  plan  diamétral  de  toute  corde 
parallèle  au  plan    Q. 

Soit  M'OMJ  une  corde  tracée 
dans  le  plan  Q  par  le  centre  0,  et  soit  M'OMÎ  la  trace  de  son  plan 
diamétral  MM"MÎ  sur  ce  plan  Q  ;  M^OMJ  coupe  en  deux  parties 
égales  les  cordes  de  ce  plan  parallèles  à  la  direction  M'OMI  ;  elle 
est  donc  le  diamètre  conjugué  de  cette  direction  dans  la  section  de  la 
surface  par  le  plan   Q . 

D'après  la  réciprocité  qui  existe  dans  ce  plan  entre  les  diamètres 
M'OMi'  et  M^'OMJ,  le  premier  partage  en  deux  parties  égales  les  cordes 
parallèles  au  second,  par  suite  le  plan  diamétral  de  M'OMÎ  est  le 
plan  déterminé  par  OM  et  OM'.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que 
les  trois  droites  OM ,  0M\  OM"  jouissent  de  cette  propriété  que  le  plan 
diamétral  de  chacune  d'elles  est  celui  qui  est  déterminé  par  les  deux 


Fig.  132. 
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autres  ;  on  dit  que  ces  droites  forment  un  système  de  diamètres  con- 
jugués de  l'ellipsoïde. 

D'après  les  remarques  faites  précédemment,  les  plans  tangents  à 
Tellipsoïde  aux  extrémités  d'un  diamètre  sont  parallèles  au  plan  dia- 
métral conjugué  de  ce  diamètre  ;  les  plans  tangents  à  la  surface  aux 
extrémités  de  trois  diamètres  conjugués  forment  par  suite  un  parallé- 
lipipède  qui  lui  est  circonscrit  et  dont  les  faces  sont  parallèles  aux 
plans  diamétraux  formés  par  ces  diamètres  pris  deux  à  deux. 

Soient  (/,  m,  «),  (l',  m',  n'),  {l",  m",  n")  les  paramètres  direc- 
teurs de  trois  diamètres  conjugués;  ils  sont  liés  par  les  équations  que 
Ton  obtient  en  écrivant  que  chacun  d'eux  est  contenu  dans  le  plan  dia- 
métral de  Tun  des  autres,  plan  qui  est  représenté  par  une  équation  de 
la  forme  (5)  ;  ces  équations  sont 

=  0, 


=  0, 


=  0. 

Si  2a',  2b'  et  2c'  désignent  les  longueurs  de  trois  diamètres 
conjugués  de  rellipsoïde,  l'équation  de  la  surface,  lorsque  ces  diamètres 
sont  pris  comme  axes  de  coordonnées,    est 

j>'2  1i'2  „I2 

409.  Axes  d'une  surface  du  second  ordre.  —  Ëtant  donnée  une 
surface  du  second  ordre  représentée  par  l'équation  générale 

f[x,  y,  z)  =  Ax^  -h  k'y^  -+-  M'z^  -h  2B«/2  -h  2^'zx  -\-  2Wxy 

H-  2Gr-4-  2Ci/  H-  2ÇJ'z  4-  D  =  0, 

on  reconnaît  qu'une  droite  est  un  axe  à  ce  qu'elle  est  le  diamètre  d'une 
direction  de  plans  qui  lui  est  perpendiculaire,  et  l'on  reconnaît  qu'un 
plan  est  un  plan  de  symétrie  ou,  comme  on  dit,  un  plan  principal,  à 
ce  qu'il  est  le  plan  diamétral  d'une  direction  de  cordes  qui  lui  est  perpen- 
diculaire ;  les  droites  d'intersection  des  plans  principaux  deux  à  deux 
sont  du  reste  les  axes  de  la  surface. 


//' 

a' 
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Une  surface  du  second  ordre  a  en  général  trois  plans  principaux 
formant  un  trièdre  trirectangle  ;  les  arêtes  de  ce  trièdre  sont  alors  les 
axes  de  la  surface  ;  pour  déterminer  les  directions  de  ces  axes,  on 
opère  de  la  façon  suivante  : 

Soient  l,  m,  n  les  paramètres  directeurs  d'un  axe  de  symétrie 
de  la  surface  représentée  par  Téquation  précédente  ;  le  plan  diamétral 
conjugué  de  cette  droite  est  représenté  par  Téquation  (1),  qui  s'écrit, 
en  développant  les  calculs, 

(7)        (A/  -^  B^m  -f-  B'n)x  -f-  [Wl~\-k'm  -h  hn)y  -h  (B7  -f-  Bm  -h  M'n)z 

(C/-hC'm-+-C'/i)  =  0; 


pour  qu'il  soit  perpendiculaire  à  la  direction  donnée,  il  faut  et  il  suffit 
que    l,  m,  n   soient  liés  par  les  équations 

Al-hB''m-hWn  ^  B' l -^  X' m -h  Bn  ^  B7 -4- Bm -4- A"yi 
l  m  n 

Pour  les  résoudre,  on  égale  à  S  la  valeur  commune  des  rapports 
précédents  ;  en  chassant  les  dénominateurs  et  faisant  passer  tous  les 
termes  dans  le  premier  membre,  on  a 


(8) 


{X  —  S)l-\-B'm-^B'n  =  0, 
B7-f-(A'  — S)m-hBfi  =  0, 
B^Z-HB/n  +  CA"  — S)/i  =  0; 


ces  équations  linéaires  et  homogènes  doivent  être  satisfaites  par  un 
système  de  valeurs  non  toutes  nulles  de  l,  m,  n\  il  est  donc  néces- 
saire que  le  déterminant  des  coefficients  de  ces  inconnues  soit  nul, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 


(9) 


A  — S        B"  B' 

B'       A'  —  S         B 
B'  B        A"  — S 


=  0. 


Le  problème  de  la  recherche  des  axes  d'une  quadrique  est  ramené 
à  la  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré  précédente,  que  l'on 
appelle  équation  en  S  ;  nous  démontrerons  dans  un  instant  qu'elle  a 
ses  racines  réelles. 
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Lorsqu'on  a  calculé  une  de  ses  racines,  les  trois  équations  (8),  où 
S  est  remplacé  par  cette  racine,  sont  compatibles,  et  en  résolvant  deux 
d'entre  elles  par  rapport  à  deux  des  inconnues  après  avoir  donné  à  la 
troisième  une  valeur  arbitraire,  on  obtient  des  valeurs  proportionnelles 
à  /,  m,  n;  ces  valeurs  déterminent  la  direction  d'un  axe  de  la  sur- 
face; l'équation  (7)  représente  alors  le  plan  diamétral  qui  lui  est  con- 
jugué, c'est-à-dire  le  plan  principal  perpendiculaire  à  cet  axe.  On 
trouve  de  cette  façon,  au  moyen  des  trois  racines  de  l'équation  en  S, 
les  trois  plans  principaux  de  la  surface  ;  leurs  intersections  deux  à  deux 
sont  ses  axes  de  symétrie. 

Soient  S  et  S'  deux  racines  distinctes  de  l'équation  en  S  ;  les 
paramètres  directeurs  /,  m,  n  de  l'axe  correspondant  à  la  première 
satisfont  aux  équations  (8),  et  les  paramètres  /',  m',  n'  de  l'axe  corres- 
pondant à  la  seconde  satisfont  à  des  équations  que  l'on  déduirait  des 
précédentes  en  remplaçant  S,  l,  m  et  n  par  S',  /',  m'  et  n'  ;  soient 
(8''''*)  ces  équations. 

Si  l'on  fait  la  somme  des  premiers  membres  des  équations  (8) 
multipliés  respectivement  par  /',  m',  n'  et  si  l'on  en  retranche  celle 
des  premiers  membres  des  équations  (8'*'*)  multipliés  par  l,  m,  n, 
on  obtient  la  relation 

(S'  —  S)  (//'  -h  mm'  -f-  nn')  =  0  ; 

comme  le  premier  facteur  S'  —  S   n'est  pas  nul,  on  voit  que  l'on  a 
//'  -h  mm'  -4-  nn'  =  0. 

Cette  relation  montre  que  les  deux  directions  définie*  par  l,  m,  n 
et  par  /',  m',  n'  sont  rectangulaires  ;  elle  permet  en  outre  de  démontrer 
que  l'équation  en  S  a  ses  racines  réelles.  Supposons  en  effet  qu'elle  ait 
deux  racines  imaginaires  conjuguées  S  et  S'  ;  les  équations  (8)  et 
(8*"'')  donnent  pour  l,  m,  n  et  pour  /',  m',  n'  des  valeurs  respecti- 
vement conjuguées  ;  les  produits  //',  mm'  et  nn'  sont  dès  lors  des 
sommes  de  carrés  non  tous  nuls,  et  la  somme  II'  -f-  mm'  -+-  nn'  est 
positive  et  non  nulle  ;  comme  cette  conclusion  est  en  contradiction 
avec  la  relation  précédemment  démontrée,  il  est  impossible  que  l'équa- 
tion en   S  ait  des  racines  imaginaires,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


'V- 
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410.  Section  d'une  surface  par  le  plan  tangent  en  un  point.   — 

Pour  se  rendre  compte  de  la  forme  d'une  surface  aux  environs  d'un  de 
ses  points,  on  détermine  ses  sections  par  différents  plans  passant  par 
ce  point,  en  particulier  par  le  plan  tangent  et  par  des  plans  passant 
par  la  normale  ;  les  sections  par  ces  derniers  plans  sont  appelées  sec- 
tions normales  de  la  surface. 

Nous  supposerons  que  le  point  donné  est  pris  comme  origine,  la 
normale  comme  axe  des  z,  et  le  plan  tangent  comme  plan  des  xy; 
nous  admettrons  de  plus  que  Téquation  de  la  surface  est  donnée  sous  la 
forme 


(«) 


/(^.  y)  ; 


Si  nous  développons   f{x,  y)    suivant  les  puissances  croissantes 
de  X  et  de   y   d'après  la  formule  de  Maclaurin, 


/(x,  1/)  r.  /-(0, 0)  +  A(0.  0)x  +  /•;{0,  0)y 


I  [f'AO,  0)x»  +  2/-i,(0,  0)xy 


les  trois  premiers  coefficients  sont  nuls,  et  le  développement  commence 
par  les  termes  du  second  degré  ;  en  effet,  /*(0,  0)  est  d'abord  nul, 
puisque  la  surface  passe  à  l'origine  ;  de  plus,  l'équation  du  plan  tan- 
gent en  ce  point  à  la  surface  est 

Z=A(0.0)X+/-;(0,0)Y; 

comme  elle   doit    se    réduire   à   Z  —  0,    les  deux  dérivées   fi    et   f 
doivent  être  nulles  pour  x  =  0  et  .y  =  0. 


r*. 


•fi- 
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ao9 


Nous  représenterons  par  r,  s   et   t   les  dérivées  secondes  pour 
X  =  y  =  0,   et  nous  écrirons 


(2) 


1  1 


-) 


La  section  par  le  plan  tangent  à  Torigine  est  représentée  par 
Téquation  obtenue  en  faisant  z  =  0,  c'est-à-dire  en  annulant  le  second 
membre  de  la  relation  (2).  Gomme  il  n'y  a  pas  de  terme  du  premier 
degré,  la  courbe  a  un  point  double  à  Torigine  (n°  219)  et  les  tangentes 
en  ce  point  sont  représentées  par  Téquation  obtenue  en  annulant  les 
termes  du  second  degré  ;  si  nous  désignons  par  ^[x,  y)  Tensemble 
des  termes  contenus  dans  la  première  parenthèse,  cette  équation  sera 


(3) 


cp(x,  y)  =  rx^  -h  2sxy  -4-  ty^  =  0. 


!•'  Cas.  —  Si  s*  —  ri  est  négatif,  les  tangentes  sont  imaginaires 
et  le  point  0  est  un  point  double  isolé  ;  pour  des  valeurs  de  x  et  de 
y  suffisamment  petites,  s  a  le  signe  du  trinôme  <p(j:,  y)  et  ce  signe 
est  constant  ;  nous  en  concluons  qu'aux  environs  de  l'origine  la  surface 
a  tous  ses  points  d'un  même  côté  du  plan  tangent.  Une  sphère,  un 
ellipsoïde  sont  des  exemples  de  ce  cas. 

2*  Cas.  —  Si  s^  —  ri  est  positif,  les  tangentes  au  point  double 
sont  réelles,  et  la  courbe  présente  deux  branches  qui  se  coupent  au 
point  0.  Ces  branches  séparent  le  plan  tangent,  aux  environs  de 
ce  point,  en  quatre  régions  deux  à  deux  opposées  par  le  sommet. 

y 

Suivant  que  —  est  compris  entre  les  racines  de  l'équation 

<'.f)='+^î-'(f)'=« . 

ou  en  dehors  de  l'intervalle  de  ces  racines,  le  trinôme  (3)  a  un  certain 
signe  ou  le  signe  opposé  ;  nous  déduisons  de  là  que  pour  les  petites 
valeurs  de  x  et  de  y,  z  a.  un  certain  signe,  lorsque  le  point  [x,  y) 
est  dans  une  des  régions  du  plan  tangent  déterminées  par  les  branches 
de  la  section  ou  dans  la  région  opposée,  et  qu'il  a  un  signe  différent 
du  précédent,  lorsqu'il  se  trouve  dans  l'une  des  deux  autres  régions. 
Nous  en  concluons  que  la  surface  traverse  le  plan  tangent  et  qu'elle 
possède,  aux  environs  de  l'origine,  des  points  situés  tantôt  d'un  côté 
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tantôt  de  Tautre  de  ce  plan.  Un  hypcrboloîde  à  une  nappe,  un  paraboloîde 
hyperbolique  sont  des  exemples  de  ce  cas. 

3*  Cas.  —  Si  »*  —  rt  est  nul,  les  tangentes  au  point  double  sont 
confondues,  et  la  section  par  le  plan  tangent  présente  à  Torigine  un 
point  de  rebroussenient. 

411.  Seelion  par  un  plan  quelconque.  —  Considérons  mainte- 
tenant  la  section  de  la  surface  par  un  plan  quelconque  passant  par  le 
point  0  et  différent  du  plan  tangent  en  ce  point  ;  nous  nous  propo- 
sons de  déterminer  le  centre  et  le  rayon  de  courbure  de  cette  section 
au  point  0.  Sans  nuire  à  la  généralité,  nous  pouvons  supposer  que 
Taxe  des   2    a  été  choisi  comme  précédemment  suivant  la  normale 

au  point  0,  et  de  plus  que  Taxe 
des  X  est  la  trace  du  plan  sécant  sur 
le  plan  tangent  à  l'origine  ;  soit  OY 
la  trace  de  ce  plan  sécant  sur  le  plan 
yOz,  et  soit  (p  l'angle  de  OY  avec 
la  normale   Os  [fig.  133). 

Nous  allons  former  l'équation  do  la 
section  de  la  surface  par  le  plan   xOY  ; 
pour  cela,  imaginons  qu'on  prenne  un 
axe  OX  confondu  avec  Ox,  qu'on  cons- 
truise un  axe    OZ  formant  avec   OX 
et  OY   un  trièdre  trirectangle  de  même 
sens  que  le  trièdre  Oxyz,  etqu'on  fasse 
la  transformation  de  coordonnées  qui  permet  de  passer  du   système 
Oxyz    au  système  OXYZ  ;  il  suffît,  dans  le  cas  actuel,  de  poser,  d'après 
les  formules  du  n°  36(), 

X  ~  X ,       1/  --  Y  sin  tp  —  Z  cos  a»,       z^-\  cos  (p  -h  Z  sin  ^  ; 
l'équation  (1)  de  la  surface  devient  alors 

Y  cos  (p  -+-  Z  sin  <p  —  /*(X,  Y  sin  cp  —  Z  cos  (p). 
Si  nous  faisons  ensuite    Z  =  0,  nous  avons  l'équation 

Y  cos  ^  =  f{\,  Y  sin  (p), 
qui  représente  la  courbe  de  section  dans  son  plan  ;  en  supposant  que 


Fig.  133. 
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f  soit  remplacé  par  sa  valeur  (2),  nous  pouvons  écrire  celte  équation 

(4)     Y  cos  cp  =  i-  (rX*  -h  2«X  Y  sin  ç  -f-  /  Y^  sin^  (p) 

\ 

-\-  —  (uX'-t-    '  '  ')  -\-    •  •  •  . 

Soit  G   le  centre  de  courbure  de  la  section  au  point   0  ;   il  a  une 

\  -f- Y'* 
ordonnée   (OC)   égale  à  la  valeur  de  — — —    pour  X  =  0  et  Y  =  0 

(n®  249,  formule  5),  et  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  la  valeur  absolue 
de  OC  ;  or,  en  dérivant  les  deux  membres  de  Téquation  (4)  par 
rapport  à   X,  nous  avons 

V  cos  (p  =  rX -f- «Y  sin  <p -f- «XY' sin  (p -h  <YY' sin2  (p  4-    .  .  .  , 

Y' cos  ©  =  r 4- 2*Y' sin  (p -+- 5XY'' sin  (p -4- /Y'*  sin^  (p -f- rt'Y"  sin»  cp 


pour   X  r=  0,  Y  =  0,   ces  relations  donnent    Y'  =  0     et  Y"  = ; 

nous  obtenons  par  suite 

(5)  (0C)  =  ^. 

Lorsque  Ton  a  cp  =  0,   c'est-à-dire  lorsque  le  plan  de  section  passe 

par  Taxe    Ox  et  par  la  normale  Oz,  le  centre  de  courbure  est  un  point 

i 
Co  dont  l'ordonnée  a  pour  valeur  (OCo)  =  —  ;   la  formule  (5)  nous  montre 

r 

que  le  centre  de  courbure  C  de  la  section  déterminée  par  un  autre  plan 
passant  par  Ox  est  la  projection  de  Co  sur  le  plan  sécant.  Nous 
avons  donc  le  théorème  suivant,  connu  sous  le  nom  de  théorème  de 
Meusnier  : 

Le  centre  de  courbure  en  un  point  d'une  section  plane  d'une  sur- 
face  est  la  projection  sur  le  plan  sécant  du  centre  de  courbure  de  la 
section  normale  ayant  même  tangente  en  ce  point. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  Ton  connaîtra  les  centres  de  cour- 
bures de  toutes  les  sections  dès  que  Ton  aura  les  centres  de  courbure 
des  sections  normales  ;  les  sections  d'une  sphère  donnent  un  exemple 
immédiat  de  l'application  de  ce  théorème. 

412.  Centre  et  rayon  de  courbure  d*une  section  normale.  — 

Nous  supposerons,  pour  simplifier,  que  Ton   choisisse  pour  axes   Ox 

VoGT.  —  Math.  sup.  36 


I.i.  • 


1 


Cl* 
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et    Oy  dans  le  plan  tangent  les  axes  de  la  conique  représentée  par 
réquation  (3)  ;    s  est  alors  nul  et  l'équation  (2)  prend  la  forme 


(6) 


z  =  i  {rx-'  +  ty')  +  -J  (ux'  + 


•) 


considérons  un  plan  de  section  normale  passant  par    Oz    et  dont  la 
trace  OX    sur  le  plan  tangent  fait  avec    Ox    un    angle    égal    à  0 

{fig,  134);  si  X  est  dans  le  sys- 
tème XOz  Fabscisse  d'un  point  M 
de  la  section,  on  a 

a:  =  Xcosô,       i/  =  Xsin6, 

et  Téquatioti  de  la  courbe  dans  son 
plan  est 


z  =  \{r  cos*  Ô  -4- 1  sin2  e)  X* 


Fig.  134. 


i 

—  (u  cos''  6 
b 


.)  X' 


En  appliquant  la  formule  (5)  dans  le  cas  particulier  où  ^  est  nul, 
et  en  désignant  par  z^.  la  cote  du  centre  de  courbure  de  la  section  au 
point   0,    on  voit  que  cette  cote  a  pour  valeur 

1 


(7) 


-»o 


T  cos*  6  -\-  i  sin*  6  ' 


le  rayon  de  courbure  correspondant  est  égal  à  la  valeur  absolue  de  z^ . 
Pour  étudier  la  variation  du  centre  et  du  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  lorsque  le  plan  de  cette  section    tourne  autour  de 


TU 


Os,  il  suffit  de  faire  varier  6  de  0  à  -     dans  la  formule  (7)  ;  deux 

sections  dont  les  plans  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  orOz   ont 
en  effet  même  centre  de  courbure  au  point  0. 

1"  Cas.  —  Si  r  et  i  sont  égaux,  Zq  est  constant  pour  toutes 
les  sections  normales  ;  on  dit  que  le  point  0  est  un  ombilic  de  la 
surface.  Tout  point  d'une  sphère  est  un  ombilic  ;  on  démontre  qu'un 
point  d'un  ellipsoïde  où  le  plan  tangent  est  parallèle  à  un  plan  de 
section  circulaire  est  un  ombilic  de  cette  surface. 

2'  Cas.  —  Si   r  et    l    sont  de  même  signe  et  inégaux,  on  peut 


^N 


B" 
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les  supposer  positifs,  car  sinon  on  remplacerait  la  direction  de  Taxe  des 
z  par  la  direction  opposée,  ce  qui  reviendrait  à  changer  z  en  — s 
dans  réquation  (6).  Si  r  et  /  sont  positifs,  la  surface,  comme  on  Ta 
vu  au  n°  410  (!'*''  cas),  a  tous  ses  points  aux  environs  de  l'origine  situés 

du  même  côté  que   Oz  par  rapport  au  plan  tangent;    Zç^    est  cons- 

1  1 

tamment  positif  et  reste  compris  entre  les  valeurs    —   et    —    qu'il 

ri 

prend  pour  6  =  0   et  6  =  — . 

té 

On  en  conclut  que  le  rayon  de  courbure  passe  par  un  maximum 
ou  par  un  minimum  lorsque  le  plan  sécant  passe  par  Ox  ou  par 
Oi/  ;  les  sections  normales  correspondantes  sont  appelées  sections 
principales  de  la  surface  au  point  0.  Les  centres  de  courbure  de 
toutes  les  sections  normales  en  ce  point  sont  compris  entre  les  centres 
de  courbure  des  sections  principales. 

3*  Cas.  —  Si  r  et  t  sont  de  signes  contraires,  on  peut  supposer, 
en  choisissant  convenablement  la  direction  de  Oz,  que  r  est  positif 
et  que  t  est  négatif  ;  d'après  ce  que  Ton  a  vu  au  n°  410  (2*  cas),  la 
section  de  la  surface  par  le  plan  tangent  au  point  0  a  un  point  double 
à  branches  réelles,  et  les  tangentes  aux  deux  branches  font  avec  Ox 
des  angles  égaux  et  de  signes  contraires  6i  et  —  6i  donnés  par  la 
relation 

r  cos2  6 -f- <  sin2  e  =  0. 

Lorsque   ô   varie   de   0   à   Oi ,    les  points  de  la  section  normale 

sont,  aux  environs   de  Torigine,  du  même  côté  que    Oz   par  rapport 

au  plan  tangent  ;    Zq   est  positif  et  augmente   depuis    un  minimum 

\ 

égala   —  jusqu'à   +oo. 
r 

Lorsque   ô    varie  de   6i    à    —,    les  points  de  la  section  normale 

sont,  aux  environs  de  l'origine,  du  côté  opposé  à    Oz   par  rapport  au 

plan   tangent;     Zq    est  négatif  et  augmente  de     — oo     jusqu'à   un 

{ 
maximum  négatif  égal  à   —  • 

On  en  conclut  que  le  rayon  de  courbure  passe  par  un  minimum 

pour  l'une  ou  l'autre  des  sections  normales  dont  la  trace  passe  par   Ox 

ou  par   Oy  ;  ces  sections  sont  encore  appelées  sections  principales  de  la 

surface  au  point   0.    Les  centres  de  courbure  de  toutes  les  sections 

normales  en  ce  point  sont  en  dehors  du  segment  de  la  normale  dont  les 
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extrémités  sont  les  centres  de  courbure  des  sections  principales,  ces 
centres  étant  situés  de  part  et  d'autre  du  point  0  ;  la  surface  est  dite 
à  courbures  opposées  en  ce  point. 

4'  Cas.  —  Si  r  ou  i  sont  nuls,  on  peut  supposer,  en  choisissant 
convenablement  la  direction  des  axes,  que  r  est  nul  et  que  /  est 
positif;  d'après  ce  que  Ton  a  vu  au  n°  410  (3*  cas),  la  section  de  la 
surface  par  le  plan  tangent  au  point  0  présente  un  point  de  rebrous- 
sèment  et  la  tangente  en  ce  point  est  Ox.   La  formule  (7)  se  réduit  à 

1 


^sin«6' 

lorsque  0   varie   de    0   à   —,    Zq  diivinue  de    -hoo  à  un  minimum 

1 
positif  égal  à       ;    le  rayon  de  courbure  est  donc  infini  pour  la  sec- 

V 

tion  principale  dont  le  plan  a  pour  trace  Ox,  et  est  minimum  pour 
la  section  principale  dont  le  plan  a  pour  trace  Oy.  On  dit  dans  ce 
cas  que  le  point  O   est  un  point  parabolique  de  la  surface. 

413.  Indicatrice.  —  On  représente  la  variation  du  rayon  de 
courbure  des  sections  normales  d'une  surface  en  un  point  0  au 
moyen  d'une  courbe  tracée  dans  le  plan  tangent  en  ce  point;  on  cons- 
truit cette  courbe  en  portant  sur  la  trace  OX  de  chaque  section  nor- 
male, et  de  part  et  d'autre  du  point  0,  un  segment  égal  à  la  racine 
carrée  du  rayon  de  courbure  de  cette  section  au  point  0  ;  le  lieu  des 
extrémités  de  ces  segments  est  appelé  indicatrice.  Si  R  est  le  rayon 
de  courbure  d'une  section  dont  la  trace  fait  avec  Ox  l'angle  0,  les 
coordonnées  des  points  correspondants  de  l'indicatrice  ont  pour  valeurs 

x  —  ±:  \/R  cos  0,  1/  =  ±:  /r  sin  0  ; 

en  éliminant  0  entre  ces  relations  et  la  formule  (7),  on  trouve  l'équa- 
tion 

rx^  -\-  ty^  =  — . 

Lorsque  r  et  /  sont  positifs  (1"  et  2*  cas),  R  est  égala  Sq, 
et  l'indicatrice  est  une  ellipse  représentée  par  l'équation 

rx2  -h  /i/2  =  1  ; 
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elle  a  pour  axes  les  traces  des  sections  principales  sur  le  plan  tangent  ; 
cette  ellipse  devient  une  circonférence  si  le  point  0  est  un  ombilic  de 
la  surface. 

Lorsque  r  et  /  sont  de  signes  contraires  (d*"  cas),  R  est  ég^l  à 
Zq  ou  à  — Zq  suivant  que  Zq  est  positif  ou  négatif  ;  Tindicatrice  se 
compose  alors  de  deux  hyperboles  conjuguées  représentées  par  les 
équations 

rx^  4-/^^  =  1,  rx^  ^"  ^.y^  =  —  ^  • 

Lorsque  r  est  nul  et  que  t  est  positif,  R  est  égal  à  Sq,  et 
rindicatrice  se  compose  de  deux  droites  parallèles  représentées  par 
réquation 

Lorsque  Tindicatrice  est  construite,  on  obtient  le  rayon  de  cour- 
bure d'une  section  normale  de  trace  OX  en  prenant  l'un  des  points  de 
rencontre  M  ou  M'  de  OX  avec  l'indicatrice,  et  formant  le  carré 
du  segment  OM. 

414.  Lignes  de  courbure  d^une  surface.  —  On  dit  qu'une  ligne 
tracée  sur  une  surface  est  une  ligne  de  courbure  si  la  tangente  en 
chacun  de  ses  points  est  la  trace,  sur  le  plan  tangent,  de  l'une  des 
sections  principales  relatives  à  ce  point. 

Comme  en  tout  point  d'une  surface  existent  deux  sections  princi- 
pales, et  que  leurs  tangentes  en  ce  point  sont  rectangulaires,  on  voit 
que  l'on  peut  faire  passer  par  chaque  point  de  la  surface  deux  lignes 
de  courbure,  et  qu'elles  se  coupent  à  angle  droit;  il  existe  donc  deux 
familles  de  lignes  de  courbure,  chaque  ligne  d'une  famille  coupant 
orthogonale  ment  toutes  celles  de  l'autre. 

Par  exception,  en  un  ombilic  passent  une  infinité  de  lignes  de 
courbure,  car  toute  section  normale  en  un  tel  point  peut  être  considérée 
comme  section  principale. 

Toute  courbe  tracée  sur  une  sphère  est  une  hgne  de  courbure  de 
cette  surface  ;  tout  méridien  d'une  surface  de  révolution  est  une 
ligne  de  courbure,  par  raison  .  de  symétrie  ;  comme  les  parallèles 
d'une  telle  surface  coupent  tous  les  méridiens  à  angle  droit,  on  voit 
que  les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  d'une  surface  de  révolution 
sont  les  méridiens  et  les  parallèles  de  cette  surface. 
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Une  propriété  fondamentale  des  lignes  de  courbure  est  la  suivante  : 
Les  normales  à  une  surface  en  tous  les  points  d'une  ligne  de  courbure 
sont  tangentes  à  une  même  courbe,  et  cette  courbe  est  le  lieu  des  centres 
de  courbure  des  sections  principales  correspondant  aux  tangentes 
successives  à  la  ligne  de  courbure  considérée. 

Voici  comment  on  peut  démontrer  ce  théorème  :  considérons  une 
ligne  de  courbure  issue  de  l'origine  0  et  dont  la  tangente  en  ce  point 

est,  par  exemple,  Taxe  Ox  considéré 
au  n°  412  ;  prenons  sur  cette  ligne  un 
point  variable  Mi  voisin  du  point  O, 
et  désignons  par  C  et  Ci  (fig.  13^) 
les  centres  de  courbure  des  sections 
principales  déterminées  par  les  tan- 
gentes en  0  et  Ml  ;  si  nous  montrons 
que  la  tangente  en  C  à  la  courbe  lieu 
du  point  Cl  est  la  normale  CO,  ou 
bien  que  la  limite  de  la  droite  CCi  est 
l'axe  Oz,  la  proposition  se  trouvera 
Fife.  135.  démontrée,   car  le   raisonnement   fait 

pour  la  normale  en  0  s'appliquerait 
à  une  autre  normale  quelconque,  et  toutes  les  normales  seront  tan- 
gentes à  la  courbe  lieu  des  centres  de  courbure. 

Soient  Xi,  i/i,  Zy  les  coordonnées  du  point  Mj  ;  si  Ton  considère 
.r,  comme  un  infiniment  petit  principal,  y,  et  Zi  sont  d'ordre  supé- 
rieur à  Tunilé,  puisque  la  droite    OMi    a  pour  limite   Ox.  Nous  avons 

vu  précédemment  que  le  segment  OC  est  égal  à  —  ;  le  segment 
MjCi    est  alors  égal  à     -he,   &  étant  une  quantité    infiniment  petite 

généralement  du  premier  ordre  ;  si  nous  désignons  par  ai ,  pi ,  yi  les 
angles  de  MiCi  avec  les  axes  de  coordonnées,  ces  angles  sont  donnés 
par  les  relations 


COSjXi   _  COS  pi    _    COSTi   


1 


1        v/»  +  4!+= 


/s 


Déterminons  les  projections  de   CC|    sur  les  trois  axes  de  coor- 
données en  projetant  sur  ces  axes  les  deux  contours    OCCi   et  OMiCi  ; 
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ces  projections,  que  nous  appellerons   X,  Y,  Z  ,   sont 

X  =  Xi-f-( f-e)  cos  «1 , 

Y=2/i-l-(— -HejcosPi, 

Z  =  Zj  -4-  /  —  4-  e  j  cos  Yi ; 

si  nous  remplaçons  z  par  sa  valeur  (6)  en  fonction  de  x  et  de  y, 
nous  trouvons,  en  effectuant  les  calculs,  que  X  et  Y  sont  des  infiniment 
petits  du  second  ordre  au  moins,  tandis  que  Z  est  du  premier  ordre  ; 
cela  suffît  pour  démontrer  que  la  limite  de  CCi  est  confondue  avec 
Oz  ;    la  proposition  se  trouve  ainsi  démontrée. 

Nous  pouvons  encore  énoncer  le  théorème  précédent  de  la  façon 
suivante  : 

Les  normales  à  une  surface  en  tous  les  points  d'une  ligne  de  cour- 
bure forment  une  surface  développable  ;  Varête  de  rebroussement  de 
cette  dernière  surface  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections 
normales  correspondant  aux  tangentes  successives  à  la  ligne  de 
courbure  considérée. 
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EXERCICES 


Exercices  sur  les  compléments  d'algèbre. 

1.  Résoudre  le  système  d'équations 

{m  -\-  {)  X  -h y  =  m, 
3x-h  [m  —  1)  ly  =  3  ; 

examiner  les  différents  cas  qui  se  présentent  suivant  les  valeurs  de   m 


2.  Calculer  le  déterminant 


abc 
b  c  a 
c     a     b 


montrer  qu'il  est  égal  au  déterminant 


et  en  déduire  que   a^  -h  b^  -^  c^  —  3a6c    est  divisible  par   a-\-  b-h  c, 


a-hb-h-c  b  c 
a-^b-^c  c  a 
a-\-b-\-c    a    b 


3.  Calculer  le  déterminant 


a^  a  1 
62  b  1 
c^     c      1 


montrer  a /)rz'ore  qu'il  est  nul  si  deux  des  quantités  a,  b,  c  sont  égales, 
et  en  conclure  qu'il  est  égal  au  produit  des*  différences  de  ces  quantités 
deux  à  deux. 


4.  Sachant  qu'entre  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle  existent     ^ 


1 


les  relations 
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a  =  b  cos  C  f-  c  cos  B,     h  —  c  cos  A  -f-  a  cos  C ,    c   -  a  cos  B  -h  6  cosA, 

en  déduire,  par  Téliinination  de   n,  b,  c,    la  relation  qui  existe  entre 
les  cosinus  des  trois  angles   A,  B,  C. 

5.  Résoudre  le  système  d'équations 

qZ'i-  ry  ^  a,  rx -{-  pz  zrzi  b  y  py  -h  qx=:c. 


6.  Résoudre  le  système  d'équations 
qz  —  ry  :=:z  a,  rx  — pz  —  b. 


py—qx  =  c\ 


suivant  que    ap-hbq-\-cr   est  différent  de  zéro   ou  égal  à  zéro,  le 
système  est  impossible  ou  indéterminé. 


7.  Calculer  le  déterminant 


0 

a 

b 

C 

a 

0 

d 

e 

b 

d 

0 

f 

c 

—  e 

-f 

0 

et  vérifier  qu'il  est  carré  parfait. 

8.  Calculer  les  développements  de   (x-»-a)%  (xH-a)*,    et  ceux  de 

{x-hy-hz)\  (x-^-y^-z)^ 

9.  Calculer  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres,  en 
partant  du  développement  de  (fi-hl)^;  vérifier  que  cette  somme  est 
égale  au  carré  de  la  sonune  des    n   premiers  nombres. 

10.  Calculer  la  somme       1.2-4-2.3-4-3.4+    •••    -4-n(n-i-l). 

a'b    'c')\a    'b'c')\a    '^  b^  c    *j- 


12.  Rendre  rationnelles  les  équations 


x-'-h^y^-f  z^^O, 


1  -2  * 


13.  Déterminer  le  volume  d'une  pyramide  ;  on  partagera  sa  hau- 
teur eu    n    parties  égales  et  l'on  tracera  par  les  points  de  division  des 


w 


r 
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plans  parallèles  à  la  base  ;  on  considérera  des  prismes  inscrits  dans  la 
pyramide,  ayant  pour  bases  supérieures  les  sections  successives,  et 
pour  hauteur  la  distance  de  deux  plans  consécutifs  ;  puis  on  déter- 
minera la  limite  de  la  somme  des  volumes  de  ces  prismes  lorsque  n 
augmente  indéfiniment. 

14.  Démontrer  que  les  séries 


1.2       2.2^       3.2»  '      /1.2'» 

1.2  "^  2  3.2=^  "^   2.4  5.2»"^  2.4.6  7.2' 
,11  1111  1         1 


1  3        1.2  5        1.2.3  7        1.2.3.4  9 
sont  convergentes  et  trouver  leur  somme  à  1  millième  près. 

15.  On  appelle  série  hypergéométrique  la  série 

■         «.P^        a(a-4-l)p(p-hl)      « 

T.l     "^      T(r+l)1.2 


«(«-4-i)r«+2)p(r^-f-i)(iB-f-2) 

T(r-+-l)(r  +  2)i.2.3 


x^ 


montrer  qu'elle  est  convergente  lorsque    x   est  inférieur  à  Tunité  en 
valeur  absolue. 

16.  Pour  quelles  valeurs  de  x  la  série 

X  -f-  2x2  _4_  3j.3  _^      ...       _^.  f^j.n  _f_      .    .    . 

est-elle  convergente?   Evaluer  le  produit   par   (1 — x)-    de  la  somme 
des   n    premiers  termes,  et  en  déduire    que   la  série,  lorsqu'elle  est 

convergente,  a  pour  somme   — —  •    Appliquer  ce  résultat  au  calcul 

de  la  somme  de  la  série  considérée  au  n°  37. 

17.  Démontrer  que  la  série  dont  le  terme  général  est  r/"  x"  est 
convergente  quel  que  soit  x  lorsque  q  est  inférieur  à  Tunité  en  va- 
leur absolue. 

18.  Lorsque,  dans  une  équation  de  la  forme  ax^'  -f-x  —  r  =  0,  a 
est  un  nombre  très  petit,  on  détermine  une  racine  par  approxima- 
tions successives  en  posant  x  =^  c  —  ax'\  et  calculant  la  suite  de 
nombres 


Xi'—^c,      x,=^  c  —  «x/*,       X3  -—  c  —  ax/. 


■     ■ 


I' 


^4. 


.:«  .1 


6/; 
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démontrer  que  si  a  et  c  sont  positifs,  les  nombres  de  cette  suite  ont 
une  limite,  et  que  cette  limite  est  racine  de  l'équation  donnée  ;  déterminer 
une  limite  de  Terreur  commise  en  s'arrétant  à  un  certain  terme  ; 
appliquer  cette  méthode  à  la  recherche  d'une  racine  de  Téquation 

0,0ix'-f-a;~2  =  0. 


19.  Démontrer  que  les  fonctions 


2 


S{x)  = 


e*  —  e' 


sont  liées  par  Téquation 


c{xY  —  s{xy  =  \, 


20.  On  démontre  en  mécanique  que  les  tensions    T   et  /    aux  ex- 
trémités d  une  corde  passant  sur  une  poulie  sont  liées  par  la  relation 

l  =  ef^ 

e  étant  la  base  des  logarithmes  népériens,  a  l'arc  embrassé  par  la 
corde,  évalué  en  radians,  et  f  le  coefficient  de  frottement  de  la  corde 
sur  la  poulie;  calculer  a   lorsque  Ton  a  f=0^2S  et  T  —  100^. 


21.  Trouver  la  limite  pour   m    infini  de 


( 


cos  -l-  -h  a:  sm  -i-  I 
m  m  ) 


m 


Exercices  sur  la  géométrie  analytique. 


22.  En  assimilant  la  surface  de  la  terre  à  celle  d'une  sphère  de 
40  000  kilomètres  de  circonférence,  évaluer  en  kilomètres  carrés  la 
surface  d'un  triangle  sphérique  géodésique,  au  moyen  des  mesures  des 
angles  de  ce  triangle  en  grades,  le  grade  étant  la  centième  partie  de 
l'angle  droit. 

23.  Quelle  est  la  valeur  d'une  accélération  de  5cm  :  sec*  lors- 
qu'on prend  comme  unité  de  longueur  le  mètre  et  comme  unité  de 
temps  la  minute  ? 


»v.  ■ 


24.  En  Angleterre  on  emploie  comme  mesures  de  longueur  le  yard, 
qui  vaut  91'™, 4404,  le  foot,  qui  est  le  tiers  du  yard  et  vaut  30*", 4801, 
et  l'inch,  qui  est  la  douzième  partie  du  foot  et  vaut   2*™, 5400;   comme 
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mesure  de  poids,  on  emploie  la  livre  avoirdiipois  ou  pound,  qui  vaut 
453,  592428  gr.  poids.  On  demande  de  déterminer  : 

1°  la  valeur  en  foot:  sec^  du  nombre  g  qui,  au  centre  de  l'Angle- 
terre, vaut   981'°»,  33;    la  dimension  est  [LT-^]; 

2*  la  valeur  en  kilowatt  et  en  cheval-vapeur  du  horsepower  des 
mécaniciens,  qui  est  la  puissance  de  550  foot-pounds  par  seconde  ;  la 
dimension  est  P  =  [L»MT-»]  =  [FLT-*]; 

3°  la  valeur  en  dynes  :  cm^  et  en  kg  poids  :  cm^  d'une  pression  de 
une  livre-poids  :  inch*  ;   la  dimension  est   [L"~*MT~^]  =  [FL"^] . 

25.  Vérifier  l'homogénéité  de  la  formule  des  cordes  vibrantes 


n  représente  le  nombre  de  vibrations  d'une  corde,  r  et  ^  son  rayon 
et  sa  longueur,  d  son  poids  spécifique,  P  le  poids  tenseur,  g  l'accé- 
lération due  à  la  pesanteur,  et   tc  le  nombre   3, 1  416. 

26.  Déterminer  graphiquement  la  somme  géométrique  de  deux 
segments  représentés  par  les  deux  diagonales  d'un  parallélogramme, 
ou  de  quatre  segments  représentés  par  les  quatre  diagonales  d'un  paral- 
lélipipède  ;  examiner  les  divers  cas  qui  se  présentent  suivant  le  sens  de 
parcours  de  ces  segments. 

27.  Un  parallélipipède  rectangle  a  pour  dimensions  a,  b,  c;  trois 
de  ses  arêtes  issues  d'un  même  sommet  sont  prises  comme  axes  de  pro- 
jections; évaluer  les  angles  que  font  avec  ces  axes  les  différentes  dia- 
gonales du  parallélipipède,  et  les  angles  que  ces  diagonales  font  entre 
elles  deux  à  deux. 

28.  Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  projections  d'un  seg- 
ment sur  trois  plans  formant  un  trièdre  trirectangle  est  égale  à  deux 
fois  le  carré  de  ce  segment. 

• 

29.  On  dit  que  quatre  points  A,  B,  C,  D  situés  sur  un  même  axe 
sont  conjugués  harmoniques  si  l'on  a  la  relation 

(CA)  _      (DA) . 

(CB)  (DB)  ' 

1°  démontrer  que  cette  relation  est  équivalente  à  l'une  où  à  l'autre 
des  deux  suivantes  : 

^  *    +tV'  1â'  =  IC.ID, 


AB       AG       AD 

l    désignant  le  milieu  du  segment   AB; 

2**  si  les  abscisses  de    A   et    B    sont  Xi   et   x>,    celles  de    C    et 


r<^:  «.' 
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D,  0*3  et  0*1,  montrer  que  la  relation  ^ni  existe  alors  entre  ces  abs- 
cisses est 

2^,^.2  -h  2x3^4.  =  [xi  -4-  Xi){Xz  ~h  Xi) , 

3°  si  Xi  et  Xi  sont  les  racines  de  Téquation  ax^  +  6x  H-  c  r:=  0 , 
et  Xi  et  x^.  les  racines  de  réquation  a'x^ -h  b'x-hc'  =  0,  trouver  la 
relation  qui  existe  entre  les  coefficients  de  ces  équations  lorsque  la 
condition  précédente  est  remplie  ; 

4°  on  considère  les  couples  de  points  A  et  B  dont  les  abscisses 
sont  les  racines  de  Téquation 

aa;*'H-  bx-hc-{-  X{a'x^  H-  b'x  4-  c')  =  0 , 

où  X  est  un  paramètre  variable  ;  lAontrer  que  Ton  peut  déterminer 
deux  points  fixes  C  et  D  tels  que  A  et  B  soient  conjugués  par 
rapport  à   C  et  D,  quelle  que  soit  la  valeur  de   X . 

30.  Soient    A     et     B    deux  points  de  coordonnées     {xi ,  yi)     et 

AC 

(^2,  J/«),     et    G     un  point  situé  sur    AB     tel  que  Ton  ait     ,^  =^î 

CB 

montrer  que  les  coordonnées  du  point   €  sont  données  par  les  formules 

Xi  -4-  "kxi 


X 


i-f-A 


on  obtient  ainsi,  lorsque  X  varie,  l'expression  des  coordonnées  des 
points  successifs  de  la  droite  indéfinie  AB  ;  déduire  de  là  en  particulier 
les  coordonnées  du  milieu  du  segment  AB. 

31.  Déterminer  Téquation  du  lieu  des  points  équidistants  de  deux 
points  donnés. 

32.  Ëtant  donnés  sur  Taxe  des  x  un  point  A  d'abscisse  2  et  sur 
Taxe  des  y  un  point  B  d'ordonnée  3,  on  mène  par  le  point  B  une 
droite  faisant  avec  Taxe  des  x  un  angle  de  120**  et  par  le  point  A 
une  perpendiculaire  à  cette  droite  ;  écrire  les  équations  de  ces  droites 
et  trouver  les  coordonnées  de  leur  point  de  rencontre. 

33.  Montrer  que  la  condition  pour  que  trois  droites  représentées 
par  les  équations 


Ax-hBy  -^  C=--0,        A'x  +  B'.v  -h C  =-  0,        A'x-hB'y -f- C  =  0 
se  coupent  au  même  point  est 

A      B    .  C 

A'     B'     a 
A"     B"     C" 


--0. 


EXERCICES    SUR    LA    GÉOMÉTRIE    ANALYTIQUE  575 

34.  Connaissant  les  coordonnées  des  sommets  d'un  triangle  dans 
le  plan  xO,y,  détenniner  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  ainsi 
que  les  longueurs  des  côtés  et  les  angles  de  ce  triangle;  écrire  les 
équations  des  côtés,  des  perpendiculaires  aux  milieux  des  côtés,  des 
médianes  et  des  hauteurs  du  triangle;  vérifier  que  les  droites  de 
chacun  des  trois  derniers  systèmes  sont  concourantes. 

35.  Déterminer  le  lieu  des  points  équidîstants  de  deux  droites 
données;  en  déduire  les  équations  des  bissectrices  de  Tangle  de  ces 
deux  droites  et  de  son  supplément. 

36.  Soient  deux  points   A    et  B   de  coordonnées 

xi^picosô,,  î/i  =  p,  sinOi, 

X2  =  pâ  cos  62  7  2/2  —  92  sin  O2  ; 

la  surface  du  triangle   OAB    est  égale  à  la  valeur  absolue  de  l'expression 

\ 

—  pip2sin(02  —  ôi);  montrer  qu'elle  est  représentée,  au  signe  près,  par 

la  formule 

{ 

en  déduire  que  la  surface  d'un  triangle  ayant  pour  sommets  trois  points 
A,  B,  C   de  coordonnées    (xi,  i/i),  (.T2,  y^)^  [x^,  y-i)    est  égale  à 


=*=  9-  [(-^1  —  ^3)  [yi  —  2/3)  —  [yx  —  2/3)  (^2  —  X,)] 

mé 


OU  bien  à 


2 


^1    yi    i 

Xi     yi     1 
X3     yz     \ 


37.  Former  Téquation  d'une  droite  en  coordonnées  polaires  :  on 
donne  la  longueur  p  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la 
droite,  et  l'angle   w   de  cette  perpendiculaire  avec   Ox, 

38.  Déterminer  l'angle  des  deux  droites  représentées  par  l'équation 

Aa;2 -h  2Bxï/ +  0^2,^0; 
condition  pour  qu'elles  soient  rectangulaires. 

39.  Former  l'équation  d'une  circonférence  de  rayon  R  passant  par 
l'origine,  et  dont  le  centre  est  sur  la  bissectrice  de  l'angle  xOy. 

40.  Ëtant  donnée  la  droite  représentée  par  l'équation 
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trouver  le  lieu  des  points  dont  le  carré  de  la  distance  à  cette  droite  est 
égal  au  produit  des  distances  du  même  point  aux  deux  axes,  et  cons- 
truire ce  lieu. 

41.  Trouver  le  lieu  des  points  d'un  plan  dont  la  somme  des  carrés 
des  distances  à    n   points  donnés  dans  ce  plan  est  constante. 

42.  Quelle  relation  doit-il  exister  entre  les  coefficients  des  équa- 
tions de  deux  cercles  écrites  sous  la  forme 


x« 

+  y« 

-f-2ax-+- 

2by 

-+-  c 

-0, 

x« 

+  y* 

+  2a' X  -+- 

2b'y 

H-c' 

0, 

pour  que  ces  cercles  soient  orthogonaux  ?  On  écrira  que  le  carré  de  la 
distance  des  centres  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  rayons. 

43.  Ëtant  donnés  sur  Taxe  des  x  deux  points  A  et  A'  symé- 
triques par  rapport  à  0 ,  trouver  le  lieu  des  points  du  plan  dont  le 
rapport  des  distances  à  A  et  A'  est  égal  à  A:;  ce  lieu  est  une  cir- 
conférence. Montrer  que  lorsque  k  varie,  les  circonférences  obtenues 
coupent  Taxe  des  y  en  deux  points  fixes  imaginaires,  et  qu'elles  sont 
orthogonales  à  toutes  les  circonférences  passant  par  A  et  A'.  Les 
points  A  et  A'  sont  appelés  les  points  limites  du  premier  faisceau 
de  circonférences. 

44.  Montrer  que  la  projection  d'une  circonférence  sur  un  plan  qui 
ne  lui  est  pas  parallèle  est  une  ellipse  ;  on  supposera  que  le  plan  de 
projection  passe  par  le  centre  du  cercle,  on  prendra  ce  centre  pour 
origine.  Taxe  des  x  dirigé  suivant  le  diamètre  du  cercle  situé  dans  le 
plan.  Taxe  des  y  suivant  la  projection  du  diamètre  perpendiculaire  à 
celui-là  et  l'on  déterminera  l'équation  de  la  projection  de  la  circonfé- 
rence rapportée  à  ces  axes.  Déduire  de  là  la  valeur  de  l'aire  de  l'ellipse. 

45.  Former  l'équation  de  l'ellipse  en  coordonnées  polaires  en  pre- 
nant comme  pôle  le  centre  de  la  courbe.  Montrer  que  si  pi  et  p2  sont 
deux  rayons  vecteurs  rectangulaires  de  la  courbe,  on  a 

il         il 


46.  Quelle  est  la  courbe  dont  les  points  ont  des  coordonnées  repré- 
sentées en  fonction  du  paramètre    ç,    par  les  équations 

cos<p  ^  ®^ 

47,  Une  sécante  coupe  une  hyperbole  en  deux  points    A    et    B, 
et  les  asymptotes  en  deux  points    A'   et    B';  démontrer  que  les  milieux 


EXERCICES    SUR    LA    GÉOMÉTRIE    ANALYTIQUE 


577 


des  segments  AB  et  A'B'  sont  confondus,  par  suite,  que  AA'  et  BB' 
sont  des  segments  égaux  et  de  sens  contraires.  Déduire  de  là  une  cons- 
truction par  points  d'une  hyperbole  dont  on  connaît  les  asymptotes  et 
un  point  A,  en  faisant  tourner  une  sécante  autour  de  ce  point  et  en 
construisant  chaque  fois  le  deuxième  point  de  la  courbe  situé  sur  la 
sécante. 

48.  Ëtant  donnés  dans  l'espace  deux  points  A    et    B   de  coordon- 
nées  (x, ,  2/1,  Zi)    et   {x2,  y^,  Z2),    les  coordonnées  du  point    C    de  la 

A(^ 

droite  AB   tel  que    ^r»  =  ^  ont  pour  valeurs 

LB 


X 


Xi  -f-Xxs 


i 


y 


yt  +  \V2 


\z 


« . 


iH-X 


on  a  ainsi,  quand    X    varie,  Texpression  des  coordonnées  des  points 
successifs  de  AB.    Déduire  de  là  les  coordonnées  du  milieu  de   AB. 


49.  Ëtant  donnés  dans  l'espace  trois  points  A ,  B ,  C  de  coordon- 
nées (oci,  y,,  Si),  (j*2ï  yi^  22K  (•''3,  .y3,  -3),  montrer  (|uc  les  coordon- 
nées d'un  point   D   du  plan   ABC    ont  pour  valeurs 


A,;/, -f  X2.V2-4-X:i.V3 


Xi^i  -h  XuT^  -+-  AsiTs 
X  =rz '       .y  '        ^11' 

Ai  -|-  A2  -+-  A3         '         Ai  -\-  A'i  -h-  A3 

_  Xi2i  -4-  X2Z2  -h  Xs^s  ^ 

^~   X,  -f-  X2  -f-  X3   ' 

déduire  de  là  l'équation  du  plan  passant  par  les  trois  points  A,  B  et  C  ; 
cette  équation,  qui  est  aussi  la  condition  pour  que  les  quatre  points 
A,  B,  C,  D   soient  dans  un  même  plan,  est 


X 

y 

z 

i 

Xi 

.Vi 

Si 

1 

Xi 

2/2 

Zi 

1 

J^3 

.V3 

-3 

1 

=  0 


50.  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  d'un  triangle 
ou  d'un  tétraèdre  dans  l'espace . 

51.  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistants  de  deux 
points  donnés  ou  de  trois  points  donnés. 


52.  Montrer  que  pour  que  quatre  plans  représentés  par  des  équa- 
tions de  la  forme 

Ax-j-Bt/-hCz-hD  =  0 

VoGT.  —  Math.  sup.  37 


:-'-it 
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aient  un  point  commun,  il  faut  que  le  déterminant  formé  par  les  coef- 
ficients de  Xy  y,  z  et  les  termes  connus  dans  ces  équations  soit  nul. 

53.  Déterminer  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  d'intersection 
des  deux  plans  représentés  par  les  équations 


AxH-  Bî/  -f-Cz  -h  D  =0, 
A'x -f- B'y -h  Cs -+- D' =  0 . 

54.  Déterminer  les  coordonnées  du  point  commun  à  trois  plans, 
ou  du  point  commun  à  un  plan  et  à  une  droite  représentée  par  les 
équations 

x  —  Xq^  y  —  y^  ^z  —  zçj 

a  b  c       ' 

on  égalera  à  p    la  valeur  de  ces  rapports  et  l'on  trouvera  la  valeur  de  p. 

55.  Trouver  la  condition  pour  que  deux  droites  données  par  leurs 
équations  soient  dans  un  même  plan. 

56.  Former  l'équation  d'un  plan  passant  par  une  droite  et  un  point, 
ou  bien  passant  par  une  droite  et  parallèle  à  une  autre  droite,  ou  bien 
passant  par  un  point  et  parallèle  à  deux  droites. 

57.  Trouver  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  à  deux 
droites;  on  formera  l'équation  d'un  plan  parallèle  aux  deux  droites,  puis 
on  mènera  par  chacune  de  ces  droites  un  plan  perpendiculaire  à  celui-là. 

58.  Montrer  que  les  équations 

X  :=  a  cos  ^  -f-  a'  sin  (^, 
y  ^=^b  cos  <p  -h  6'  sin  cp, 
z  --  c  cos  (p  -4-  c'  sin  (p, 

représentent  une  courbe  plane  du  second  degré  ;  déterminer  le  plan  de 
la  courbe,  et  ses  projections  sur  les  plans  de  coordonnées. 

59.  Généraliser  dans  l'espace  les  problèmes    41,  42,  43. 

60.  Montrer  que  l'on  obtient  l'équation  du  cône  ayant  pour  sommet 
l'origine  et  pour  directrice  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces 
représentées  par  les  équations 

([•^yV^  ^)-=0,  (p(j-,  y,  z)  =  0 

en  rendant  ces  équations  homogènes,  c'est-à-dire  en  remplaçant  Xy  y, 
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par  —,   -^,    —,    puis  en  éliminant     /     entre  les  deux  équations. 

l  V  v 

Comme  application,  trouver  Téquation  du  cône  ayant  pour  sommet 
Torigine  et  pour  directrice  le  cercle  représenté  par  les  équations 

x^-{-y^-hz^'-h^  =  0,  x-f-y  +  z  —  R  =  0. 

Exercices  sur  les  dérivées  et  différentielles. 


61.  Exercices  sur  les  dérivées,  avec  les  résultats. 


FONCTIONS 

DÉRIVÉES 

(x«-hx-hl)(a:«  — x-hi), 

ix{x^-h3x      3), 

2x(2x2-|-l), 

(5x+i)*(x2  — 4)3, 
ax  —  6 


ax-\-b 

i 

1— x^' 

X^  -4-  X  -f- 1 

X^  —  X  -h  1 

1 

v/ax  H-  b 

1 

t/l          X2 

X 

V/fl'^  H-  X^ 


,— z« 


log 


1  — X 

1  H-X 


log  (x  -f-  \/a'^  -f-  x2), 


(5x-f-i)^(x2 
2ab 


4)2(50x«-f-6x  — 80), 


[ax^bf 

2x 

(1     x'^Y  ' 

2x2-4-2 

(X2          X+i)* 

—  a 

-  -      » 

2\/(nx^bY 


x 


\/[{  —  x'^)-» 


a' 


\/ln^~^x^)'' 
—  2x  e-^% 

—  2 
1  —  x2  ' 

1 

V/a'-^  -f-  X* 


'^  ■    •  ■  ■*: 


■  V  .* 
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FONCTIONS 


log  tg 


TT      .      X 


4       2 


n  sin  2x 

1  —  71  ces  2x 

2x 
arc  tg  -: r  î 


1— a;^ 


arc  tg 


x 


t/i- 


a:' 


arcsin2j:v/l  —  x*, 


DÉRIVÉES 


cosx 


2n(cos  2x  —  n) 
(1  —  71  eus  "IxY 

2 

l-f-x*' 


1 


y/i  — x- 
2 


»/l-.^'' 


1 


62.  Déterminer   la    (jérivée   d'ordre    u   de   — ^^    de    sin  ax  et  de 

yx 


log(t  H   x). 


63.  Montrer  que  la  dérivée    n*  d'un  produit   uv  est  donnée  par  la 
formule  suivante,  qu'on  appelle  formule  de  Leibniz  : 


.y 


1  1 .2 


wr 


(n> 


les  coefficients  successifs  étant  ceux  du  binôme. 

64.  Vérifier  que  les  fonctions  e"*  cos  bx    et   e-*  sin  bx    satisfont  à 
la  relation 

y"  —  2ay'  +  {a^  +  b^)y  =  0 . 

65.  Étudier  les  variations  des  fonctions  suivantes,  et  construire 
les  courbes  représentatives  : 

x*+/)x«-f-</,         (x— 1)^5— x)2,        x-h~        (a>0    ou  a<0), 

X 


x^      3x-h2               2x2      5a; -4- 2 

.    rt               tg  3x 
sm2x,           7^-77-- 

tg  2x 

(x-\-\Y      '            3x2       iOj:_^3' 

• 

x''e-''",           X  -h  log  (x^  —  1  ),           X  — 

66.  Etudier  la  variation  du  volume  d'un  cône  d'apothème  donné. 
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67.  Étudier  la  variation  du  volume  et  celle  de  la  surface  totale 
d'un  cylindre  ou  d'un  cône  inscrit  dans  une  sphère  donnée. 

68.  Étudier  la  variation  du  volume,  de  la  surface  latérale  et  de 
la  surface  totale  d'un  cône  circonscrit  à  une  sphère  donnée. 

69.  Déterminer  les  dimensions  d'un  litre  cylindrique  en  métal  à 
une  seule  base,  sachant  que  la  surface  du  métal  est  minimum. 

70.  Déterminer  sur  la  droite  joignant  deux  points  où  sont  placées 
des  sources  lumineuses  d'intensités  données  différentes  le  point  dont 
Téclairement  est  maximum. 


■  ■■'"S 


■'<i 


71.  On  donne  un  petit  segment  rectiligne  horizontal;  déterminer 
le  point  où  il  faut  placer  une  source  lumineuse:  1°  soit  sur  une  droite 
donnée  perpendiculaire  à  la  direction  du  segment;  2°  soit  sur  une 
ellipse  donnée  dont  le  centre  est  le  milieu  du  segment,  pour  que  l'éclai- 
rement  de  ce  segment  soit  maximum.  On  sait  que  cet  éclairement  est 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  la  source  lumineuse  au 
centre  du  segment  et  proportionnel  au  sinus  de  l'angle  formé  par  le 
rayon  lumineux  aboutissant  à  ce  centre  avec  la  direction  du  segment 
éclairé. 


72.  En  se  servant  des  développements  en  série  des  fonctions  sim- 
ples, déterminer  le  développement  en  série  des  fonctions  suivantes  : 


> — X* 


2-\-x 
2  —  x 


i-hv/i 


X' 


2x 


déduire  du  dernier  développement,  en  posant  x 
log  (n  -H  1)  _  log  n  -  ^r    ^^^  - 


iog 


1 


2n-\-i 


i-f-a- . 
i^x' 


1    la  foi-mule 


3(2n-hi)= 


] 


celte  formule  sort  à  calculer  les  logarithmes  népériens  des  nombres 
entiers  successifs. 


*■  ■»  ■ 


73.  Sachant  que  la  surface  d'un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  dont 
le  rayon  de  l'équateur  est  a  et  l'excentricité  e  est  donnée  par  la 
formule 


s  =  27:aH  1  -+-  - 


i 


e' 


log 


1 


^  2e      "''  1— e 

développer  s  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  e. 


74.  Développer  en  série    arc  sin  x  en  utilisant  le  développement  en 
série  de  la  dérivée  de  cette  fonction. 


■    (1 


.  _  ,  z.M 


T: 
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75.  Vérifier  la  formule 

J=4arctgi-arctg2jjj 

et  en  déduire  la  valeur  de    iz . 

76.  On  donne  un  arc  de  cercle    AB    dont  la  corde  est  égale  à    2/ 
et  dont  la  (lèche  est   f,    et  Ton  pose   -Ç  =  x;   démontrer  que  la  valeur 

de  l'arc   AB  est  donnée  par  la  série 

/  9  9  9  \ 

arcAB--2/(  1-4-^^x2  — v^^^-i--^^x«—   •••): 
V         1.2  3.5  5.7  /' 

montrer  que  si  Ton   prend,  comme  valeur  approchée  de   Tare    AB, 

h 

l'expression    2yl^-hp-\-^,    et  si  on  la  développe  en  série  suivant 

les  puissances  croissantes  de  x,    la  difTérence  entre  la  valeur  exacte  et 
la  valeur  approchée  de  l'arc  est  divisible  par  x^. 

77.  Déterminer  l'ordre  inlînitésimal   et  la  partie  principale  des 
fonctions  suivantes,  où   x   est  infiniment  petit  principal  : 

1 — cosx,        tgj?  —  sinx,        2  sin  X  —  sin2a*  —  x',        yx  —  ys\nxy 

a -h  h         /-.-        f         I         V        ^a.       2  +  x         I      /j    .      \  2x 

ad  M  X  JC       I       ^ 

78.  Trouver  la  vraie  valeur  pour  x  =  1    de 

,       .    irx 

arc  cos  x 


\      3x2 

-f-2x3 

■1)2 

» 

log 

X"  — 

X 

l 

î 

-^c»  «... 

mi 

(x'- 

{x-\f 

pour   X  -  -  0 

,  de 

e*  —  e-' 

X2- 

—  sin* 

X 

sinx 

—  X  cos  X 

sinx 

x^ 

x(l- 

—  cos  x) 

\/i—x 


x"logx,  X*. 


79.  Former  le  tableau  des  différences  successives  de  la  suite  des 
carrés  des  nombres  entiers,  ainsi  que  de  la  suite  des  cubes  de  ces 
nombres. 

80.  Appliquer  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange  et  celle  de 
Newton  à  la  détermination  d'une  fonction  qui  prend  les  mêmes  valeurs 

que  COS  X   pour   x  — ^i r-?     0,     -f-.'     ~^"T*    Même  ques- 

2  4  4  2 

tion  en  remplaçant    cosx    par  sinx. 


EXERCICES    SUR   LES   DÉRIVÉES    ET   DIFFÉRENTIELLES  583 

81.  Former  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  la  différen- 
tielle totale  des  fonctions 

X  -hv  ,     X  -h  y  xu 

^  7  are  tg ^,  —         -^     — .  e*^'; 

xy  1— ^y  ^i-^x-i-hy^ 

pour  la  dernière  fonction,  former  f'iyt . 

82.  Déterminer  les  dérivées  première  et  seconde  des  fonctions 
implicites  y  définies  par  les  équations 

x^  —  4x1/  H-  .y*  —  1=0,  x^  -hy^  —  3axy  =  0 , 


sin  y  =  n  sin  x,  log  y/x^  -\-y^  =  arc  tg  -^ . 

X 

83.  Déterminer  les  dérivées  partielles  de  la  fonction   z   définie  par 
l'équation 

^'  ,  y' , ^ i_0 


84.  Déterminer  les  dérivées  et  les  différentielles  des  fonctions  y  et 
z  définies  par  les  équations 

x^  -h  ï/2  +  z^  -h  yz  -\-  zx-\-xy  ^^  a^, 

x-{-y  -\-z  =  b. 

85.  Transformer  les  expressions 

x.dy  —  y  dx  ^u  ô«  ô^m        ô^h 


j,2  _|_  1^2      '  ^j^        "  ôx  '  ôx'-^        Ô1/2  ' 

lorsqu'on  passe  des  coordonnées  cartésiennes  aux  coordonnées  polaires, 
u    étant  une  fonction  de   x   et   y. 

86.  Transformer  les  expressions 

lorsqu'on  passe  des  coordonnées  cartésiennes  aux  coordonnées  polaires 
dans  l'espace. 

87.  Étant  données  les  deux  fonctions 

^=f{^yy)^  Y  =  <p(x,  y), 

on  suppose  que  l'on  exprime    x   et  y   au  moyen  de  deux  nouvelles 
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variables    Xi    et   1/1  ;    démontrer  que  l'on  a 


I   ^X      c^X 


ôx 
ÔY 


^2/ 
ôY 


Ôx      ôy 


X 


ÔXi        01/ 1 


88.  Avec  quelle  aproximatlon  connaît-on  la  surface  d'un  rectangle 
dont  les  dimensions  sont  a  =  75<^"  à  2"^"  près,  et  6  =  32'"  à  1"""* 
près? 

89.  Évaluer  une  limite  supérieure  de  Terreur  dont  est  affectée  la 
racine  cubique  d'un  nombre  approché  ;  déterminer  le  rayon  d'une  sphère 
dont  le  volume  est  2"'%  752  à  i*™*"  près,  le  nombre  tu  étant  pris 
égal  à    3,1  416;  évaluer  une  limite  supérieure  de  Terreur  commise. 

90.  Déterminer  Tapproximation  avec  laquelle  on  peut  évaluer  le 
côté  b  d'un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  le  côté  c  —  83™, 7  à 
0°',2   prèsetTangle   B==36°,  28'  à  5' près. 

91.  Calculer  à  im  millimètre  près  les  dimensions  du  litre,  sachant 
qu'il  a  la  forme  d'un  cylindre  dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre. 

92.  Déterminer  les  maxima  et  les  minima  des  fonctions  implicites 
y    définies  par  les  équations 

2/*  —  2xy  -f-  2x2  —  2x  =  0,  ys  _|_ ^^  —  3axy  =  0. 

93.  Étant  donnée  la  courbe  du  second  ordre  ayant  pour  centre 
l'origine  et  représentée  par  Téquation 

Ax*  -+-  2Bxv  -^  QV'  —  1^0, 

déterminer  les  direclions  et  les  longueurs  de  ses  axes  en  cherchant  les 
points  pour  los(|ueIs  le  carré  de  la  distance  au  centre,  c'est-à-dire  la  fonc- 
tion p*-   x'^-f  î/'-^    passe  par  un  maximum  ou  un  minimum. 

94.  Étant  donnée  dans  l'espace  la  courbe  d'intersection  de  Tellipsoïde 


a^       0^        c* 


et  du  plan 


17  X 


vy 


wz  =  0 


passant  par  le  centre,  déterminer  les  axes  de  cette  section  en  cber- 
chant  les  points  pour  lesquels  la  fonction  p^  =■  x^  -\-y^  -\-  5*  passe  par 
un  maximum  ou  un  minimum  ;  démontrer  que  les  directions  des  axes 
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sont  les  droites  communes  au  plan  et  au  cône  dont  Téquation  est 

et  que  les  carrés  des  longueurs  des  demi-axes  sont  les  racines  de 
Téquation 

a^u^  b^v^  c^w^    r. 


95.  Étant  donnée  la  surface  du  second  ordre  ayant  pour  centre 
Torigine  et  pour  équation 

Ax2  -f-  A'y^  4-  A'z^  -h  2Byz  -h  2B'zx  -f-  2B''xy  —  1=0, 

déterminer  les  directions  et  les  longueurs  de  ses  axes  en  cherchant  les 
points  pour  lesquels  la  fonction  p^  _  ^2  _|_  1^2  _|_  ^2  passe  par  un 
maximum  ou  un  minimum. 

96.  Déterminer  dans  l'espace  le  point  dont  la  somme  des  carrés  des 
distances  à  des  points  fixes  donnés  est  maximum  ou  minimum. 

97.  Un  récipient  a  la  forme  d'un  parallépipède  rectangle  et  sa  sur- 
face se  compose  de  l'ensemble  de  ses  faces  moins  une  ;  déterminer  ses 
dimensions  de  façon  que  cette  surface  soit  minimum  pour  un  volume 
donné. 


Exercices  sur  la  théorie  des  équations. 

98.  Déterminer  par  la  trigonométrie  les  racines  réelles,  puis  les 
racines  imaginaires  des  équations 

j;3_|^0^  ^6_|^0,  X»  — 1=0; 

les  calculer  ensuite  nlgébri(|uemeiil  en  utilisant  la  méthode  de  résolution 
des  équations  réciproques. 

99.  Former  les  équations  qui  donnent  tg  —  ^    tg  —  et  tg  —  connais- 

o  4  5 

sant  tg  a  ;    application  au  cas  où  Ton  a   ci  =  -^r   ou   a  =  7u. 

100.  Pour  trouver  les  sommes  des  deux  séries 

Si  =  1  -4-  p  cos  a  -f-  p^  cos  2a  -f-    •  •  •    -j-  p"  cos  na  H-    •  •  •  , 
82=  p  sin  a  -f-  p^  sin  2a  -h    •  •  •    -h  p"  sin  uol  -h    •  •  •  , 

on  forme  une  nouvelle  série  en  ajoutant  aux  termes  de  la  première  les 
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produits  par  i'  des  termes  correspondants  de  la  seconde  ;  montrer  que 
cette  nouvelle  série  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  progression  géo- 
métrique ;  évaluer  sa  somme  et  la  mettre  sous  la  forme  A  H-  Bi, 
A  et    B   étant  réels  ;  en  déduire  les  valeurs  de   Si   et  de    83. 

101.  Évaluer  cos*  a  et  sin*  a  en  fonction  linéaire  des  sinus  et 
des  cosinus  de    a   et  de  ses  multiples. 

102.  Montrer  que  le  trinôme  bicarré  à  coefficients  réels 

X*  -f-  px^  H-  q 

peut  être  décomposé  de  trois  façons  en  un  produit  de  deux  trinômes  du 
second  degré,  et  que  pour  Tune  au  moins  des  décompositions  les  tri- 
nômes ont  leurs  coefficients  réels  ;  appliquer  à  a;*  -h  x*  -h  1 . 

103.  Étant  donnée  une  équation  algébrique,  exprimer  en  fonction 
de  ses  coefficients  la  somme  des  carrés  de  ses  racines,  ainsi  que  celle  de 
leurs  cubes,  de  leurs  inverses,  des  carrés  de  leurs  inverses.  Former 
l'équation  qui  a  pour  racines  les  carrés  des  racines,  ou  les  inverses  des 
racines  de  Féquation  donnée  ;  appliquer  à  l'équation  du  troisième  degré. 

104.  Étant  donnée  une  équation  algébrique  de  degré  m,  former 
réquation  qui  admet  pour  racines  les  racines  de  cette  équation  aug- 
mentées d'un  nombre  h  ;  peut-on  choisir  h  pour  que  le  coefficient 
du  terme  de  degré  m  —  i  dans  la  nouvelle  équation  soit  nul?  Appli- 
quer à  l'équation  du  quatrième  degré. 

105.  Pour  quelles  valeurs  de   a   l'équation 

x^  —  4x2  _|_  4^jr.  _  1  ^  0 

a-t-elle  une  racine  double  ?  Déterminer  pour  ces  valeurs  de  a  les 
quatre  racines  de  l'équation. 

106.  Étant  donnée  la  courbe  représentée  par  l'équation  y^  =  x', 
trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  h  et  m  pour  que  la  droite 
représentée  par  y  —-  mx  -h  h  soit  tangente  à  la  courbe  ;  on  écrira  que 
deux  des  points  de  rencontre  de  la  droite  et  de  la  courbe  sont  confondus. 

107.  Déterminer  les  dimensions  d'un  cône  de  révolution  dont  on 
donne  le  volume  et  l'apothème  ;  discuter. 

108.  Déterminer  les  dimensions  d'une  chaudière  formée  d'un  cy- 
lindre de  révolution  terminé  par  deux  demi-sphères  de  même  rayon 
que  le  cylindre,  connaissant  le  volume  et  la  surface  totale  ;  discuter. 

109.  Couper  le  volume  d'un  hémisphère  en  deux  parties  équiva- 
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lentes  par  Un  plan  parallèle  à  la  base;  résoudre  numériquement Téqua- 
tion  dont  dépend  le  rapport  entre  la  hauteur  de  Tune  de  ces  parties  et 
le  rayon  de  Thémisphère. 

110.  Résoudre  numériquement  les  équations 

x^-hx  —  \  =0,  X'  — 5x2  — 60a; -4-108  r-O. 

111.  Démontrer  que  Téquation 
^  ^     H Ç__H  ..  .  -f--J^--=.0; 


X 


a        X  —  6        X  —  c  X — / 


où    A,  B,  C,    ...    L    sont  des  nombres  de  même  signe,  a  toutes  ses 
racines  réelles  et  séparées  parles  nombres  a,  b,  c^    ...    /. 

112.  Étant  donnée  une  équation  algébrique  f{x)  =  0,  de  degré 
Tiy  dont  le  premier  coefficient  est  positif,  on  forme  les  dérivées  succes- 
sives f'[x)^  f"[^)i  •••  /^^"~*^(^)i  la  dernière  étant  un  polynôme  du 
premier  degré  ;  on  calcule  le  plus  petit  nombre  entier  Xx  qui  rend 
yr(n-i)(j;)  positive,  puis  on  substitue  dans  f^'"~'^^{x)  les  nombres  entiers 
à  partir  de  Xi ,  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  nombre  x^  égal  ou  supé- 
rieur à  Xi  rendant  f^''~''^\x)  positive;  on  substitue  de  même  dans 
f<^"-^>{x)  les  nombres  entiers  à  partir  de  X2  jusqu'à  ce  que  le  résultat 
soit  positif,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  fonction  f{x)  elle-même; 
montrer  que  pour  toute  valeur  de  x  égale  ou  supérieure  au  dernier 
nombre  obtenu  a;„,  f{x)  est  positif  et  non  nul,  de  sorte  que  x^  est 
une  limite  supérieure  des  racines  réelles  et  positives  de  l'équation  ;  cette 
limite  a  été  donnée  par  Newton. 

Montrer  qu'en  changeant  a:  en  — x  dans  l'équation  donnée,  on 
forme  une  nouvelle  équation  dont  les  racines  positives  sont  les  valeurs 
absolues  des  racines  négatives  de  la  première  ;  la  limite  supérieure  des 
racines  positives  de  cette  nouvelle  équation  est  une  limite  supérieure 
des  valeurs  absolues  des  racines  négatives  de  la  proposée. 

113.  Séparer  et  calculer  numériquement  les  racines  réelles  des 
équations 

(1)  x^  — 4a;2  — 16xH-20=:0,  (2)        e^  — 4x  =  0, 


(3)  ^±^  =  0:,  (4)         x^l,8(l+logx), 

(5)        (1,0  077)^  — 9,12x^=12  000,  (6)        x  — cosx^O,     - 

2 
(7)  X  —  2sinx  =  0,  (8)        arctgx  =  — ; 

X 

on  a  à  résoudre  la  troisième  lorsque  l'on  cherche  le  point  de  contact 
d'une  chaînette  et  d'une  tangente  à  cette  courbe  issue  de  l'origine  ;  la 


588  E?eERCTCES 

quatrième  et  la  cinquième  se  présentent  lorsque  Ton  cherche,  avec  des 
données  numériques  particulières,  le  degré  de  détente  d'une  machine 
à  vapeur  ou  la  température  du  foyer  d'une  chaudière,  et  la  sixième  se 
présente  lorsque  Ton  demande  de  couper  la  surface  d'un  demi-cercle  en 
deux  parties  équivalentes  par  une  parallèle  au  diamètre. 

114.  Étant  donnée  l'équation  d'une  chaînette 

déterminer  la  valeur  de  a  de  façon  que  cette  courbe  passe  par  un 
point  donné  de  coordonnées  Xq  et  uq,  et  discuter  l'équation  obtenue  ; 
calculer  numériquement  la   valeur  limite  que  peut  prendre  le  rapport 

-^   pour  que  le  problème  soit  possible. 

115.  Soit  X  —  cpfo*)  =  0  une  équation  dans  laquelle  ^{x)  est  une 
fonction  dont  la  dérivée  cp'(j)  reste  en  valeur  absolue  constamment 
inférieure  à  un  nombre  donné  k  plus  petit  que  1  ;  démontrer  que 
cette  équation  a  une  seule  racine  réelle,  et  que  celte  racine  est  la  limite 
de  la  suite  des  nombres 

OÙ  J'o  est  un  nombre  quelconque.  Ce  procédé  de  calcul  de  la  racine 
par  approximations  successives  est  appliquable  à  l'équation  de  Kepler 
Il  —  esin  u  —  ni,  où  u  est  l'inconnue,  et  e  un  nombre  inférieur  à 
l'unité. 


Exercices  sur  les  applications  géométriques. 


116.  Écrire  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  M  de  la  courbe 
représentée  par  y^  =  x^  ;  cette  tangente  rencontre  la  courbe  en  un 
point  N  autre  que  le  point  de  contact;  déterminer  les  coordonnées  du 
point   N  en  fonction  de  celles  du  premier,    M . 

117.  Déterminer  l'équation  d'une  tangente  à  une  ellipse  rapportée 
à  ses  axes,  connaissant  le  coefficient  angulaire  m  de  cette  tangente; 
montrer  qu'elle  est  de  la  forme 

y  =  mx  =t  y/a^m^  -1-7»*  ; 

déduire  de  là  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  l'ellipse  passant 
par  un  .point  donné  de  coordonnées  Xq  ,  y^ ,  et  trouver  le  lieu  des  points 
d'où  Ton  peut  mener  à  la  courbe  deux  tangentes  rectangulaires.  Même 
question  pour  l'hyperbole  et  pour  la  parabole. 
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118.  En  employant  les  mêmes  notations  que  dans  le  problème 
précédent,  montrer  qne  Téquation 

représente  Tensemble  des  deux  tangentes  à  l'ellipse  issues  du  point 
(xo,  y(^)  ;  plus  généralement,  Tensemlyle  des  tangentes  issues  de  ce  point 
à  la  courbe  du  second  ordre  dont  l'équation  est  f{x,  y)  =  0  est  repré- 
senté par 

A^.  y)  A^o ,  3/0)  -  i  (V' + yofy + n?  =  o . 


119.  Former  la  condition  pour  que  deux  courbes  passant  par  un 
point  de  coordonnées  x,  y  soient  en  ce  point  orthogonales,  c'est-à- 
dire  aient  leurs  tangentes  rectangulaires. 


120.  L'équation 


1! 1=0 


-\--r^ 


a'  —  X       b'  —  l 


représente,  lorsque  X  varie,  une  famille  de  coniques  ayant  mêmes 
directions  d'axes  et  mêmes  foyers  ;  on  dit  qu'elles  sont  homofocales  ; 
par  un  point  (xq,  yo)  du  plan  passent  deux  de  ces  coniques,  et  les 
valeurs  correspondantes  de  X  sont  les  racines  de  l'équation  obtenue 
en  remplaçant  x  et  y  par  Xq  et  yo  ;  démontrer  que  cette  équation 
a  ses  racines  réelles,  que  les  coniques  correspondantes  sont  l'une  ime 
ellipse  et  l'autre  une  hyperbole,  et  que  ces  courbes  se  coupent  ortho- 
gonalement. 

121.  Même  question  en  considérant  l'équation 


y 


i 


—  2x-|-X=:0, 


p-X 
qui  représente  des  paraboles  homofocales. 

122.  Former  l'équation  de  la  normale  en  un  point  de  la  parabole 
y2  —  2/>  X  =  0  ;  former  l'équation  de  cette  normale  connaissant  son 
coefficient  angulaire  ;  on  obtient  ainsi 

\  =m(\—p)  —  l—--; 

déduire  de  là  les  coefficients  angulaires  des  normales  issues  d'un  point 
(xq,  î/o)    à  la  parabole;  discuter  la  réalité  de  ces  normales. 

123.  Démontrer   que  les  pieds  des  normales  issues  d'un   point 
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donné    [xq  ,  y^)     à  l'ellipse    "y  ^~  "Ti ^  ~  ^    ^^^^  ^^^  points  com- 

mims  à  cette  courbe  et  à  Tliyperbole 

que  Ton  appelle  hyperbole  d'Apollonius  ;  construire  cette  courbe. 

Former  les  équations  des  hyperboles  analogues  lorsqu'on  rem- 
place l'ellipse  donnée  par  une  hyperbole  ou  par  une  parabole,  et  cons- 
truire ces  hyperboles. 

124.  Montrer  que  la  courbe  représentée  par  l'équation 
X*  —  2ay^  —  3a2yî  —  2a'^x^  -j-  a*  =  0 

a  trois  points  doubles,  deux  sur   Ox   et   un  sur    Oy  ;    déterminer  les 
tangentes  en  ces  points. 


125.  Construire  les  courbes  représentées   par  les  équations  sui- 
vantes et  déterminer  leurs  points  d'inflexion  : 


y  =  x^ 


y^  z=x^  —  X*  , 


y  =  X*  —  X*,  y*  =  x'  -h  1 , 

X 


y 


(x-iy 


""i  i 


[y 


126.  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations  sui- 
vantes et  déterminer  leurs  asymptotes  : 


x^-f-x  .  /x — !  «2       52 

y^  —  x^ -h  2ax*y  =  0 ,  2x'  — ,y'  +  (y  — x)*  =  0, 

xt/M-y'  +  x  —  4  =  0,  x«  —  2xy  H-  y»  —  2x  —  2y  + 1  =  0 , 

l{l-h2)  I  fl(l-<*) 

X  =  — t : —  ' 


X  = 


r-^  — 1 


i 
/-f-i 


.V^-  ri 


.V^ 


al(\  —  n 


X  ■*  -h  .V  "*  = 


a\ 


2/  ^  «  cos  27r  ^1  +  X^ 


> — SB 


y  =  ae""*  sin  mx , 


sinx 


y~     X     '       y  — xlogx,  2/  =  « 


1 

X 


0 


p  —  cos  —  '  p  —  sin  0  4-  cos  6 , 


cos  Q  —  sin  Q 
sin  ô  cos  ô 


P 


i 


2  -h  sin  0  -f  v^3  cos  6 


0- 
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127.  Démontrer  que  Téquation  PQ  =  /c,  où  P  et  Q  sont  des 
fonctions  linéaires  de  x  et  i/,  et  A:  une  constante,  représente  une 
hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  P  =  0  et   Q  =  0. 


128.  Construire  la  courbe  définie  par  les  équations 
a?  =  asin-— -»  2/  =  6sin27r — — - 


où  l  est  un  paramètre  variable,  et  former  Téquation  de  cette  courbe; 
déterminer  les  directions  et  les  longueurs  de  ses  axes  en  cherchant  le 
maximum  ou  le  minimum  de   x^  -^y^ . 

129.  Une  droite  de  longueur  constante  se  déplace  de  façon  que  ses 
extrémités  restent  sur  Oa;  et  sur  Oy  ;  démontrer  que  le  lieu  d'un 
point  particulier  de  cette  droite  est  une  ellipse. 

130.  On  appelle  podaire  d'une  courbe  par  rapport  à  un  point  le  lieu 
des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  tangentes  à 
la  courbe  ;  déterminer  la  podaire  d'une  conique  par  rapport  à  un  de  ses 
foyers,  celle  d'une  ellipse  par  rapport  à  son  centre,  celle  d'une  hyperbole 
équilatère  par  rapport  à  son  centre,  celle  d'une  circonférence  par  rapport 
à  un  de  ses  points  ;  transformer  en  coordonnées  polaires  les  équations 
des  courbes  obtenues,  et  les  construire. 

131.  Former  l'équation  du  lieu  des  points  d'un  plan  dont  le  pro- 
duit des  distances  à  deux  points  fixes  de  ce  plan  est  constant  ;  construire 
la  courbe  obtenue. 

132.  Une  circonférence  variable  est  constamment  tangente  à  l'axe 
des  X  au  point  0  ;  on  joint  un  point  fixe  de  l'axe  des  x  au  centre  de 
cette  circonférence  ;  former  l'équation  du  lieu  des  points  de  rencontre 
de  la  droite  ainsi  tracée  et  de  la  circonférence  ;  ce  lieu  s'appelle 
une  strophoïde  ;  construire  cette  courbe. 

133.  Le  sommet  d'un  angle  droit  se  déplace  sur  une  droite  ou  sur 
une  circonférence  données  ;  l'un  de  ses  côtés  passe  par  un  point  lixe  ; 
démontrer  que  l'enveloppe  de  l'autre  côté  est  une  conique  ayant  pour 
foyer  le  point  fixe. 

134.  Trouver  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  dont 
les  extrémités  s'appuyent  sur  deux  droites  rectangulaires. 

135.  Montrer  que  l'enveloppe  d'une  droite  telle  que  le  produit  des 
distances  de  deux  points  fixes  à  cette  droite  a  une  valeur  donnée  est 
une  conique  ayant  pour  foyers  les  deux  points  fixes. 
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136.  L^enveloppe  des  polaires  des  points  d'une  courbe  par  rapport 
à  un  cercle  ayant  pour  centre  Torigine  est  une  autre  courbe  qui  est 
appelée  polaire  réciproque  de  la  première  par  rapport  au  cercle: 
montrer  que  la  polaire  réciproque  d'une  conique  est  une  autre  conique 
et  que  la  polaire  réciproque  de  cette  deuxième  conique  est  identique 
à  la  première  ;  déterminer  en  particulier  la  polaire  réciproque  d'une 
circonférence. 

137.  Déterminer  Fenveloppe  d'une  droite  représentée  par  Téquation 

a;  sin  cp  —  y  cos  ç»  =  cos  2cp , 
où  9   est  un  paramètre  variable. 

138.  Déterminer  plus  généralement  Tenveloppe  d*une  droite  repré- 
sentée par  Téquation 

x  sin  ç  —  y  cos  ç  =  /"((p)  ; 

montrer  que  Ta  dérivée  de  cette  équation  représente  la  normale  à  l'en- 
veloppe au  point  de  contact  de  la  droite  donnée  ;  calculer  les  coordonnées 
d'un  point  de  l'enveloppe,  le  rayon  de  courbure  et  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  en  ce  point  en  fonction  du  paramètre    ç . 

139.  On  considère  sur  une  courbe  donnée  un  certain  sens  de  par- 
cours, et  l'on  compte  les  arcs  de  la  courbe  positivement  s'ils  sont 
décrits  dans  ce  sens,  négativement  s'ils  sont  décrits  dans  le  sens  opposé  ; 
en  un  point  de  la  courbe,  de  coordonnées  ar,  y,  on  mène  la  demi-tan- 
gente dans  le  sens  choisi  et  l'on  désigne  par  a  l'angle  qu'elle  fait  avec 
X)x  ;  montrer  que  les  différentielles  de  x  et  y  sont'  toujours  liées  à 
la  différentielle  de  l'arc  par  les  formules 

dx  =  ds  cos  OL,        dy  =  dssm(x, 

140.  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  et  le  rayon 
de  courbure  en  un  point  d'une  ellipse  en  fonction  des  coordonnées  de 
ce  point  ou  en  fonction  du  paramètre  angulaire  qp  ;  examiner  le  cas 
particulier  où  le  point  donné  est  l'un  des  sommets  de  la  courbe  ;  mon- 
trer que  si  A  et  B  sont  les  sommets  de  l'ellipse  situés  sur  Oa:  et 
Oy ,  et  C  le  dernier  sommet  du  rectangle  construit  sur  OA  et  OB , 
la  perpendiculaire  abaissée  de  C  sur  AB  rencontre  les  axes  aux  centres 
de  courbure  des  points   A   et   B. 

141.  Déterminer  le  centre  et  le  rayon  de  courbure  en  un  point 
d'une  parabole;  montrer  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  à    — ^»    N 

désignant  la  longueur  de  la  normale  au  point  considéré  comptée  jus- 
qu'à l'axe  et  p  le  paramètre  de  la  courbe;  déterminer  la  développée 
de  la  parabole. 
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142.  Quelle  est  la  caustique  par  réflexion  d'une  parabole  pour  les 
rayons  parallèles  à  Taxe?  pour  les  rayons  perpendiculaires  à  l'axe? 

143.  Ëtant  donnée  une  courbe  C  el  un  point  lumineux  L,  on 
considère  le  rayon  réfléchi  ayant  pour  point  d'incidence  un  point  M 
de  la  courbe  ;  soit  Q  le  symétrique  du  point  L  par  rapport  à  la  tan- 
gente en  M  à  la  courbe  C  et  soit  C  le  lieu  du  point  Q  lorsque  M 
varie  ;  montrer  que  le  rayon  réfléchi  en  M  est  normal  au  point  Q  à 
la  courbe  C  Pour  simplifier  le  raisonnement,  on  pourra  supposer  le 
point  L  à  l'origine  et  la  courbe  C  définie  comme  l'enveloppe  d'une 
droite  représentée  par  l'équation  du  n°  138;  il  résulte  de  là  que  la  caus- 
tique par  réflexion  de  la  courbe  C  pour  les  rayons  issus  de  L  est  la 
développée  de  la  courbe  C 

144.  Déterminer  la  développée  de  la  chaînette. 

145.  Déterminer  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  d'une 
cycloïde  ;  montrer  que  la  normale  passe  par  le  point  de  contact  du 
cercle  générateur  avec  la  base  de  la  courbe  ;  déterminer  le  centre  et 
le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  cycloïde,  ainsi  que  la  développée 
de  cette  courbe  ;  montrer  que  cette  développée  est  une  cycloïde  égale 
à  la  première. 

146.  Soit  AM  un  arc  d'une  circonférence,  ayant  pour  origine  un 
point  fixe  A  et  pour  extrémité  un  point  variable  M  de  cette  courbe  ; 
sur  la  tangente  en  M  et  dans  le  sens  MA,  on  porte  une  longueur  MP 
égale  à  l'arc  MA  ;  le  lieu  du  point  P,  lorsque  M  varie,  s'appelle 
développante  de  cercle  ;  en  supposant  que  l'origine  des  coordonnées  soit 
le  centre  de  la  circonférence  et  que  l'axe  des  x  passe  par  A  ,  expri- 
mer en  fonction  de  l'arc  AM  les  coordonnées  du  point  P  ;  montrer 
que  le  point   M  est  le  centre  de  courbure  de  la  développante  au  point  P. 

147.  Déterminer  le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  spirale 
logarithmique. 

148.  Démontrer  que  la  circonférence  tangente  en  un  point  M  d'une 
courbe  à  la  tangente  MT  en  ce  point,  et  passant  par  un  point  voisin 
M'  de  la  courbe,  a  pour  limite  le  cercle  de  courbure  au  point  M  lorsque 
le  point    M'    se  rapproche  indéfiniment  du  point    M  ;    déduire  de  là 

que  le  rayon  de  courbure  en    M   est  la  limite  du  rapport  »   WF 

étant  la  distance  du  point   M'   à  la  tangente    MT. 

149.  On  considère  la  courbe  gauche  définie  par  les  équations 

X  —  e"**  cos  8 ,  ly  "  e*"'  sin  0 ,  z  --  e*""  cotg  (^ , 

Vor.T.  —  Math.  sup.  38 


?<• 
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OÙ  ô  est  un  paramètre  variable,  9  un  angle  constant;  déterminer  la 
tangente  en  un  point;  montrer  que  la  courbe  est  située  sur  un  cône  de 
révolution  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  axe  Oz,  et  que  la 
tangente  en  chaque  point  fait  un  angle  constant  avec  la  génératrice  du 
cône  passant  par  ce  point. 

150.  On  appelle  hélicoïde  à  plan  directeur  la  surface  représentée 
par  l'équation 

z  =  m  arc  tg  -^  ; 

X 

montrer  que  c'est  une  surface  réglée  dont  les  génératrices  s'appuient 
sur  Taxe  des  z  et  lui  sont  perpendiculaires  et  que  sa  section  par  un 
cylindre  de  révolution  d'axe  Os  est  une  hélice  ;  déterminer  l'équation 
du  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface. 


151.  On  considère  la  courbe  représentée  par  les  équations 


x  = 


a^Xo 


œ 


y  = 


^    ^% 


z  = 


C*2o 


OÙ  X  est  un  paramètre  variable  ;  déterminer  et  construire  ses  projec- 
tions sur  les  trois  plans  de  coordonnées  ;  montrer  que  cette  courbe  est 
du  troisième  ordre,  ou,  comme  on  dit,  une  cubique  gauche,  et  qu'elle 
passe  par  les  pieds  des  normales  abaissées  du  point    [x^^  y^,  zq)    sur 


Tellipsoïde  dont  l'équation  est 


X' 


■-h 


-l_±-_i=0. 


152.  Montrer  que  l'équation 


( 


à* 


b'       c^  \  a* 


yo' 


Zo' 


—  i 

t 

(XXq 


yyo 


A,^0 


1 


y- 


représente  le  cône  ayant  pour  sommet  le  point    (xq,  î/o^  ^0)    et  circons- 
crit à  l'ellipsoïde  précédent. 


153.  Une  surface  réglée  étant  définie  par  les  équations 

X  =  a[l)z  -f- p{t)  ,  y  =  b[l)z  -hq{t), 


où  l  est  un  paramètre  variable  et  a,  b,  p,  q  des  fonctions  de  ce 
paramètre,  former  l'équation  du  plan  tangent  en  un  point  de  cette 
surface;  montrer  que  si  les  dérivées  des  fonctions  a,  b,  p,  q  satis- 
font identiquement  à  la  condition  a'{t)q'{l)  —  b'{t)p'(t)  =0,  le  plan 
tangent  est  le  même  en  tous  les  points  d'une  génératrice  quelconque, 
et  la  surface  est  dcvcloppable. 
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154.   L'équation 

H-  — •/ 1 1    -:  0 


a'i  —  l       b'  —  \ 

représente,  lorsque  X  varie,  une  famille  de  surfaces  du  second  ordre, 
que  Ton  appelle  homofocales  ;  démontrer  que  par  un  point  (j'o,  yo,  ^o) 
passent  trois  de  ces  surfaces  et  qu'elles  sont  Tune  un  ellipsoïde,  une 
autre  un  hyperboloîde  à  une  nappe  et  la  troisième  un  hyperboloïde  à 
deux  nappes;  démontrer  que  deux  quelconques  de  ces  trois  surfaces  se 
coupent  orthogonalement  en  tous  leurs  points  communs. 

155.  Le  lieu  des  perpendiculaires  menées  par  le  sommet  d'un  cône 
aux  plans  tangents  à  ce  cône  s'appelle  cône  supplémentaire  du  premier  ; 
déterminer  le  cône  supplémentaire  du  cône  représenté  par  l'équation 

montrer  que  le  cône  supplémentaire  du  cône  ainsi  obtenu  est  identique 
au  premier. 

156.  Trouver  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  se  déplace  en  restant  parallèle  au  plan  des  xy,  et  en  s'appuyant 
sur    Oz    et  sur  une  autre  droit-e  donnée. 

157.  Trouver  l'équation  du  tore. 

158.  Un  plan  variable  est  défini  par  l'équation 

X  sin  0  —  Y  cos  0  -h  mZ  —  Rô  =  0 , 

où  6  est  un  paramètre  variable  ;  déterminer  la  surface  développable 
enveloppe  de  ce  plan  et  l'arête  de  rebroussement  de  cette  surface  ; 
montrer  qu'elle  est  engendrée  par  les  tangentes  à  une  hélice;  cette 
surface  s'appelle  hélicoïde  développable. 

159.  Trouver  l'enveloppe  d'un  plan  qui  détermine  avec  les  plans 
de  coordonnées  un  tétraèdre  de  volume  constant. 

160.  Déterminer  le  plan  osculateur  et  le  rayon  de  courbure  en  un 
point  d'une  hélice  ;  quel  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  ? 

161.  On  considère  la  cubique  gauche  représentée  par  les  équations 

construire  les  projections  de  cette  courbe  sur  les  trois  plans  de  coor- 
données; trouver  les  é(|uations  de  la  tangente  et  du  plan  osculateur  en 
un  point;  montrer  que  par  un  point  de  l'espace  passent  trois  plans 


. 
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oscillateurs;  on  dit  alors  que  la  courbe  est  de  troisième  classe;  déter- 
miner la  surface  développahle  enveloppe  du  plan  osculateur. 


Exercices  sur  le  calcul  intégral. 


462.  Exercices  sur  les  intégrales  indéfinies,  avec  résultats  (on  a 
omis  la  constante  arbitraire). 


FONCTIONS 


.         X        x^        x^ 


1 


(X- 

1 

(X- 

-fl)(x 

^) 

x2-f 

x* 

6.r-h5 
GxH-5 

i 

» 

x^(x 

ir^' 

x-h 

X* 

2 

r 

X 

* 

2-f-\/l-+-x 


X 


\/a  +  (^x-^ 


\/a' 


xS 


y/x"^  -h  A, 


3x^  —  2x* 


sin^x, 


INTÉGRALES 


X  — 


1.2       2.3 
1 


3.4 


X  —  a 


i 


,      X  —  a 


X  —  3  log  (x  —  1)  -f-  15  log  (x  —  5) , 


X 


12  1. 

u  3  lo<j^ 


(x  — D» 


-I  - 

2x  +  20 


—  are  tga", 


V<+a;— 2(l+x) 


—  12iog(2-f-v/l+a;), 


y  y/a  +  6x"^ , 


X 

,,  arcsin— ? 
2  a 


-x\/a^  —  x^-h^ 

4^  X /i^^TX -^  A  log  (x -j- v^^M^X 


x^ 


V^l— x'^ 

—  X —  .  sin  2x 
8  4 


—  sin4x, 
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FONCTIONS 

INTÉGRALES 

siîi  2x 
ces  3x 

1 

1     ,      2cosx-f-v^3 
2v/3        2  cos  X      v^3 

1         ,    /tgA 

i  -f-  COS^  X 

1 

^s,,'  s/'  '«■?, 

V/cos  x(i  —  cos  x) 

2      "             /               X 

163.  Appliquer  la  méthode  d'intégration  par  parties  aux  fonctions 
ic^e**,  X"*  cos  bx,  x""  sin  bx,  af  log  x,  m  étant  un  nombre  entier 
positif,  ainsi  qu'aux  fonctions  e"*cos6x   et  e^^sinôx. 

164.  Lorsqu'une  fonction  renferme  rationnellement  deux  radicaux 

portant  sur  des  quantités  du  premier  degré,  comme     \^a  -+-  bx     et 

y/a'  -f-  b'x^  montrer  qu'on  peut  l'intégrer  en  égalant  l'un  des  radicaux 
à  une  nouvelle  variable  /. 

165.  On  appelle  différentielle  binôme  une  expression  de  la  forme 

x'"'\a-\-  bx^/P'  dx,  où  m,  n,p,  m',  n',  p'  sont  des  nombres  entiers, 
positifs  ou  négatifs  ;  montrer  que  l'on  peut  intégrer  cette  différentielle 
en  la  ramenant  aux  fonctions  rationnelles:   1°  si  jD'=i,    en  posant 

:  — -    est  entier,  en  posant  a  -^-bx"'  =^f\ 
n 

J-y    est  entier,  en  posant    ax    "  -^b  =  l^  ; 
appliquer  ces  méthodes  à  l'intégration  des  fonctions 


'■'  [(^-0^7] 


i/i 


X* 


l  +  V^*' 


X 


v/^ 


1 


166.   Déterminer  le  développement  en  série  qui  représente  l'inté- 
grale de  la  fonction   e-^*. 


167.  Calculer  les  intégrales  définies 


/     sin—  f//,  /     sni^ - 

r xe^'dx ,  /J  JT- (  1  —  x)-dx ,  /  ' \/x{\—  x)dx , 


-  dt , 
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/  ^  sin"  X  clx,  I  ^  cos"  x  dx  ; 


dans  les  deux  dernières,   m  est  entier  positif;  on  considérera  successi- 
vement le  cas  de   m   pair  et  celui  de   m  impair. 


168.  Démontrer  que  les  intégrales  définies 


TT 


(»)• 


(3) 


r^_^..^- -,   (4)  r- — ^^-— -^  (fc<i), 


(5)       r  e'''dx,  (G)       r  x^'e-^dx   (n>0) 

ont  un  sens  ;  déterminer  la  valeur  de  la  première  ;  trouver  la  valeur 

de  la  seconde  sous  forme  d'un  développement  en  série  ordonné  suivant 

les  puissances  croissantes  de    A:;    montrer  que  la  troisième  se  ramène 

à  la  deuxième  en  posant    x^^sincp,    et  la  quatrième  à  la  troisième 

{ 
en   posant   x  =^  — — .    La   sixième    s'appelle    intégrale  eulérienne  de 

seconde  espèce  et  se  représente  par  r(/î)  ;  démontrer  en  intégrant  par 
parties  que  Ton  a  r(a-4- 1)  ^= /i  r(n),  et  que  si  n  est  entier,  r(;i-|-i) 
est  égal  au  produit    1.2.3    ...    /i . 

169.  Calculer  les  coefficients  de  la  série  trigonométrique  qui  repré- 

X 

sente  la  fonction  —  entre    0    et   27c. 

•  170.   Étant  donnée  une  courbe  de  degré  égal  ou  inférieur  à    3, 
représentée  par  une  équation  de  la  forme 

y  ^=z  a -\-  bx -\-  cx^  -h  dx^, 

un  ou  plusieurs  des  coefficients  pouvant  être  nuls,  montrer  que  l'aire 
comprise  entre  la  courbe,  Taxe  des  x  et  deux  ordonnées  distantes  de 
h  y    et  égale  à 

.yoi  .Vi  ^t  y  m  désignant  les  ordonnées  extrêmes  et  l'ordonnée  moyenne 
équidistante  des  deux  autres;  application  à  la  parabole. 

171.  Étant  donnée  une  surface  telle  que  l'aire  d'vme  section  paral- 
lèle au  plan  des     xy    et  de  cote     z,    soit  une  fonction  de    z    de  degré 
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égal  OU  inférieur  à  3 ,   de  la  forme 

A  =  a  -^  bz-\-  cz-  -f-  c/2^ 

un  ou  plusieurs  des  coefficients  pouvant  être  nuls,  montrer  que  le 
volume  compris  entre  deux  sections  parallèles  au  plan  des  xy,  dis- 
tantes de  h,    est  égale  à 

V  =  ^(Ao4-A,-+-4A.), 

Aq  ,  Al  et  A„  désignant  les  aires  des  sections  extrêmes  et  de  la  section 
moyenne  équidistante  des  deux  autres  ;  application  au  segment  sphérique 
et  au  segment  de  paraboloïde. 

172.  Effectuer  la  quadrature  et  la  rectification  de  la  parabole, 
de  la  chaînette  (n°  212),  de  la  cycloïde  (n°  236),  de  la  développée  de 
l'ellipse  (n«  251),  de  la  cardioïdc  (n°  238). 

173.  Trouver  Taire  comprise  entre  les  courbes  y-  =  2px,  ay^  =  x^ 

174.  Démontrer  que  Taire  de  la  surface  d'un  cylindre  parallèle  à 
Oz   comprise  entre  le  plan  des   xy    et  une  courbe  tracée  sur  le  cylindre 

zclsy    S    étant  Tare 

de  la  courbe  de  base.  Evaluer  de  la  même  manière  Taire  de  la  surface 
d'un  cône  comprise  entre  le  sommet  et  une  courbe  tracée  sur  le  cône 
au  moyen  dune  intégrale  en  coordonnées  polaires. 

175.  Deux  cylindres  de  révolution  égaux  ont  leurs  axes  rectangu- 
laires et  concourants  ;  trouver  le  volume  et  la  surface  du  solide  commun. 

176.  Un  segment  de  cercle  a  pour  corde  le  côté  du  triangle  équila- 
téral  inscrit;  déterminer  Taire  et  le  volume  du  solide  de  révolution 
engendré  par  ce  segment  tournant  autour  de  sa  corde. 

177.  Déterminer  Taire  et  le  volume  du  tore. 

178.  Déterminer  le  moment  d'inertie  d'une  spbère,  d'un  tore,  d'un 
cône  droit  par  rapport  à  leur  axe  de  révolution. 

179.  Une  barre  homogène  OA  de  section  constante  négligeable 
et  dont  la  masse  de  l'unité  de  longueur  est  égale  à  tx  est  placée  le  long 
de  Taxe  Ox;  chacun  des  éléments  infiniment  petits  de  cette  barre 
exerce  sur  un  point  extérieur  M  de  masse  m  une  attraction  propor- 
tionnelle au  produit  des  niasses  et  inversement  proportionnelle  au  carré 
de  la  distance  ;  déterminer  l'attraction  de  la  barre  sur  le  point  M  et 
calculer  les  composantes  de  cette  attraction  parallèles  aux  axes  ;  exa- 
miner le  cas  où  la  barre  a  une  longueur  infinie. 
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180.  Trouver  le  moment  d'inertie  d'une  surface  plane  par  rapport 
à  une  droite  de  son  plan,  d'un  cercle  par  rapport  à  son  diamètre,  d'un 
demi-cercle  par  rapport  à  la  parallèle  à  son  diamètre  passant  par  son 
centre  de  gravité,  d'un  rectangle  par  rapport  à  un  de  ses  côtés. 

181.  Un  liquide  s'écoule  par  un  tuyau  cylindrique  de  telle  sorte 
que  la  vitesse  de  chaque  filet  soit  v  —  v^  —  /fH,  Vq  étant  la  vitesse 
le  long  de  l'axe,  r  la  dislance  du  filet  considéré  à  l'axe  et  A"  une 
constante  donnée  ;  trouver  le  débit  du  tuyau  connaissant  son  rayon 
et  la  vitesse  Vq. 

182.  On  considère  une  suite  continue  d'éléments  infiniment  petits, 
situés  sur  une  ligne,  sur  une  surface  ou  dans  un  volume  ;  on  désigne 
par  dm  la  masse  de  l'un  de  ces  éléments  et  par  {x,  y,  z)  les  coor- 
données de  l'un  des  points  de  cet  élément;  on  appelle  centre  de  gravité 
de  cette  suite  le  point  dont  les  coordonnées   ç,  tj,  î    sont  données  par 

;  /  dm  =  j  X  dm ,  r)  /  dm  =  j  y  dm ,  Ç  /  dm  ^  1  z  dm  ; 

déterminer  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle,  de  la  surface  d'un 
demi-cercle,  du  volume  d'une  demi-sphère. 

183.  Démontrer  que  le  volume  d'un  tronc  de  cylindre  quelconque 
limité  par  des  faces  planes  est  égal  au  produit  de  l'aire  de  la  section 
droite  par  la  longueur  de  la  droite  joignant  les  centres  de  gravité  des 
deux  bases. 

184.  Trouver  le  volume  compris  entre  le  plan  des  xy,  la  surface 
du  paraboloïde  de  révolution  dont  l'équation  est  2z  =  x*  -h  y^  et  la 
surface  d'un  cylindre  parallèle  à  Oz  ayant  pour  base:  1°  un  rec- 
tangle ayant  pour  centre  l'origine  et  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux 
axes  Ox  et  Oy,  2°  l'aire  comprise  dans  l'angle  des  coordonnées 
positives  entre  les  axes  Ox,  Oy  et  l'hyperbole  dont  l'équation  est 
xy  -\-x  ~hy  —  l— 0,  3"  l'aire  comprise  à  l'intérieur  de  la  circon- 
férence dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  est  p  =  2R  cos  0  ; 
dans  ce  dernier  cas,  on  emploiera  les  coordonnées  polaires,  et  l'on  déter- 
minera l'aire  de  la  portion  du  paraboloïde  intérieure  au  cylindre. 

185.  Évaluer  l'intégrale  triple  /  /  /  ^yz  dxdy  dz  étendue  au  vo- 
lume situé  dans  le  trièdre  positif  des  plans  de  coordonnées  entre  ces 
plans  et  la  surface  de  l'ellipsoïde  dont  l'équation  est 

X-       y'^        z^ 


n^        (r        c^ 
186.  Intégrer  les  dillérentielles  totales 


xdx-hydy        (ijdx—xdy)[X-  —  y-)  ^i     ,   «       i     ,   /o       ,      i\  / 
2-,—^'      — rr ^-^'      z'-dx-\-2yzdy-h{2xz-hy^)dz 
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187.  Évaluer  l'intégrale  curviligne     /  x^dy  —  y^dx    prise  le  long 

d'une  circonférence  ayant  pour  centre  l'origine,  dans  le  sens  direct; 
transformer  cette  intégrale  curviligne  en  intégrale  double. 

188.  Évaluer  l'intégrale  curviligne 

prise  le  long  des  côtés  successifs  d'un  triangle  ABC  dont  les  sommets 
sont  sur  les  axes  de  coordonnées  ;  transformer  cette  intégrale  curviligne 
en  intégrale  de  surface. 


Exercices  sur  les  équations  différentielles. 

189.  Intégrer  les  équations  différentielles  du  premier  ordre 

[x  —  iy)dx  -f-  {(S y  —  x)di/  =  0 , 

c^={t/  —  a){b  —  y),  {i—x^)-JL^xy  =  ax, 

190.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tan- 
gente en  un  point  soit  égale  à   m  fois  l'ordonnée  du  point  de  contact. 

191.  Étant  donnée  une  famille  de  courbes  ou  de  surfaces  dépendant 
d'un  paramètre  variable,  on  appelle  trajectoire  orthogonale  une  ligne 
qui  coupe  orthogonalement  toutes  les  courbes  ou  toutes  les  surfaces  de 
cette  famille.  Si  Ton  a  une  famille  dé  courbes  planes  représentées  par 
l'équation  f{x,  y,  a)^=0,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la 
trajectoire  orthogonale  en  un  point  doit  satisfaire  à  la  condition 

et  en  éliminant  a  entre  les  deux  équations,  on  a  l'équation  différen- 
tielle de  la  trajectoire  ;  en  intégrant  cette  dernière  équation,  on  a  une 
famille  de  trajectoires  dépendant  d'un  paramètre. 

Chercher  les  trajectoires  orthogonales  des  paraboles  y'  —  2px  =  0 
où  p    varie  et  des  cercles  x^-\-y-  —  2ax^=^0   où    a    varie. 

192.  Une  tour  verticale  pleine  a  la  forme  d'un  solide  de  révolution, 
et  est  constituée  par  des  matériaux  homogènes  de  poids  spécifique  /;  ; 
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on  suppose  que  la  charge  sur  chaque  tranche  horizontale  est  répartie 
unifonuérnent  sur  tous  les  éléments  de  cette  tranche,  et  que  la  face 
supérieure  supporte  un  poids  P  par  unité  de  surface;  déterminer  la 
méridienne  de  la  surface  de  révolution  limitant  le  volume,  de  façon  que 
la  charge  sur  chaque  unité  de  surface  d'une  tranche  horizontale  soit 
la  même  pour  toutes  les  tranches. 

193.  Intégrer  les  équations  différentielles 

-j^=4,-^).  -jj.  =  .,(»- ,v). 


-7-^-f-2--7-=^-l- y  —  cosmj,  (cas  de   m  — =hi) 


dx'    ■       dx'- 

pour  intégn»r  la  dernière,  on  cherchera  des  solutions  de  la  forme    y  =  j'". 

194.  Les  é(iuations  du  mouvement  d'un  point  pesant  sont 
d'x  _  d'y  _  dH  _ 

déterminer  la  solution  de  ces  équations  satisfaisant  aux  conditions  sui- 
vantes: la  position  initiale  du  mobile  est  Torigine,  de  plus,  la  vitesse 
initiale  est  égale  à  Vo  et  est  dirigée  dans  le  plan  des  xz  suivant  une 
droite  faisant  avec  Ox  un  angle  donné    a. 

105.  Intégrer  les  équations  simultanées 

dx 


dl 


-h  0)  y  r_^  —  a  sin  / , 


_l^  —  w  a:  =  a  cos  / , 
dl 


dx 

dl 

r-..y-f-=, 

/    dx 
dl 

y    s. 

(Il 

—  z  ^- j-, 

j    dl 

-^  :      X, 

(h 
(Il 

-   .r-+  .y, 

f    dz 

dl 

==x      .y. 
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196.  Déterminer  les  trajectoires    orthogonales  d'une  famille  de 
sphères  tangentes  à  l'origine  au  plan  des    xy, 

197.  Intégrer  les  équations  aux  dérivées  partielles 

a- — [-6~-=:c,  x---^y-—  =  z, 

Ox  oy  ox  oy 


Exercices  sur  les  notes  de  géométrie  analytique. 

198.  Montrer  que  les  formules 

[i -^  li)x  =  {{  —  i^)x' -^  2ly' , 
{i-^l2)y  =  2(x'-h{i  —t^)y' 

définissent  dans  le  plan  une  transformation  de  coordonnées  rectangu- 
laires en  d'autres  rectangulaires  ayant  la  même  origine  ;  de  même, 
les  formules 

ç,x  =  {\  ~\-X'  —ix'  -^'-y  ■^2{'kiJ.  —  ^)y' -h2(\y-^ii.)z\ 

py  ^  2((jlX  +  v).c'  4-  (1  —  X-^  -  f-  jjL^  —  v'),y'  -f  -  2(y.v  —  X)z\ 

p2  =  2(vX  —  |x)x'  -4-  2(r/.v  -f-  lyy'  -+-  (i  _  X^  —  jx^  -^  ^,'^)z\ 

où  p==l-|-X2-}-{x'--i-vS 

définissent  dans  l'espace  une  transformation  de  coordonnées  rectan- 
gulaires en  d'autres  rectangulaires  ayant  la  même  origine. 

199.  Effectuer  la  réduction  de  l'équation  du  second  degré 

x'  —  2xy  -h  y-  —  2x  —  2y-h\=0. 

200.  Déterminer  au  moyen  des  invariants  les  longueurs  des  axes 
d'une  ellipse  représentée  par  l'éciuation  générale  du  second  degré. 

201.  Démontrer  que  si  deux  coniques  ont  leurs  axes  parallèles,  leurs 
quatre  points  d'intersection  sont  sur  une  même  circonférence  et,  réci- 
proquement, toutes  les  coniques  passant  par  quatre  points  d'une  circon- 
férence ont  leurs  axes  parallèles.  Parmi  ces  coniques  combien  y  a-t-il 
de  paraboles  ? 

202.  Etant  donné  un  point  0  appelé  pôle  d'inversion,  un 
nombre  p  appelé  puissance  et  un  point  M,  si  l'on  porte  sur  la  droite 
OM  un  segment  OM'  tel  que  l'on  ait  OM  .  OM'  ~~p,  on  dit  (|ue  les 
points   M    et   M'   sont  inverses  l'un  de  l'autre. 


60  i  EKKRCICES 

En  prenant  le  pôle  .0  comme  orio;ine,  exprimer  les  coordonnées 
de  Tim  des  points  en  fonction  de  celles  de  l'autre,  soit  en  coordonnées 
cartésiennes,  soit  en  coordonnées  polaires.  Trouver  la  figure  inverse 
d'une  droite,  d'une  circonférence,  d'une  conique  dont  le  foyer  est  à 
l'origine,  d'une  hyperbole  équilatère  ayant  l'origine  pour  centre. 

203.  Trouver  lé  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  conique  passant 
par  un  point  donné. 

204.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
parallèlement  à  une  direction  donnée  à  des  coniques  homofocales. 

205.  Démontrer  que  si  l'on  joint  un  point  d'une  ellipse  aux  extré- 
mités d'un  diamètre  quelconque,  on  forme  deux  droites  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués.  Etudier  la  variation  de  l'angle  de  deux  diamètres 
conjugués  d'une  ellipse. 

206.  Démontrer  que  la  polaire  d'un  point  de  la  directrice  d'une 
conique  quelconque  passe  par  le  foyer  correspondant  et  est  perpendi- 
culaire à  la  droite  joignant  le  point  à  ce  foyer. 

207.  Exprimer  en  fonction  de  a  et  de  l'excentricité  e  les  quantités 
h  et  V  dans  le  cas  d'une  ellipse  et  dans  le  cas  d'une  hyperbole;  dans 
ce  dernier  cas,  trouver  en  fonction  de   e  le  demi-angle  des  asymptotes. 

208.  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistants  de  deux 
droites  données. 

209.  Déterminer  les  angles  d'un  triangle  sphérique  connaissant  les 
trois  côtés,  et  rendre  calculables  par  logarithmes  les  formules  donnant 

cos  -^  ,     sin  -J-  ,    ^g  "TT  •     Déduire  de  là  l'expression  du  volume  d'un 

parallélipipède  quelconque  connaissant  les  longueurs  des  arêtes  et  les 
angles  des  faces. 

210.  Démontrer  que  toute  section  plane  d'un  cône  de  révolution  se 
projette  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  suivant  une  conique  ayant 
pour  foyer  le  point  de  rencontre  de  l'axe  et  du  plan  de  projection. 

211.  Démontrer  que  l'équation  /*-f-Xcp  — 0,  où  /  et  ^  sont  des 
fonctions  entières  du  second  degré  de  trois  variables  x,  y,  z,  et  X  un 
paramètre,  représente  une  quadrique  S"  passant  par  la  courbe  din- 
tersection  des  quadriques  S  et  S'  représentées  par  f=^0,  ^  =  0. 
Si  9  est  décomposable  en  un  produit  de  deux  facteurs,  c'est-à-dire 
si  S'  se  décompose  en  deux  plans,  démontrer  que  les  quadriques  S  et 
S"   sont  tangentes  l'une  à  l'autre  aux  points  de  rencontre  de    S    et  de 
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la  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans;  les  surfaces  S  et  S'  sont 
dites  alors  bitangentes.  Si  9  est  le  carré  d'une  fonction  linéaire,  c'est- 
à-dire  si  S'  se  réduit  à  un  plan  double,  démontrer  que  S  et  S'  sont 
tangentes  en  tous  les  points  de  rencontre  de  S  et  de  ce  plan  ;  les  sur- 
faces sont  alors  dites  circonscrites  le  long  de  ce  plan  ;  déduire  de  là  que 
Téquation  d'une  quadrique  circonscrite  à  S  est  de  la  forme  /"-h-XP^^^O. 

212.  Une  quadrique  est  circonscrite  à  une  sphère  le  long  d'un  plan 
P;  démontrer  que  toute  section  plane  de  cette  quadrique  par  un  plan 
tangent  à  la  sphère  est  une  conique  ayant  pour  foyer  le  point  de  con- 
tact du  plan  et  de  la  sphère,  et  pour  directrice  la  droite  d'intersection 
du  plan  sécant  et  du  plan    P   de  contact  de  la  sphère  et  de  la  surface. 

Dans  le  cas  où  la  surface  est  un  cône  la  révolution,  on  retrouve 
le  théorème  de  Dandelin  sur  les  sections  planes  de  ce  cône. 

213.  Démontrer  qu'un  hyperboloïde  à  une  nappe  est  coupé  par  un 
plan  tangent  à  son  cône  asymptote  suivant  deux  droites  parallèles  à 
la  génératrice  de  contact  du  plan  avec  le  cône. 

214.  Trouver  les  propriétés  des  diamètres  et  des  plans  diamétraux 
d'un  paraboloïde. 

215.  On  considère  trois  diamètres  conjugués  quelconques  d'un 
ellipsoïde  et  le  parallélipipèdc  construit  sur  ces  trois  diamètres  ;  dé- 
montrer: 1°  que  la  somme  des  carrés  des  arêtes  de  ce  parallélipipèdc 
est  constante,  2**  que  la  somme  des  carrés  des  surfaces  de  ses  faces 
est  constante,  3°  que  son  volume  est  constant.  On  démontrera  d'abord 
cette  proposition  en  supposant  qu'un  diamètre  reste  fixe  et  que  les  deux 
autres  varient  dans  le  plan  diamétral  conjugué  ;  on  passera  de  là  au 
cas  général  en  comparant  deux  systèmes  quelconques  de  trois  diamètres 
à  d'autres  systèmes  avant  entre  eux  ou  avec  ceux-là  un  diamètre  com- 
mun. 

216.  Déterminer  les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point 
d'une  surface  de  révolution  ;  application  à  l'ellipsoïde  de  révolution,  au 
paraboloïde  de  révolution,  à  la  surface  engendrée  par  une  chaînette 
tournant  autour  de  sa  base. 

217.  Démontrer  que  l'on  peut  déterminer  un  tore  tangent  à  une 
surface  donnée  en  un  point  donne,  de  façon  que  les  sections  de  ce  tore 
et  de  la  surface  par  un  plan  quelconque  passant  par  le  point  de  contact 
aient  même  rayon  de  courbure  en  ce  point. 

218.  On  appelle  longueur  d'une  normale  à  une  courbe  plane  la 
distance  entre  le  pied  de  cette  normale  et  le  centre  de  courbure  corres- 
pondant. On  considère  les  sections  principales  d'une  surface  en  deux 
points  infiniment  voisins  situés  sur  une  même  ligne  de  courbure,  et 
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déterminées  par  les  tangentes  à  cette  ligne,  puis  Ton  trace  les  normales 
en  ces  deux  points  à  la  surface  ;  démontrer,  en  répétant  le  raisonnement 
du  n°  414,  que  la  diflërence  infiniment  petite  entre  les  longueurs  de 
ces  deux  normales  est  égale  à  Tare  infiniment  petit  compris  entre  les 
deux  centres  de  courbure  sur  le  lieu  de  ces  centres;  en  déduire  que  la 
difFérence  entre  deux  normales  quelconques  tangentes  à  la  courbe  lieu 
des  centres  de  courbure  est  égale  à  Tare  de  cette  courbe  compris 
entre  les  points  de  contact  de  ces  deux  normales. 

Cette  propriété  s'applique  aussi  à  une  courbe  plane  quelconque  et  à 
sa  développée  ;  un  arc  de  la  développée  est  égal  à  la  diflérence  entre 
les  longueurs  des  normales  à  la  courbe,  tangentes  à  la  développée 
aux  extrémités  de  Tare  considéré. 
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